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LỜI MỞ ĐẦU 
 

Vành D các số nguyên đại số của trường mở rộng hữu hạn K của Q nói 

chung không phải là vành Gauss (xem ví dụ chương 4), cho nên số học trong đó 

rất khó nghiên cứu. Cụ thể  là trong vành D, định lý cơ bản của số học không còn 

đúng nữa, một số có thể phân tích được thành tích các phần tử nguyên tố theo 

nhiều cách khác nhau (xem ví dụ chương 4). Mục đích của luận văn này là dựa 

vào sự phân tích  duy nhất của các ideal của D thành tích các ideal tối đại, chúng 

tôi xây dựng số học trên vành các số nguyên đại số. 

 Bố cục của luận văn được chia thành 4 chương : 

• Chương 1 : Các kiến thức cơ bản 

Trong chương này chúng tôi trình bày các kiến thức cơ bản liên quan đến 

đề tài : nửa nhóm với sự phân tích thành các phần tử nguyên tố; nhóm abel hữu 

hạn sinh; chuẩn và vết của số đại số; thặng dư bậc hai.     

• Chương 2 : Các ideal trong vành các số nguyên đại số 

Mục đích của chương này  là nghiên cứu tính chất của các ideal của vành 

các số nguyên đại số D và chứng minh mọi ideal của vành D phân tích được 

thành tích của các ideal tối đại.  

• Chương 3 : Số học trong vành các số nguyên đại số của trường mở rộng 

hữu hạn của Q. 

Dựa vào sự phân tích duy nhất của các ideal của vành D thành các ideal 

tối đại từ đó chúng tôi xây dựng số học trên vành các số nguyên đại số.   

• Chương 4 : Số học trên vành D = {a + b 6− | a, b ∈ Z } 

Mục đích của chương này là khảo sát một cách chi tiết số học trên vành  
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D = {a + b 6− |a, b ∈ Z}, cụ thể ta mô tả các ideal tối đại của vành D; mô tả 

thuật toán phân tích một phần tử của D thành tích của các ideal tối đại. Đồng thời 

đưa ra một số ví dụ minh họa. 

Vì khả năng và thời gian còn hạn chế nên luận văn này không thể tránh 

khỏi những thiếu sót. Kính mong qúy Thầy Cô và các bạn đóng góp ý kiến bổ 

sung để luận văn được hoàn chỉnh hơn.  
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CHƯƠNG 1 

 

CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
 

 Trong chương này chúng tôi trình bày các kiến thức cơ bản liên quan đến 

đề tài : Nửa nhóm với sự phân tích thành các nhân tử nguyên tố; Nhóm Abel 

tự do; Chuẩn và vết của số đại số ; Thặng  dư bậc hai 

 

1.1  NỬA NHÓM VỚI SỰ PHÂN TÍCH THÀNH CÁC NHÂN TỬ 

NGUYÊN TỐ  

1.1.1  Định nghĩa : Cho P  là nửa nhóm nhân  giao hoán có đơn vị E. 

Ta nói B|A nếu tồn tại C ∈ P  sao cho A = B.C  

•  Nếu B|A; B ≠ A ; B ≠ E thì ta nói B là ước thực sự của A. 

•  P ∈ P được gọi là phần tử nguyên tố nếu P không có ước thực sự  

• Phần tử C ∈ P  được gọi là USCLN của A, B nếu C|A, C|B và C chia 

hết cho mọi ước chung của của A và B, ký hiệu C = (A, B) 

• Phần tử C ∈ P     được gọi là BSCNN của A, B nếu C   A, C  B và 

C là ước của mọi bội số chung của A, B, ký hiệu C = [A, B] 

Hoàn toàn tương tự ta có khái niệm USCLN; BSCNN của nhiều phần tử. 

1.1.2  Định nghĩa : Nửa nhóm giao hoán có đơn vị P được gọi là nửa 

nhóm với sự phân tích duy nhất thành các nhân tử nguyên tố nếu với ∀ A ∈ 

P, A ≠ E  đều có thể viết duy nhất, không kể thứ tự, dưới dạng  

A = P  . P . . .  P ; n ≥ 1; Pi nguyên tố , ki ≥ 1.  1k
1

2k
2

nk
n

Từ nay về sau ta quy ước P là nửa nhóm với sự phân tích thành các 

nhân tử nguyên tố. 
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Ta có nhận xét  sau : 

Nếu A = P . . . P , αi ≥ 0 ; B = P1
1
α nn

α 1
1
β  . . . P nn

β , βi ≥ 0. Khi đó,  

A|B  <=> αi ≤ βi , ∀ i       

1.1.3  Mệnh đề : Trong P  hai phần tử bất kỳ đều có duy nhất USCLN 

và BSCNN 

Chứng minh : Giả sử A ∈ P, B ∈ P  với  

A = P  . . .  P  ;B = P  . . .  P ; ki ≥ 0, li ≥ 0  1k
1

nk
n 1l

1
nln

⊕ Xét phần tử C = P . . . P1
1
α nn

α
 trong đó αi = min { ki, li}, i = n,1  rõ ràng  

C ∈ P , C|A, C|B. Lấy phần tử D sao cho D|A, D|B  ⇒ D = P  . . . P  1m
1

nm
n

với mi ≤ ki;  mi ≤  li,  i = n,1  ⇒ mi ≤  αi ∀ i = n,1  ⇒ D|C. Vậy ta có  

C = (A,B).  

C là duy nhất vì giả sử D = (A,B), D = P . . . P . Do D|C => γi ≤ αi , 

mặt khác C|D => αi ≤ γi . Vậy αi = γi, từ đó suy ra D = C.    

1
1
γ n

n
γ

⊕ Xét phần tử C = P . . . P1
1
α nn

α  trong đó αi = max {ki, li}, i = n,1 . Rõ ràng  

C ∈ P  , C  A, C  B. Lấy phần tử D  A, D  B ⇒ D = P . . . P với ti ≥ 

ki,  

1t
1

nt
n

ti ≥ li, i = n,1  => ti ≥ αi, i = n,1   => D  C. Vậy ta có C = [A, B]. Tương tự ở 

trên ta chứng minh được C là duy nhất.  

1.1.4  Mệnh đề : 

Nếu (A, C) = E và B tùy ý thì (AB, C) = (B,C) 

Chứng minh 

Do (A,C) = E nên không mất tính chất tổng quát ta giả sử  
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A = P  . . . P ;  C = P . . . P  và giả sử B = P . . . P  . . . P  khi đó 

(B,C)  =  P . . . P  

1k
1

tk
t

k t +

1tk
1t
+

+
nk

n

kn

1l
1

tl
t

nl
n

}l,min{
1t

1t1 +
+

}l,min{
n n

Mặt khác A . B = P  . . . P  . . . P  11 lk
1

+ tt lk
t

+ nn lk
n

+

 => (AB,C) = P . . . P  hay (AB, C) = (B,C) }l,kmin{
1t

1t1t ++
+

}l,kmin{
n nn

1.1.5  Mệnh đề : A, B, C ∈ P ; AB  C và (A,C) = E thì B  C 

Chứng minh  

Do AB  C => (AB,C) = C. Mặt khác theo mệnh đề 1.1.3 ta có  

(AB, C) = (B, C) hay (B, C) = C => B  C 

1.1.6   Mệnh đề : A, B, C ∈ P  và A  B , A  C, (B, C) = E thì A  

BC 

Chứng minh  

Giả sử A = P . . . P  ; B = P . . . P ; C = P . . . P   1k
1

nk
n

1l
1

tl
t

1tl
1t

+
+

nl
n

(do (B,C) = E).   Mặt khác vì A  B, A  C nên (A,B) = B; (A, C) = C 

hay (A,B) = P . . . P ; (A, C) = P . . . P . ta lại có B.C = P . . . P1l
1

tl
t

1tl
1t

+
+

nl
n

1l
1

nl
n  

(A, BC) = P
}1l,1kmin{

1 . . . P = P . . . P . . . P  hay (A, BC) = BC 
}nl,nkmin{

n
1l

1
tl

t
nl

n

1.1.7  Mệnh đề : P nguyên tố, P|AB thì P|A hoặc P|B  

Chứng minh 

Giả sử P|A, P|B suy ra  sự phân tích của A không chứa P và sự phân 

tích của B không chứa P do đó AB không chứa P. Suy ra P|AB(trái giả thiết). 

Vậy P|A hoặc P|B   

1.1.8  Mệnh đề ∀  A, B, C ∈ P   thì  

 a ) [A,B]C = [AC, BC] 

 b) (A, B)C = (AC, BC) 
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 c) [A, B](A, B) = AB 

Chứng minh  

Giả sử A = P  . . . P ; B = P . . . P ; C = P  . . . P  1k
1

nk
n

1l
1

nl
n

1t
1

nt
n

a) Ta có [A,B] = P  . . . . P  }l,kmax{
1

11 }l,kmax{
n nn

⇒ [A, B].C = P  . . . P111 t}l,kmax{
1

+ nnn t}l,kmax{
n

+  

 [AC, BC] = P }tl,tkmax{
1

1111 ++  . .  . P }tl,tkmax{
n nnnn ++     

= P 111 t}l,kmax{
1

+  . . .  P nnn t}l,kmax{
n

+  Vậy [A, B]C = [AC, BC] 

b)  Tương tự (A, B)C = (AC, BC)  

c) Ta có [A, B](A, B) = P  . . .  P    }l,kmin{}lkmax{
1

111,1 + }l,kmin{}l,kmax{
n nnnn +

= P . . . P  = AB 11 lk
1

+ nn lk
n

+

 

1.2   NHÓM ABEL HỮU  HẠN  SINH 

1.2.1  Định nghĩa : Cho G là một nhóm Abel,  hệ {αi }i ∈ I ⊂ G gọi là 

độc lập tuyến  tính  nếu ∑
∈

α
Ii

iia = 0 với ∀  ai ∈ Z  và hữu hạn các ai ≠ 0 thì 

aiαi = 0  ∀ i   

1.2.2  Định nghĩa :  

Hệ {αi}i ∈ I ⊂ G được gọi là hệ sinh của nhóm abel G nếu G = <αi>i ∈ I   

tức là với ∀ g ∈ G đều được viết dưới dạng g = ∑
∈

α
Ii

iia  với ∀ ai ∈ Z và hữu 

hạn các ai ≠ 0. 

Hệ {αi}i ∈ I  ⊂ G được gọi là cơ sở của G nếu nó độc lập tuyến tính và là 

hệ sinh của G.  
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Từ định nghĩa cơ sở của nhóm abel ta có kết quả : Nhóm abel G có cơ 

sở {αi} i ∈ I khi và chỉ khi G phân tích được thành tổng trực tiếp của các nhóm 

xiclic sinh bởi αi, tức là G = ∑
∈

>α<
Ii

i   

Trong lý thuyết môn dun ta biết rằng nhóm abel (có thể xem như là 

modun trên Z) là nhóm abel tự do khi và chỉ khi nó phân tích được thành tích 

các nhóm  xiclic cấp vô hạn. Do đó, G là nhóm abel tự do khi và chỉ khi G  là 

nhóm abel không xoắn, có cơ sở . 

1.2.3  Định lý : G là nhóm abel tự do thì các cơ sở có cùng lực lượng. 

Chứng minh : 

Giả sử α = {αi}i ∈ I là cơ sở của G và giả sử p là một số nguyên tố, từ đó 

ta có  pZ
Z  là  một trường. Khi đó nhóm thương pG

G  có cấu trúc không 

gian vectơ trên trường pZ
Z  với tích vô hướng được xác định như sau : 

ϕ : pZ
Z  ×  pG

G  → pG
G  

(a + pZ, g + pG) ag + pG 

Ta thấy rằng phép nhân này không phụ thuộc đại diện các lớp vì nếu : 

 

 

 

Khi đó a′g′ = (a + pz) (g + pu) = ag + pau + pzg + pzpu ∈ ag + pG 

Vậy a′g′  + pG = ag + pg  

Vì {αi)i ∈ I là cơ sở của G nên với ∀ g ∈ G ta đều biểu diễn một cách duy nhất 

dưới dạng g = ∑  với ∀ ai ∈ Z và hữu hạn các ai ≠ 0. Từ đó suy ra mỗi 

phần tử g + pG ∈ 

∈
α

Ii
iia

pG
G  đều được dưới dạng : 

a + pZ = a′ + pZ 
g + pG = g′ + pG 

a′ = a+  pZ, z ∈ Z   => g′ = g + pu , u ∈ G 
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 g + pG = ∑ + pG = 
∈

α
Ii

iia ∑
∈

+α
Ii

ii )pGa(  

= (αi + pG). Bây giờ ta chứng minh hệ {αi + pG} i ∈ I là độc lập 

tuyến tính. Thật vậy xét đẳng thức 

∑
∈

+
Ii

i )pZa(

∑
∈

+α
Ii

ii )pGa(  = 0  hay  ∑
∈

α
Ii

iia  = 0 

=> aiαi ∈ pG => ∃  u ∈ G để aiαi = pu. Do u ∈ G => u =   ∑
∈

α
Ii

iib

=>aiαi = p∑
∈

α
Ii

iib  => ∑
∈

α−
Ii

iii )pba(  = 0 mà G không xoắn nên suy ra  

ai – pbi = 0 => ai =  pbi hay ai  p =>  ia  = 0 

Vậy ∑  = 0 kéo theo ai + pZ = 0 hay hệ {αi + pG)i ∈ I độc 

lập tuyến tính. Vậy hệ {αi + pG}i ∈ I là cơ sở của không gian vectơ trên trường 

∈
+α+

Ii
ii )pG)(pZa(

pZ
Z . Từ đó suy ra ⎢α ⎢= ⎢{αi + pG} i ∈ I⎢= dim pG

G    vậy |α|là duy nhất xác 

định. 

1.2.4   Định nghĩa :  Số phần tử của một cơ sở của nhóm abel tự do G 

gọi là hạng của G. Ký hiệu rank G. 

1.2.5   Hệ quả : Cho G là một nhóm abel tự do có rank G = n. Khi đó 

mọi hệ độc lập tuyến tính trong G đều có số vectơ không vượt quá n. 

Chứng minh 

Giả sử α1  , . .  ., αk là hệ độc lập tuyến tính trong G, theo chứng minh trên ta  

suy ra 1α , . . . , kα  là hệ độc lập tuyến tính trong pG
G  trên trường pZ

Z  mà 

dim pG
G  = n nên k ≤ n. 

Theo lý thuyết nhóm abel ta có định lý:  Nếu G là nhóm abel hữu hạn 

sinh thì G phân tích được thành tích hữu hạn các nhóm xiclic. Từ đó ta có nếu 

G là nhóm abel hữu hạn sinh, không xoắn  thì G là tổng trực tiếp hữu hạn của 

các nhóm xiclic cấp vô hạn. 
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1.2.6  Mệnh đề : Cho M là một nhóm abel tự do và N là nhóm con của 

M. Thế thì N cũng là một nhóm abel tự do và rankN ≤ rankM. 

Chứng minh  

Ta chứng minh qui nạp theo m = rankM   

• Với m = 0 : Hiển nhiên đúng 

• Giả sử mệnh đề đúng với m – 1. Ta chứng minh mệnh đề đúng 

với m.  

Nếu N = 0 hiển nhiên đúng. Giả sử N ≠ 0, khi đó lấy 0 ≠  α ∈ N, ta có 

α = c1ω1 + . . . + cmωm , trong đó {ωi} m,1i=   là cơ sở của M. Ta có thể giả sử 

c1 ≠ 0. Đặt I = {c1| ∃ α ∈ N : α = c1ω1 + . . . + cmωm}. Ta thấy I là ideal khác 

0  của vành Z. Vì Z là vành chính nên I = <c11>, c11 ≠ 0  => ∃ μ1 ∈ N sao cho 

μ1 = c11ω1 + . . . + c1mωm. Trong M ta xét M0 = <ω2, . . . , ωm>,  

rankM0 = m – 1. Ta có N ∩ M0 là nhóm con của M0, theo giả thiết qui nạp 

N∩M0 có cơ sở giả sử μ2, . . . , μk với k ≤ m. Bây giờ ta chứng minh  

μ1, μ2, . . . , μk là cơ sở của N . Thật vậy lấy α ∈ N suy ra tồn tại q1 sao cho 

 α - q1μ1 = c ω2 + . . . + c'
2

'
m ωm ∈M0. Ta có α = q1μ1 + . . . + qkμk. Mặt khác 

hệ μ1, . . . , μk độc lập tuyến tính vì c1μ1 + . . . + ckμk = 0 

 => - c1μ1 = c2μ2 + . . . + ckμk, ta nhận thấy vế phải của đẳng thức này thuộc 

M0. Từ đó suy ra c1μ1 ∈ M0 => c1μ1 = b2ω2 + . . . + bmωm, mặt khác ta lại có  

c1μ1 = c1c11ω1 + c2c12ω2 + . . . + cmc1mωm   

=> c1c11ω1 + b ' ω2 + . . . + b '
2 m ωm  = 0 => c1c11 = 0 => c1 =  0 (vì c11 ≠ 0)  

=> c2 = . . . = ck = 0.    

Vậy hệ {μ1, . . . μk} là cơ sở của N. Từ đó ta có N là nhóm abel tự do và 

rankN ≤ rankM. 
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1.3 : CHUẨN VÀ VẾT CỦA SỐ ĐẠI SỐ  

1.3.1  Định nghĩa : Một số phức α  thỏa mãn một phương trình đa thức 

ao + a1α + . . . + anαn = 0 với ∀ ai ∈ Q, các ai không đồng thời bằng 0, được 

gọi là một số đại số. 

 Nếu α  là một số đại số, khi đó tồn tại một đa thức khác không, đơn hệ 

có hệ số thuộc Q, bất khả quy trong Q[x] nhận α  làm nghiệm. Đa thức đó ta 

gọi là đa thức tối tiểu của α . kí hiệu Irr (α, Q, x), như vậy 

 Irr (α, Q, x) = xn + an – 1xn – 1 + . . . + a1x + ao, ∀ ai ∈ Q. 

1.3.2 Định nghĩa :  

α là một số đại số bậc k trên Q, khi đó [Q(α) : Q] = k. Đa thức tối thiểu  

của α là :  

Irr ( α, Q, x) = xk + ak-1xk-1
 + . . . a1x + ao có k nghiệm là  αi khi đó  

Irr(α, Q, x) = (x – α1) . . . (x – αk). Ta  định nghĩa   

)(N
Q

)(Q αα      = = (-1)k ao ∏
=

α
k

1i
i

Tr
Q

)(Q α (α)    = = -ak-1 ∑
=

α
k

1i
i

Trường hợp tổng quát K là mở rộng hữu hạn bậc n của Q, [K : Q] = n, α ∈ K 

thì Q(α) ⊂ K ta có : [K : Q] = [K : Q(α) ] [Q(α) : Q]. Ta định nghĩa  

N
Q

K (α) = [N
Q

)(Q α (α)] k
n

  = [(-1)kao] k
n

 

Tr
Q

K (α)  = [Tr
Q

)(Q α (α)] k
n

 = [-ak-1] k
n

 

• N
Q

K (α) được gọi là chuẩn của α và viết tắt N(α) 
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• Tr
Q

K (α) được gọi là vết của α và viết tắt Tr(α)  

Chú ý rằng vì [K : Q] = n nên có đúng n đơn cấu  f : K → C mà f|Q = id 

nên ta có thể chứng minh được N(α) =  ; Tr(α) = , trong đó fi 

là các đơn cấu từ K → C, i = 

∏
=

α
n

1i
i )(f ∑

=
α

n

1i
i )(f

n,1  

 Đôi khi để cho tiện ta ký hiệu fi(α) = α(i), khi đó N(α) = ,  ∏
=

α
n

1i

)i(

Tr(α) =    ∑
=

α
n

1i

)i(

  1.3.3  Các tính chất :  

a /  N là đồng cấu nhóm từ (K*, . ) vào (Q* , .) 

b/ Tr là ánh xạ tuyến tính từ K vào Q với K và Q coi như là các không gian 

vectơ trên Q. 

c/ Với α ∈ Q thì N(α) = αn, Tr(α) = n α      

Chứng minh : 

Theo định nghĩa trên rõ ràng với α ∈ K thì N(α) ∈ Q, Tr(α) ∈ Q. 

a/ Với α, β ∈ K* ta có N(αβ) = . fi(β)  ∏
=

αβ
n

1i
i )(f =∏

=
α

n

1i
i )(f

=  .  = N(α) . N(β). )(f
n

1i
i α∏

=
∏
=

β
n

1i
i )(f

b/ • Với α, β ∈ K ta có Tr (α + β ) = ∑
=

β+α
n

1i
i )(f  = ∑

=
α

n

1i
i )(f  +   )(f

n

1i
i β∑

=

= Tr(α) + Tr(β)   

• Với ∀ a ∈ Q ta có Tr(a α) = ∑
=

α
n

1i
i )a(f  = ∑

=
α

n

1i
i )(af = a  = aTr(α) ∑

=
α

n

1i
i )(f
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c/ Do α ∈ Q nên fi(α) = α . Vậy N(α) =  ∏  = αn ;  ∏
=

α
n

1i
i )(f   =

(  =

=
α

n

1i

Tr(α) =   = nα  . ∑
=

α
n

1i
) ∑

=
α

n

1i

1.3.4  Định nghĩa : Nếu [K : Q] = n và ω1 , . . .,  ωn là cơ sở của không 

gian vec tơ K trên Q. Khi đó tồn tại một cơ sở ω , . . . ,ω*
n  sao cho  *

1

 
 1 nếu i = j 
 
 0 nếu i ≠ j 

Tr (ωi ω*) = δij =  j

 

Cơ sở ω*
1 , . . ., ω*  như trên gọi là cơ sở đối ngẫu của ω1 , . . .  , ωn n

 

1.4  IDEAL TRONG VÀNH GIAO HOÁN CÓ ĐƠN VỊ  

1.4.1  Các khái niệm cơ bản :  

• Cho (X, +, .) là một vành. Nếu phép nhân là giao hoán và có phần tử 

đơn vị thì ta gọi X là vành giao hoán có đơn vị. 

• Cho X là một vành, A là vành con của X. A được gọi là ideal của 

vành X nếu ∀ a ∈ A, ∀ x ∈ X  thì xa ∈ A và ax ∈ A. Ta ký hiệu A Δ X. 

• Cho X là vành giao hoán, có đơn vị, A là một ideal của X, A ≠ X. A 

được gọi là ideal tối đại của X nếu các ideal của X chứa A chính là X và A; A 

được  gọi  là  ideal nguyên  tố nếu với u, v ∈ X mà  uv ∈ A  thì u ∈ A hoặc 

 v ∈ A. 

1.4.2 Mệnh đề : 

 Cho X là vành giao hoán, có đơn vị, A Δ X. Khi đó 

a) A là ideal nguyên tố <=> A
X là một miền nguyên  

b) A là ideal tối đại <=> A
X  là một trường  
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Chứng minh : 

 a) =>). Do A  là ideal của X nên A
X  = {x+A|x ∈ X} là một vành 

thương của vành X trên A. Vì A là nguyên tố nên A ≠ X do đó A
X  có nhiều 

hơn một phần tử . Gọi e là phần tử đơn vị của X thì e + X là phần tử đơn vị 

của A
X . Do X là vành giao hoán nên A

X  cũng là vành giao hoán. Giả sử   

x + A, y + A  là hai phần tử tùy ý của A
X  mà (x+A)(y+A) = 0 => xy + A = 0 

=> xy ∈ A mà A nguyên tố nên x ∈ A hoặc y ∈ A suy ra x + A = 0  

hoặc y + A = 0  hay A
X  không có ước của không, do đó A

X  là một miền 

nguyên. 

<=). Do A
X   là một miền nguyên nên A

X ó hơn một phần tử, do đó A ≠ X. 

Giả sử x, y là hai phần tử thuộc X sao cho xy ∈ A => xy + A = 0   

 c

<=> (x + A) (y + A) = 0. Vì A
X  không có ước của không, suy ra x + A = 0  

hoặc y + A = 0 => x ∈ A hoặc y ∈ A. Vậy A ideal nguyên tố. 

 b).=>) Do A là ideal tối đại của X nên A ≠ X do đó A
X  có nhiều hơn 

một phân tử. Vì X là vành giao hoán, có đơn vị nên A
X  cũng là vành giao 

hoán có đơn vị. Giả sử x + A ∈ A
X  mà x ∉ A , xét ideal I của X mà  

I = A + xX. Khi đó A  I và x ∈ I . Vì A là tối đại nên I = X => e ∈ I. Do đó 

e = a + xx′ với a ∈ A, x′ ∈ X hay e + A = (a + xx′) + A = (x + A)(x′+A). Điều 

đó chứng tỏ phần tử x + A khả nghịch. Do đó 

≠
⊂

A
X   là một trường  
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<=) Do A
X  là một trường nên A

X ó nhhiều hơn một phần tử do đó A 

≠ X. Giả sử I là một ideal của X sao cho A 

c

≠
⊂  I, như vậy tồn tại phần tử x0 ∈ I 

mà x0 ∉ A. Ta xét x0 + A ∈ A
X , 0 ∉ A nên x0 + A khả nghịch nghĩa là có 

phần tử x '
0 +A sao cho (x0 + A)(x '

0 +A) = x0x '
0 +A = e + A hay x0x '

0  + a = e. 

Vì x0∈ I và a ∈ A ⊂ I nên e ∈ I do đó I = X. Vậy A là ideal tối đại. 

 vì x

 

1.4.3    Các phép toán trên ideal: 

 Cho X là vành giao hoán, có đơn vị và gọi P là tập các ideal của X. 

Khi đó với ∀A, B ∈ P  ta định nghĩa phép cộng, phép nhân  trên P như sau  : 

• A + B = { a+b/a ∈ A, b ∈ B} 

• A . B = { ∑ / I hữu hạn, ai ∈ A, bi ∈ B} 
∈Ii

iiba

Nhận xét : (P, . ) là một nửa nhóm nhân giao hoán, có đơn vị E = D  
 

1.5 : THẶNG DƯ BẬC HAI  

1.5.1  Định nghĩa : Cho phương trình x2 ≡ a (modp)(1) trong đó p là một 

số nguyên tố lẻ và (a, p) = 1. Nếu phương trình (1) có nghiệm thì ta nói a là 

thặng dư bậc hai theo modun p, còn nếu phương trình (1) vô nghiệm thì ta nói 

a là bất thặng dư bậc hai theo modun p. 

• Nếu a là thặng dư bậc hai theo modun p ta ký hiệu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  = 1 

 (ký hiệu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  gọi là ký hiệu Lagrăng) 

• Nếu a là bất thặng dư bậc hai theo modun p  ta kí hiệu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  = - 1. 

1.5.2  Tính chất :  
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a) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a

≡ a 2
1p−

(mod p) 

b) Nếu a ≡ b(mod p) thì ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a  = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
b  

c) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
1 = 1 (với p là số nguyên tố lẻ) 

d) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

p
1 = (-1) 2

1p−

 

e) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p

a...aa k21  = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
a 2 . . . ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p

a k  

g) Nếu p và q là hai số nguyên tố lẻ phân biệt thì ta có  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
q = (-1) 2

1p−

 2
1q−

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
q
p  

1.5.3  Định nghĩa : Cho P là một số lẻ lớn hơn 1 và P = p1p2 . . . pr 

trong đó pi (i = r,1 ) là các số nguyên tố có thể trùng nhau và (a, P) = 1 khi đó 

kí hiệu Giắc cô bi được xác định bởi : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

P
a = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1p
a  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2p
a  . . . ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

rp
a  trong đó ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ip
a  là kí hiệu Lagrăng. 

1.5.4  Tính chất : 

a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

P
1  = 1 

b) ⎟
⎞

⎜
⎛ −

P
1

⎠⎝
 = (-1) 2

1P−

  

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

P
2  = (-1) 8

1P2 −
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CHƯƠNG 2 

 

CÁC IDEAL TRONG VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN  ĐẠI SỐ 
 

Trong chương này ta ký hiệu D là vành các số nguyên đại số của 

trường mở rộng hữu hạn  K của Q với [ K : Q ] = n. Mục đích của chương này 

là nghiên cứu tính chất của các ideal của vành D  và chứng minh mọi ideal 

của vành D phân tích được thành tích của các ideal tối đại. 

 

2.1 : VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN ĐẠI SỐ  CỦA TRƯỜNG MỞ RỘNG 

HỮU HẠN CỦA Q   

2.1.1    Định nghĩa : Một số đại số gọi là số nguyên đại số nếu nó thỏa 

mãn trên Q một phương trình đa thức đơn hệ với hệ số nguyên. Như vậy u là 

số nguyên đại số <=>  đa thức tối tiểu của u là  Irr(u, Q, x) ∈ Z[x] 

2.1.2  Định lý : Tập hợp tất cả các số nguyên đại số là một miền 

nguyên 

Để chứng minh định lý 2.1.2 trước hết ta chứng minh bổ đề sau  

2.1.3    Bổ đề :  

Số u là một số nguyên đại số khi và chỉ khi nhóm cộng sinh ra bởi tất cả các 

lũy thừa 1, u, u2, . . . của u là nhóm abel hữu hạn sinh. 

Chứng minh : 

⇒ ) Do u là số nguyên đại số nên nó  thỏa mãn phương trình 

 p(u) = ao + a1u + . . .+an-1un-1 + un = 0 (1), Với ∀ ai ∈ Z. Phương trình (1) biểu 

thị un là một phần tử trong nhóm G = <1, u, . . .  un-1>. Bằng phép quy nạp ta 

chứng minh được với ∀ k ≥ 1, k ∈ Z thì uk ∈ G. 
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<=) Giả sử nhóm G sinh ra bởi 1, u, u2, . . .  có thể được sinh ra bởi n số bất 

kỳ v1, v2 , . . . , vn của G, khi đó ∀vj ∈ G ta có vj = ∑
j

ja uj ∈ G  

=> uvj = Σajuj+1 ∈ G =>  ∀ u vi ∈ G và u. vi = Σ aij vj (∀ aij ∈ Z). Từ đó ta có 

hệ phương trình tuyến tính thuần nhất: 

 
(a11- u)v1 + a12v2 + . . . + a1nvn = 0 
a21v1 + (a22 – u) v2 + . . . + a2nvn = 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .       (I) 
an1v1 + an2v2 + . . . + (ann – u) vn = 0 

 

 

                    

Vì hệ (I) có nghiệm (v1, . . . ,vn ) với vi không bằng 0 tất cả nên ma trận các hệ 

số A – uI suy biến (với A = [aij]nxn) =>| A – uI| = 0  

<=>(-1)nun + bn-1 un-1 + . . . + b1u + bo = 0 (2) (trong đó bi là những đa thức nào 

đó của các số nguyên  aij nên bi cũng là số nguyên). Từ phương trình (2) ta có 

u là một số nguyên đại số. 

Bây giờ ta chứng minh định lý 2.1.2 : 

Giả sử u và v là các số nguyên đại số => uk và vk đều có thể biểu thị theo một 

số hữu hạn các lũy thừa 1,u, . . . , un-1 và 1,v, . . . , vr-1 

Vậy (u.v)k = uk vk ∈ <1,u,v, . . . , ukvt, . . . , un-1vr-1>. Mặt khác  

(u + v)k = ΣC uivk-i ∈ <1, u, v, . . . , un-1vr-1> mà G = <uivj>, 0 ≤ i ≤ n-1;  k
n

0 ≤ j ≤ r – 1 là một nhóm hữu hạn sinh nên theo bổ đề 2.1.3 ta suy ra u + v và 

u . v là các số nguyên đại số. 

 

2.2 : MỘT SỐ TÍNH CHẤT CỦA VÀNH D 

2.2.1   Mệnh đề : Nếu α ∈ K thì tồn tại c ∈ Z sao cho cα ∈ D 
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Chứng minh : 

Do α ∈ K nên tồn tại đa thức f(x) = akxk + . . . + a1x + a0 với các hệ số 

nguyên nhận α làm nghiệm tức là akαk + . . . + a1α + a0 = 0 (1). Nhân hai vế 

của (1) với a 1k
k

−  ta có : 

a k
k αk + a 1k

k
−  . ak-1αk-1 + . . . + a 1k

k
−  a1α + a 1k

k
−  a0 = 0 

⇔ (akα)k + ak-1(akα )k-1 + . . . + a 2k
k

− a1(akα) + a 1k
k

− a0 = 0 

Đặt c = ak ta có cα ∈ D 

2.2.2   Mệnh đề : 

 Nếu hệ {α1, . . . , αn} ⊂ D là hệ độc lập tuyến tính trong (K, +) thì  

{ α1, . . . , αn} cũng là hệ độc lập tuyến tính trong (D, +) 

Chứng minh 

Giả sử hệ {αi} n,1i=  phụ thuộc tuyến tính trong (D, +) nên ∃ai ∈ Z ai ≠ 0 để 

= 0, không mất tính chất tổng quát ta giả sử a1 ≠ 0 để  ∑
=

α
n

1i
iia

a1α1 + a2 α2 + . . . + an αn = 0  

=> α1 + b2 α 2 + . . . bn αn = 0, bi ∈ Q 

=> α1, . . . , αn phụ thuộc tuyến tính trong (K, +) (mâu thuẩn gt).  

Vậy α1 , . . . , αn độc lập tuyến tính trong (D, +) 

2.2.3 Mệnh đề : D là một nhóm abel tự do có cơ sở hữu hạn và  

rank D = [K : Q] = n 

Chứng minh 

Do [K : Q] = n nên một cơ sở của không gian vectơ K trên Q sẽ gồm n 

vectơ. Giả sử α1, α2 , . .  . , αn là một cơ sở của K trên  Q . Theo mệnh đề  

2.2.1 ta có thể nhân vào cơ sở đó các số nguyên  c1 , . . . , cn để cho các tích 

c1α1, . . . , cnαn thuộc D. Ta dễ thấy hệ sau khi nhân cũng độc lập tuyến tính. 
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Do đó không mất tính chất tổng quát, ta có thể xem α1, α2, . . . , αn ∈ D. Từ 

đó ta có α1, . . . , αn cũng độc lập tuyến tính trong D. Giả sử α*
1 , . . . , α*

n  là 

cơ sở đối ngẫu của α1 , . . . , αn. 

Giả sử M là nhóm con của (K, +) sinh bởi α*
1  , . . . , α*    và  n

M = <α , . . . , α*  > . Ta suy ra M là nhóm abel tự do và rank M = n. Ta 

chứng minh D ⊂ M. Thật vậy với ∀ α ∈ D thì α = a1α *
1   + . . . + anα     

*
1 n

*
n

 (ai ∈ Q, i = n,1  ). Ta có Tr(ααi) = Tr = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
αα∑

=

n

1k
i

*
kka ∑

=

n

1k
ka Tr(α*

k αi)  

= ∑
=

δ
n

1k
kika = ai mà ααi ∈ D nên ai = Tr(ααi) ∈ Z => α ∈ M => D ⊂ M, theo 

định lý 1.2.6 thì D là nhóm abel tự do và rank D ≤  rank M = n (1). Mặt khác 

do α1,. . . ,αn độc lập tuyến tính trong D  nên ta có rankD ≥ n (2). Từ (1) và 

(2) ta có rankD = n.    

2.2.4 Mệnh đề : Cho A Δ D thì A là nhóm Aben tự do và  

rank A = rank D = n 

Chứng minh  

 Do A ⊂  D áp dụng mệnh đề 2.2.3 ta có A là nhóm abel tự do và rank A 

≤ n. Giả sử α1, α2, . . . αn là một cơ sở của D. Lấy α∈D, α ≠ 0, khi đó  

αα1, αα2, . . . , ααn độc lập tuyến tính trên Z. Thật vậy, giả sử  

a1(αα1) + . . . + an(ααn) = 0 ⇒ a1α1 + … +  anαn = 0. Từ đó suy ra 

 a1 = a2 = . . . = an = 0. Mặt khác do A là ideal của D nên n phần tử  độc lập 

tuyến tính αα1, . . . , ααn∈A, nên rank A ≥  n. Do đó rankA  = n   

2.2.5  Mệnh đề :  Nếu a ∈ Z* thì | >< a
D | =|a|n 

Nếu A là ideal khác 0 của D thì ⎜ A
D ⎜ hữu hạn. 
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Chứng minh  

Giả sử α1, α2, . . . , αn là cơ sở của D. Đầu tiên ta nhận xét rằng  

α = a1ω1, + . . . + anωn a trong D <=> ai  a trong Z; ∀I = n,1 . Thật vậy.  

α  a <=> 
a
α

∈D <=> 
a
a

ω1 + . . . + 1
n

n

a
a D <=>  ai  a trong Z với  ∀i = ω ∈ n,1  

Bây giờ ta đặt S = {a1ω1 + . . .  + anωn/ 0 ≤ ai ≤ ⎜a ⎜} thì ⎜S ⎜ = ⎜a ⎜n. Ta 

chứng minh S là hệ đại diện đầy đủ của các lớp tương đương trong vành 

>< a
D . Thật vậy, lấy α = ∑ ω

n
a ∈ S ; β = ∑ ω

n
b ∈ S khi đó nếu 

=1i
ii

=1i
ii β=α  thì 

 - β  a, <=> a  – b  =  α i i  a, ∀i n,1   

Mặt khác do 0 ≤ ai, bi ≤ ⎜a ⎜ nên  p ta hải có ai = bi, ∀i = n,1   

i

trong đó 0 ≤ ri ≤ ⎜a ⎜, ∀I = 

Từ đó α = β. Với mọi x =
n

x ω∑ , giả sử xi = aqi + r    i
1i

i
=

n,1 . Đặt r = thì ta có r ∈ S và 
n

1i
iir

=
∑ ω rx =  

⎜ >< a
D ⎜= ⎜ ⎜ = ⎜a ⎜nVậy S . 

Với a ∈ A
D | ≤ | >< a

D  A => <a> ⊂ A => | | = |an|. Vậy |D/A| hữu hạn.  

ố

hữu hạ

nh  

2.2.6  Mệnh đề : Cho A là ideal của D. S  ideal B thỏa A ⊂ B ⊂ D  là 

n. 

Chứng mi

 Ta có A
B

A
D là vành con của , theo mệnh đề 2.2.4 vành thương A

D  

là hữu hạn nên  vành con số A
B  là  hạn. Từ đó số ideal B thoả A ⊂ B   

là hữu hạn ( vì 

 hữu ⊂ D

A
B  = A

B'
 <=>  B = B′)  
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2.3  NỬA NHÓM CÁC IDEAL CỦA VÀNH D 

tập các ideal của vành D 

ề : Cho α là một số phức bất kỳ, aij ∈A với A là một vành 

con củ

ó nghiệm phức khác 0 thì α sẽ là nghiệm của đa thức  

ệ số  ai ∈ A, ∀i = 

 Mục đích chính của mục này là chứng minh 

làm thành một nửa nhóm với sự phân tích duy nhất thành các phần tử nguyên 

tố, phần tử nguyên tố trong nửa nhóm này là các  ideal  tối đại. Phần tử đơn vị 

chính là vành D. 

2.3.1  Bổ đ

a trường số phức C.  Nếu hệ  

 α x1 = a11x1 + . . . + a1nxn 

n n1 1 nn n

α x2 = a21x1 + . . . + a2nxn 
.  . . . .  . . . .  . . . .  . . . . . . .  .

 
 x  = a x + . . . +a x  α

 

 

 

 

C

 f(x) = xn + a1xn-1 + . . . + an - 1 x + an trong đó các h n,1  

C  minh  hứng

 
α x1 = a11x1 + . . . +  a1n xn 

        
=> 

 α x2 = a21 x1 + . . . + a2n xn  
 .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .          <

α xn = an1 x1 +  . . .+ ann xn 
 

 

 

 
( a11 - α ) x1 + . . . + a1n xn   = 0 

     (1) ( a21 - α ) x1 + . . . + a2n xn  = 0  
. . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . .  . . . 
( an1 - α ) x1 + . . . + ann xn   = 0  
 

 

 

 

 



24 

Do hệ (1) có nghiệm khác 0 nên ⎜B - αE ⎜ = 0 với B = ( aij ) n x n. Từ đó đặt 

f(x) = ⎜ xE - B ⎜ thì f(x) = xn + a1xn – 1 + . . .  an – 1 x + an và f(x) nhận α làm 

nghiệm còn các hệ số ai ∈ A , ∀i = n,1 . 

2.3.2  Bổ đề : 

 Cho A là ideal của D, tồn tại số tự nhiên T = T(A) phụ thuộc chỉ vào A 

sao cho ∀ α ∈ K tìm được  β∈A và số tự nhiên s < T sao cho 

⎜N (sα - β) ⎜ < 1  

Chứng minh  

 Theo mệnh đề 2.2.4, rank A = [ K : Q ] = n. Giả sử α1 , α2 , . . . , αn là 

một cơ sở của A. Thế thì α1 , α2 . . . αn cũng là cơ sở của K trên Q. Thật vậy 

α1 , α2 . . . αn độc lập tuyến tính vì : 

  q1α1  + . . . + qnαn = 0 (qi ∈ Q). Gọi c là  BSCNN của các mẫu số của  

q1, . . . , qn thì cq1, . . ., cqn ∈ Z  

=> (cq1) α1 + . . . + (cqn) αn = 0 (1). Mặt khác α1 , . . . αn là cơ sở của A nên 

từ (1) ta có cq1 = cq2 = . . .   = cqn  = 0 suy ra q1 = q2 = . . .  , = qn  = 0. 

mà [ K : Q ] = n nên α1, . . . , αn là cơ sở của K trên Q. Lấy α ∈ K bất kỳ, với 

mỗi k ∈ N thì k α = q1 α1 + . . . + qn αn.  

Đặt βk = [q1]α1 + . . . + [qn] αn thì βk∈A và  kα - βk = y + . . . + y  

trong đó  0 ≤ y = qi – [qi] < 1 ∀I = 

1
k
1 α n

k
n α

K
i n,1  

 Chia đoạn [0;1] thành M khoảng bằng nhau ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

M
1j;

M
j  

Với j = 0,1, . . . , M – 1 thì [0;1]n sẽ được phân hoạch thành Mn  hình hộp.  

Có Mn + 1 bộ số (y , . . . , y ) ∈ [0;1]n với k = 0,1, . . . , Mn. Do đó theo 

nguyên tắc Dirichle sẽ có hai bộ cùng rơi vào một hình hộp và giả sử đó là 

(y , . . . , y ) và (y j , . . . , y ) với i > j  

k
1

k
n

i
1

i
n 1

j
n
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thế thì (iα - βi) – (jα - βj) = (y )α1 + . . . + (y )αn  j
1

i
n y− j

n
i
n y−

sα - β = y1α1 + . . . . + ynαn 

với 0 < s = i – j < Mn + 1 ; β = βi - βj ∈ A; ym = y  j
m

i
m y−

nên ⎜ym ⎜< 
M
1  với m = n,1  

suy ra (sα - β)(i) = (y1α1 + . . . + ynαn)(i) = y1α  + . . . + ynα  )i(
1

)i(
n

⎜(sα - β)(i) ⎜ = ⎜y1α  + . . . + ynα ⎜≤ ⎜y1⎜⎪ α ⎜+ . . . + ⎜yn ⎜. ⎜α  ⎜ )i(
1

)i(
n

)i(
1

)i(
n

≤ 
M
1 ( ⎜α ⎪ + . . . + ⎜α ⎜) )i(

1
)i(

n

⎜N(sα - β) ⎜≤ nM
1  const. Chọn M đủ lớn để nM

const  < 1. 

Khi đó với T = T(A) = Mn + 1 thì s < T. 

2.3.3   Định nghĩa : 

 Trên tập các ideal của D ta định nghĩa quan hệ ∼ như sau :  

A ∼ B <=>  ∃ α, β∈ D sao cho <α> A = <β> B. 

2.3.4  Mệnh đề : Quan hệ ∼ là quan hệ tương đương và số các lớp 

tương đương D/∼ là hữu hạn. 

Chứng minh  

 ♦ ∼ là một quan hệ tương đương  

• Phản xạ :  Hiển nhiên 

• Đối xứng : Hiển nhiên 

• Bắc cầu :  Do A ∼ B <=> ∃ α , β1 ∈ D sao cho <α>A = <β1>B 

B ∼ C <=> ∃ β2, γ  ∈ D sao cho <β2>B = <γ>C 

Từ đó <β2> <α>A = <β2> <β1> B hay <β2α>A = <β1β2>B 

 <β1> < β2> B =  <β1> < γ > C hay < β1β2 > B = < β1γ> C  

Suy ra <β2 α> A = < β1γ > C hay A ∼ C  



26 

  ♦⎜D/∼⎜là hữu hạn  

A là ideal tùy ý với α ∈ A thì N (α) ∈ Z  nên sẽ tồn tại một α0 ∈ A đề N (α0) 

là nguyên dương bé nhất. Với mỗi a ∈ A đặt α = ∈
α0

a  K, vì D là một i deal 

nên theo bổ đề 2.3.2 sẽ tồn tại T = T (D) và β ∈ D sao cho tồn tại s < T để  

⎜N(sα - β)⎜< 1. Từ đó ⎜N[(sα - β) α0 ]⎜ < N(α0) (1). 

Mặt khác  (sα - β) α0 = sαα0 - βα0 = sa - βα0 ∈ A nên từ (1) ta có 

 N[(sα - β)α0] = 0 hay (sα - β) α0 = 0 hay β = sα 

Suy ra s
0

a
α

 = β ∈ D 

Vậy α0/sa do đó α0/Na  với N = T! 

Bây giờ ta đặt B  = {β ∈ D / ∃a ∈ A : α0β = Na}  

• Rõ ràng B là một ideal của D  

• Ta chứng minh <α0> B = <N> A. Thật vậy lấy α0β ∈ <α0>B, thế thì  

∃ a ∈ A đề α0B = Na ∈ <N> A suy ra <α0> B ⊂ <N> A. Lấy Na ∈ <N>A thì 

α0|Na nên ∃ β∈ B sao cho Na = α0 β ∈ <α0> B suy ra <N> A ⊂ <α0> B. 

Vậy <α0> B = <N> A suy ra A ∼ B. 

• Tiếp theo ta lại có với bất kỳ Nω ∈ <N> do α0 ∈ A nên  

Nωα0 ∈ <N> A = <α0> B suy ra ∃ β ∈ B để Nω α0 = α0 β hay Nω = β ∈ B từ 

đó <N> ⊂ B. 

 Như  vậy với bất kỳ A Δ D sẽ tồn tại B Δ   D mà B ∼ A, <N> ⊂ B ⊂ D. 

Mà số ideal thỏa mãn chứa <N> theo mệnh đề 2.2.6 chỉ là hữu hạn. Vì thế 

D/∼ cũng chỉ có hữu hạn lớp tương đương . 

2.3.5  Định lý :  Tập P  ≠ {0} các ideal của vành D làm thành một 

nửa nhóm với sự phân tích  duy nhất thành tích các phần tử nguyên tố. Phần 

tử nguyên tố chính là các  ideal tối đại . 
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 Để chứng minh định lý 2.3.5,  ta cần một số bổ đề  sau. 

2.3.6   Bổ đề : Cho A, B lá các ideal của D nếu AB = A thì  

B = <1> = D. 

Chứng minh  

 Giả sử α1, . . . , αn là một cơ  sở của A. Ta chứng minh rằng :  

AB = {b1α1 + . . . + bnαn / bi ∈ B, i = n,1  }.  

Thật vậy đặt C = {b1α1 + . . . + bnαn / bi ∈ B, i = n,1 } 

• Dễ thấy C ⊂ AB 

• Với α ∈ AB thì α =∑
∈Ii

i i     ba trong đó I hữu hạn, ai ∈ A, bi ∈ B. Biểu 

diễn các ai qua α1 , . . . , αn rồi sau đó nhóm các hạng tử chứa α1 , . . . , αn lại 

với nhau thì α = b1α1 + . . . + bnαn trong đó bk ∈ B, k = n,1 , suy ra α ∈ C hay 

AB ⊂ C. 

Từ đó AB = C. Do vậy. 

 α1 = b11 + b12α2 + . . . + b1nαn 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (bij ∈ B) 
αn = bn1α1 + bn2α2 + . . . . + bnnαn 

 

 

 

 Áp dụng bổ đề 2.3.1 thì 1 là nghiệm của đa thức  

f(x) = xn + b1xn – 1 + . . . +  b n – 1x + bn với các hệ số nằm trong B,  

suy ra 1 + b1 + . . . + bn = 0 hay 1 ∈ B và B = <1> = D 

2.3.7   Bổ  đề : Cho A là ideal của D tồn tại k ∈ N* sao cho Ak = <ρ>,  

ρ ∈ A  

Chứng minh 

 Do mệnh đề 2.3.4 chỉ có hữu hạn lớp tương đương  D/∼ nên tồn tại  

k, l ∈ N* sao cho : 
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 Al ∼ Ak + 1 hay tồn tại α, β ∈ D sao cho <α> Al  =  <β>Ak + 1 (1)  . Gọi 

ξ1, . . .,ξn là cơ sở của Al, vì Ak + 1 ⊂ Al nên các phần tử của Ak + 1 biểu thị 

được qua ξ1, . . . ξn với ∀i = n,1  thì α ξi ∈ <α> Al = <β> Ak + 1 nên  

αξi = β(ai1ξ1 + . . . + ainξn), ∀i = n,1      

ρξi = ai1ξ1 + . . . + ainξn; ∀i = n,1  (aij ∈ Z) và ρ = α / β  

Từ đó theo bổ đề 2.3.1 thì ρ là nghiệm của đa thức 

 f(x) = xn + b1xn – 1 + . . . + bn – 1x + bn với các hệ số nguyên suy ra ρ ∈ D. Từ 

đó (1) được  viết lại < ρ > Al = Ak + 1 (2) 

 Bây giờ gọi γ1, . . . , γn là cơ  sở của Ak và α1, . . . αn là cơ sở của Al  

(do rank Ak = rank Al = n). 

 Với mỗi 1 ≤ k  ≤ n thì γkα1 + . . . γkαn ∈ Ak + 1 nên sẽ biểu thị được như 

sau : 

  
γkα1 = ρ (a11α1 + . . . + a1nαn ) 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .   <=>  
 γkαn = ρ (an1α1 + . . . + annαn ) 

          

  

 

ρ kα1 =  a11α1 + . . . + a1nαn  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .  (aij ∈ Z)   
 ρ kαn =  an1α1 + . . . + annαn  

 

 

 

Trong đó ρk = γk / ρ ( k = n,1  )  

Từ đó theo bổ đề 2.3.1 thì ρk là nghiệm của đa thức  

f(x) = xn + a1xn – 1 + . . . + an – 1x + an với các hệ số trong Z, suy ra ρk ∈ D  

(k = n,1 ). Do vậy Ak = < ρ >B với B = < ρ1, . . . ρn>. (2) suy ra   

< ρ> Al = < ρ >BAl hay Al = BAl . Từ đó  theo mệnh đề 2.3.6 thì  

B = <1> = D. Vì thế  Ak = <ρ>B = <ρ>(đfcm) 
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2.3.8   Bổ  đề : Cho A, B, C là các ideal của D, AB = AC suy ra B = C. 

Chứng minh 

 Theo mệnh đề 2.3.7 tồn tại k ∈ N* để Ak = < ρ> với ρ ∈ A 

AB = AC suy ra Ak – 1 (AB) = Ak – 1 (AC) hay AkB = AkC 

Suy ra  <ρ> B = <ρ> C. Từ đó B = C 

2.3.9 Bổ đề :  

Cho A,B là các ideal của D. Nếu B ⊂ A thì  B = A.C trong đó C là ideal 

của D.   

Chứng minh 

• Trước  hết ta xét A là ideal chính, A = <α>  

gọi α1 , . . . , αn là cơ sở của B thì do B ⊂ <α> nên α1, . . . , αn  α suy ra 

α
α

α
α 21 , , . . . , 

α
αn    ∈ D  

Đặt C = 〈 
α

α
α
α n1 ,, 〉 thì rõ ràng   <α>C= B hay AC = B . 

• Giả sử B ⊂ A theo mệnh đề 2.3.7 tồn tại k ∈ N* sao cho Ak = <α>.  

B ⊂ A suy ra BAk – 1 ⊂ Ak = <α>. Từ đó theo chứng minh ở trên thì  

BAk – 1  = <α> C hay BAk – 1 = AkC 

hay BAk – 1 = (AC)Ak – 1 . Do mệnh đề 2.3.8 thì B = AC. 

2.3.10  Bổ đề  

P là ideal tối đại  <=> P là phần tử nguyên tố trong P   

Chứng minh :   

=>) Giả sử A là ước của P => P = A.B => P ⊂ A => A = P hoặc A = D 

(vì P là ideal tối đại trong D). Vậy P là phần tử nguyên tố  trong P   

<=) Giả sử P ⊂ A ⊂ D, theo bổ đề 2.3.9 ta có  P = A.B, do P là nguyên 

tố nên A = P hoặc A = D. Vậy A là ideal tối đại. 



30 

 Bây giờ ta sử dụng các bổ đề trên để chứng minh định lý 2.3.5 

• Giả sử A là ideal của D. Nếu A là ideal tối đại thì A có sự phân tích 

A = A. Ngược lại nếu A không tối đại thì tồn tại P1 tối đại và A ⊆ P1 suy ra  

P1|A hay A = P1A1 . Tiếp tục, nếu A1   tối đại thì A có sự phân tích A = P1A1. 

Ngược lại nếu không tối đại thì A1 = P2A2 trong đó P2 tối đại và A = P1P2A2 . 

Ta cứ tiếp tục qúa trình như vậy, theo mệnh đề 2.2.6 thì chỉ có hữu hạn ideal 

chứa A nên quá trình này phải chấm dứt sau hữu hạn bước. Khi đó A có sự 

phân tích thành tích các ideal tối đại A = P1P2 . . . Pn (*) 

• Chứng minh sự phân tích ở (*)  là duy nhất :  

Trước  hết ta chứng minh  nếu P là ideal tối đại và AB  P thì A  P 

hoặc B  P. Thật vậy  nếu A  P thì điều cần chứng minh hiển nhiên là đúng. 

Giả sử A  P thì A ⊄ P. Do đó ∃a ∈ A mà a ∉ P. Do  AB  P nên AB ⊂ P. Rõ 

ràng ∀ b ∈ B thì ab ∈ AB ⊂ P. Do P là tối đại nên P cũng là ideal nguyên tố. 

Mà a ∉ P nên b ∈ P, vì thế B ⊂ P hay B  P. 

Bây giờ giả sử A có sự phân tích khác A = Q1Q2 . . . Qk khi đó  

P1|Q1    . . . Qk nên theo chứng minh trên P1 là ước của một trong các Qi, ta có 

thể xem P1 là ước của Q1, do Q1 là nguyên tố nên P1 = Q1. Cứ tiếp tục như vậy 

và bằng quy nạp ta chứng minh được  n = k và Pi = Qi  ( i = n,1 ). 

Như vậy mọi ideal A của vành D đều phân tích một cách duy nhất 

thành tích của các ideal tối đại và định lý 2.3.5 được chứng minh.  
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CHƯƠNG 3 

 

SỐ HỌC TRONG VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN ĐẠI SỐ  

CỦA TRƯỜNG MỞ RỘNG HỮU HẠN CỦA Q 
 

Vành D các số nguyên đại số của trường mở rộng hữu hạn K của Q nói 

chung không phải là vành Gauss (xem ví dụ 4.1.1), hay nói cách khác trong 

vành D, định lý cơ bản của số học nói chung không còn đúng nữa, một số có 

thể phân tích được thành tích của các phần tử nguyên tố theo nhiều cách khác 

nhau (xem ví dụ 4.1.1), cho nên số học trong đó rất khó nghiên cứu. Mặt khác 

theo chương 2, mỗi ideal đều phân tích được duy nhất thành tích các ideal tối 

đại. Trong phần này dựa vào sự phân tích đó chúng tôi xây dựng số học trên 

vành các số nguyên đại số  

 

3.1    CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN  

3.1.1  Định nghĩa : 

Cho a ∈ D và ideal A Δ D. Ta nói a chia hết cho A, ký hiệu  a A, nếu 

<a>  A trong nửa nhóm P 

Từ bổ đề 2.3.9  ta có : <a>  A <=> <a> ⊂ A <=> a ∈ A. 

Từ định nghĩa trên ta có : với a, b  ∈ D thì a b trong D <=> a = b.c,  

c ∈ D <=> <a> = <b> <c> <=> <a>  <b>  trong P   

Nhận xét : Giả sử a ∈ D và <a> = P  . . . P , Pi là các ideal tối đại, khi đó ta 

cũng có thể viết a được phân tích dưới dạng a = P . . . P   

1k
1

nk
n

1k
1

nk
n
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3.1.2   Định nghĩa : 

Cho A là ideal của D và  a, b ∈ D. Ta nói a ≡ b (mod A) nếu a – b  A 

tức là a – b ∈ A  

 

3.2   HÀM CHUẨN  N – CÁC TÍNH CHẤT CỦA HÀM CHUẨN  

3.2.1   Định nghĩa : Hàm N :  P  → N*  

       A → N(A) = ⎜ A
D  ⎜ 

được gọi  là hàm chuẩn. Số N(A) = | A
D | được gọi là chuẩn của ideal A   

Chú ý rằng: Định nghĩa này hợp lý vì với ∀A ∈ P,  | A
D | hữu hạn  

3.2.2   Định nghĩa : Cho A Δ D, tập con SA = {s/s ∈  D } gọi là hệ 

thặng dư đầy đủ theo modun A nếu nó thỏa mãn các điều kiện sau : 

 + ∀a ∈ D, ∃ s ∈ SA sao cho s ≡ a (mod A) 

 + s, s′ ∈ SA và s ≠ s′ suy ra s ≡ s ′ (mod A) 

 Nếu với mỗi lớp a  ∈ A
D  ta lấy ra một và chỉ một phần tử đại diện thì 

ta được SA là một hệ thặng dư đầy đủ theo modun A. Từ đó N(A) = ⎜SA⎜ 

3.2.3   Mệnh đề :  

∀A, B, ∈ P  tồn tại  γ ∈ D* sao cho <γ> = AC với (C,B) = E  

Chứng minh : 

 Giả sử  B = P  (Pi nguyên tố, ki > 1, i = kn
n

1k
1 P... n,1  )  

Đặt Bi = AP1P2 . . . Pi – 1Pi + 1 . . . Pn. Thế thì tồn tại γi ∈ D* sao cho <γi>  Bi, 

<γi>  BiPi. Từ đó <γi>  A ∀i = n,1  và <γi>  APj (i ≠ j) và <γi>  APi 

xét γ = γ1 + . . .  + γn thì <γ>  A và <γ>  APi, i = n,1   

Suy ra <γ> = AC với (C, B ) = E 
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3.2.4 Mệnh đề :  

Hàm chuẩn có tính chất nhân, tức là N(AB) = N(A) . N(B) 

Chứng minh 

 Do A, B Δ D nên theo mệnh đề 3.2.3 tồn tại γ ∈ D* sao cho <γ> = AC 

trong đó ( C, B ) = E. 

 Giả sử N(A) = r, N(B) = s và SA  = {α1, . . . ,αr }  

 SB = {β1, . . . , βs} lần lượt là hệ thặng dư đầy đủ theo modun A, B. Ta 

sẽ chứng minh {αi + γ βj / 1 ≤ i ≤ r; 1 ≤ j ≤ s } là hệ thặng dư đầy đủ theo  

modun A.B. 

• Với α ∈ D thì α ≡ αi  (mod A) với 1 ≤ i ≤ r nào đó. Từ đó  

suy ra α - αi ∈ A. Mặt khác do (<γ>, AB) = (AC, AB) = A nên  

A = <γ> + AB. Vì thế cho nên α - αi = γ β + δ với δ ∈ AB, điều này dẫn tớI 

 α - αi = γ β (mod AB). 

 Ta lại có do SB là hệ thặng dư đầy đủ của mod B nên sẽ tồn tại 1 ≤ j ≤ s 

để β ≡ βj (mod B). Thành thử γ β ≡ γβj (mod AB) vì <γ>  A.  

Suy ra α - αi ≡ γ βj (mod AB) hay α ≡ αi + γ βj (mod AB). 

• Giả sử αi + γ βj ≡ αk + γ βl (mod AB) suy ra  

α - αk + γ (βj – βl) ≡ 0 (mod AB) (1) 

Mặt khác <γ>  A nên từ (1) suy ra αi ≡ αk (mod A) có nghĩa là αi = αk 

từ đó (1) viết lại như sau :γ ( βj – βl ) ≡ 0 (mod AB) hay < γ (βj – βl) >   AB 

=> <γ> < βj – βl >    AB => AC < βj – βl >  AB  

=> C < βj – βl >  B mà (c, B) = E nên < βj – βl >    B  

=> βj ≡ βl (mod B ) => βj = βl Như vậy SAB = {αi  + γ βj / 1 ≤ i ≤ r ; 1 ≤ j ≤ s }  

là hệ thặng dư đầy đủ theo mod AB => N(AB) = ⎜SAB⎜= r . s = N(A) . N(B) 
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3.3   HÀM  EULER – CÁC TÍNH CHẤT CỦA HÀM EULER  

 3.3.1    Định nghĩa :  

 Cho A Δ D ta nói rằng ( x , A ) = E nếu (x, A ) = E. 

Định nghĩa trên là hoàn toàn hợp lý. Thật vậy nếu x′ ∈ x  

=> x′ - x ∈ A => (x′, A) = (x, A ) = E 

 3.3.2    Định nghĩa :  

 Cho A Δ D, ta định nghĩa ( A
D )* = { x  ∈ A

D / x  khả   nghịch }  

 3.3.3     Mệnh đề :  

 Cho A Δ D,  ( x , A) = E <=> x  khả nghịch  

Chứng minh  

 + => ) : ( x , A) = E ta suy ra (x, A) = E. Điều này có nghĩa là 

<x> + A = D. Từ đó ∃  x′ ∈ D, a ∈ A để cho x.x′ + a = 1 => x.x ′  = 1 hay x   

khả nghịch. 

 + <= ) : x   khả nghịch suy ra ∃ x ′ sao cho x.x ′ = 1 

Hay x . x′ - 1 ∈ A. Từ đó 1 ∈ <x> + A có nghĩa là <x> + A = D hay  

(x, A) = E. Vậy ( A
D )* = { x/x  khả nghịch } = { /x (x, A) = E}. 

 3.3.4    Định nghĩa : 

 Hàm ϕ : P  → N* 

           A  ϕ(A) = |( A
D )*| được gọi là hàm Euler 

 3.3.5   Định nghĩa :  

 Cho A là ideal của D. tập con TA được gọi là hệ thặng dư thu gọn 

theo mod A nếu thỏa mãn : 

• (s, A) = E ∀s ∈ TA  

• s, s′ ∈ TA và s ≠ s′ thì s ≡  s′ (mod A)  
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• ∀ a ∈ D mà (a, A) = E thì ∃ s ∈ TA sao cho s ≡ a (mod A) 

Nếu với mỗi lớp a ∈(D/A)* ta lấy một và chỉ một phần tử đại diện thì ta được 

tập TA là hệ thặng dư thu gọn theo mod A. Từ đó ta có ϕ(A) = |TA|. 

 Sau đây chúng ta sẽ nghiên cứu một số tính chất của hàm Euler. 

 3.3.6  Mệnh đề :  

 Hàm Euler có tính nhân tức là nếu A, B Δ D và (A, B) = E thì 

 ϕ(AB) = ϕ(A) ϕ(B). 

Chứng minh  

 Xét tương ứng h : AB
D  → A

D   ×  B
D  

      x + AB  (x + A, x + B)  

Ta chứng minh h là một đẳng cấu vành  

• h là một ánh xạ : Vì định nghĩa này không phụ thuộc vào cách chọn x, 

thật vậy x1 + AB = x2 + AB => x1 - x2 ∈ AB => x1 – x2 ∈ A,  

     x1 – x2 ∈ B => x1 + A = x2 + A, x1 + B = x2 + B 

 => (x1 + A, x1 + B) =   (x2 + A, x2 + B)   

• h là một đồng cấu  : Hiển nhiên   

• h là một đơn ánh vì h(x + AB) = 0 suy ra x + A = 0; x + B = 0   

Do đó x  A, x  B. Mà (A, B) = E nên theo mệnh đề 1.1.6 ta phải có x  AB 

hay x + AB = 0. 

• h là một toàn ánh : Thật vậy lấy phần tử (x1 + A, y1 + B) ∈ A
D × B

D . 

Do (A, B) = E nên A + B = D suy ra tồn tại a1 ∈ A, b1 ∈ B sao cho a1 + b1 = 1. 

Xét phần tử x = b1x1 + a1y1 thì rõ ràng x ≡ x1 (mod A), x ≡ y1 (mod B). Từ đó 

ta có: h (x + AB) = (x + A, x + B) = (x1 + A, y1 + B). Vậy h là một đẳng cấu 

hay AB
D  ≅ A

D  × B
D . Dễ thấy h là một đồng cấu vành do đó h là một 

đẳng cấu vành. Mặt khác với x ∈ D thì (x, AB) = E <=> (x, A) = E  
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và (x, B) = E nên h cảm sinh đẳng cấu  nhóm h:  ( AB
D )* → ( A

D )* × ( B
D )*  

 Do đó ϕ(AB) = ϕ(A) ϕ(B). 

3.3.7    Mệnh đề :  

Cho A, B lá các ideal của D  và A|B suy ra ϕ(A) | ϕ(B) 

Chứng minh: 

Xét h :    ( B
D )* → ( A

D )* 

   x + B x + A  

Ta thấy quy tắc h không phụ thuộc vào phần tử đại diện, thật vậy với  

x1+ B = x2 + B => x1 – x2 ∈ B => x1 – x2 ∈ A => x1 + A = x2 + A. 

h là ánh xạ vì A|B nên (x, B) = E => (x,A) = E. Dễ thấy rằng h là một đồng 

cấu nhóm.  

Ta chứng minh h là toàn cấu tức chứng minh  ( A
D )*

 ⊂ Imh. Thật vậy. 

với mọi x + A ∈ ( A
D )* suy ra (x, A) = E. Giả sử Pi, (1 ≤ i ≤ k) là các ideal 

tối đại mà Pi|B nhưng Pi |A (có thể không có ideal tối đại nào thỏa mãn điều 

kiện trên nhưng trong trường hợp này thì chứng minh của chúng ta đơn giản   

 Thế thì (P1P2 . . . Pk, A) = E suy ra P + A = D với  

 P = Pi. Từ đó tồn tại p ∈ P, a ∈ A để  cho p + a = 1. 
k

1i=
Π

Xét x′ = px + a thì x′ ≡ x (mod A)  và x′ ≡ 1 (mod P)  

Do đó (x′, A) = (x, A) = E và (x′,P) = E suy ra (x′, AP) = E. Mà số các thừa số 

nguyên tố của B cũng giống như của AP. Vì thế (x′, B) = E.  

Do đó x′ + B ∈ ( B
D )*. 

 Rõ ràng h(x′ + B) = x′ + A = x + A suy ra ( A
D )* ⊂ Imh.  

 Vậy h là toàn cấu . 
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 Theo định lý Nơte ta có Imh  ≅ ( B
D )* hker   

hay ( A
D )* ≅ ( B

D )* hker .
  Suy ra ϕ(A)|ϕ(B). 

 3.3.8    Mệnh đề :  

 n ∈ N*, A Δ D thì ϕ(A)n  = N(A)n – 1 . ϕ(A)  

Chứng minh  

 Nếu n = 1 thì mệnh đề đúng, ta chứng minh mệnh đề đúng với n ≥ 2 

Xét đồng cấu h : ( nA
D )* → ( A

D )*  Theo chứng minh ở 3.2.7 thì h là một 

toàn cấu. Kerh = { x /x ≡ 1 (mod A) } = { a1 + /a ∈ A }  

Gọi {b1, b2 . . . , bk} = S   là lớp các thặng dư đầy đủ theo mô đun An – 1 
1nA −

  Do A|An – 1 nên theo mệnh đề 3.1.3 tồn tại α ∈ D sao cho <α> = AB 

trong đó (B,An – 1) = E. 

 Ta sẽ chứng minh kerh = { a1 + / a ∈ A} = { ib1 α+ /1≤ i ≤ k.} 

Thật vậy  : Hiển nhiên { ib1 α+ /1≤ i ≤ k} ⊂ kerh. Vì αbi ∈ A do α ∈ A  

Với a ∈ A bất kỳ do (<α>, An) = (AB, An) = A(B, An – 1) = A nên  

A = <α> + An từ đó a = αb + c. Trong đó c ∈ An. Suy ra a ≡ αbi (mod An ). 

Tồn tại 1 ≤ i ≤ k sao cho b ≡ bi (mod An – 1). Do α  A nên αb ≡ αbi (mod An). 

Vì thế a ≡ αbi (mod An)  hay 1 + a ≡ 1 + αbi (mod An). Suy ra a1 + = ib1 α+ . 

Thành thử  kerh ⊂ { ib1 α+ / 1 ≤ i ≤ k}. Từ đó  kerh = ib1 α+ / 1 ≤ i ≤ k }. 

Mặt khác, giả sử  ib1 α+ = jb1 α+  thì  < α (bi – bj)>  An  

=> <α> < bi – bj >   An  => AB <bi – bj>   An =>  B <bi – bj>  An - 1 
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Mà (B, An – 1) = E nên <bi – bj>  An – 1 => bi ≡ bj (mod An – 1). Do vậy i = j và 

bi = bj Vì thế | { ib1 α+  / 1 ≤ i ≤ k} | = k = N(An – 1) = N(A)n – 1 (do mệnh đề 

3.2.4). Theo định lý Nơte thì ( A
D )* ≅ ( nA

D )* hker . 

Từ đó theo công thức Lagrange ta có ϕ(A) = 
|hker|

)A( ϕ  =  1n

n

)A(N
)A(
−

ϕ   

Suy ra  ϕ(An) = N(A)n – 1 ϕ(A). 

 3.3.9    Mệnh đề : 

 a) P là ideal tối đại của D thì ϕ(P) = N(P) – 1 

 b) A là ideal của D, A = Pn thì ϕ(A) = N(P)n – 1 [N(P) – 1] 

 c) A là ideal của , A có sự phân tích  

  A = P . . . P  trong đó ki > 0, ∀ i 1k
1

rk
r r,1  và Pi là các ideal nguyên tố 

thì : 

 ϕ(A) = N(A) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

)P(N
11

1
 . . . ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

)P(N
11

r
 

Chứng minh : 

a) Do  P là ideal tối đại nên P
D  là một trường. Từ đó  

( P
D )* = ( P

D )\{0}. Suy ra ϕ (P) = N(P) – 1. 

b) A = Pn nên do mệnh đề 3.2.8 ta có: 

 ϕ(A) = ϕ(Pn) = ϕ(P) . N(P)n – 1= N(P)n – 1 [N(P) – 1] 

 c) Từ A = P . . . P   với P , . . . , P  đôi một nguyên tố cùng nhau 

nên ϕ(A) = ϕ( P ) . . . ϕ ( P ) Mặt khác ϕ (P ) = N(Pi)k
i
 – 1 [N(Pi) – 1]  

1k
1

rk
r

rk
r

1k
1

rk
r

ik
i

1k
1

 = N(Pi)k i  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

)P(N
11

i
 Nên ϕ (A) =  ∏

=

r

1i

k
i

i)P(N  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

)P(N
11

i
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=  )P(N ik
i

r

1i
∏

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

)P(N
11

i
 = N  ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡∏
=

r

1i

k
i )P(N i ∏

=
⎥
⎦

⎤
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⎡
−

r

1i i )P(N
11  

= N (A) . ∏
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

r

1i i )P(N
11  

 3.3.10   Mệnh đề :  

 Cho A là ideal của D khi đó ∑ )Α(Ν = ϕ
A|B

(B)   

Chứng minh 

• Với A = Pn suy ra B ∈ {D, P1,  P2, . . . Pn}  

∑ϕ
A/B

)B( = ϕ(D) + ϕ(P) + . .  . + ϕ(Pn) 

= 1 + N(P) – 1 + N(P)2 + . .  . + N(P)n – N(P)n-1 

= N(P)n = N(Pn) = N(A) 

• Với A = P 1
1
α . . . P r

r
α , khi đó B|A <=> B = P 1a

1 . . . P ra
r   

với 0 ≤ ai ≤ αi , ∀ i = r,1   

N(A) = N  =  = ∏    = ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡∏
=

α
r

1i
i

iP ∏
=

α
r

1i
i )P(N i ∑

= α≤≤

r

1i ai0

a
i

i

i )P(  = ∑ ∏
≤≤ =riai0

r

1i

a
i )P( i ∑ϕ

A/B
)B(  

 

3.4 .  CÁC ĐỊNH LÝ SỐ HỌC TRÊN VÀNH D  

 3.4.1  Định lý Euler :  

  a ∈ D, A Δ D sao cho (a, A) = E. Khi đó aϕ (A) ≡ 1 (mod A) 

Chứng minh  

 Vì mọi phần tử của ( A
D )* đều khả nghịch nên ( A

D )* là một nhóm 

có cấp là ϕ(A). Vì (a,E) = 1 nên theo mệnh đề 3.3.3 suy ra a  ∈ ( A
D )*. Từ đó 

cấp của a  là ước của ϕ(A). Do vậy. a ϕ(A) = 1 hay aϕ(A) ≡ 1 (mod A)  

Từ định lý Euler ta rút ra các hệ quả sau : 
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 3.4.2   Hệ quả : 

 P là ideal tối đại của D thì aN(P) ≡ a (mod P) 

Chứng minh 

• Nếu a  P => aN(P) – a = a [aN(P) – 1 – 1]  P 

Hay aN(P)
 ≡ a (mod P) 

• Nếu (a, P) = E theo định lý Euler thì  

aϕ(P)
 ≡ 1 (mod P) nên aϕ(P) + 1 ≡ a(mod P),  mà P là ideal tối đại nên  

N(P) = ϕ(P) + 1 Do đó aN(P) ≡ a(mod P) 

 3.4.3   Hệ quả  

 α, β ∈ D và (<α >, <β>) = E thì αϕ(β)  ≡ 1 (mod β ) 

 3.4.4   Hệ quả :  

 A Δ D, a ∈ D sao cho (a, A) = E. Nếu s ≡ t ( ))A(modϕ  

Thì as ≡ at (mod A)  

 3.4.5   Định lý Wilson :  

 Cho P là ideal tối đại của D và s = ϕ(P) = N(P) – 1. Nếu 

 {ξ1,  . . . , ξs} là hệ thặng dư thu gọn theo mod P thì  ξ1ξ2 . . . ξs ≡ - 1 (mod P) 

Chứng minh 

  Trong trường P
D  ta xét phương trình xs - 1 = 0  (1) 

với ∀ i ∈ {1, 2, . . . , s} thì iξ  ∈ ( P
D )*. Từ đó (ξi, P) = E. Theo định lý Euler 

ta có : 

 ξ  ≡ 1 (mod P) hay s
i

s
iξ  - 1 = 0  

Từ đó ta thấy 1ξ , . . . , sξ  là tất cả các nghiệm của phương trình (1) 

Do đó  xs - 1 = ∏ (x - 
=

s

1i
iξ ). Theo định lý Viet ta có  
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 ∏
=

ξ
s

1i
i  = (- 1)s (- 1) (2). Giả sử trường hữu hạn P

D  có đặc số p  

• Nếu p  = 2 : khi đó | P
D | = 2n là số chẵn nên  s lẻ suy ra (2)  

trở thành ∏
=

ξ
s

1i
i  = (-1)(-1) = 1 = - 1 

• Nếu p > 2 : khi đó | P
D | = pn là số lẻ nên s chẵn suy ra (2) trở thành 

∏
=

ξ
s

1i
i  = 1. (-1) = - 1. Vậy ∏  = - 1 (mpd P) 

=
ξ

r

1i
i
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CHƯƠNG 4 

 

SỐ HỌC TRÊN VÀNH D = {a + b 6− |a, b ∈ Z} 

 

Mục đích của chương này là khảo sát một  cách chi tiết số học trên 

vành D = {a + b 6− /a, b ∈ Z}, cụ thể ta mô tả các ideal tối đại của vành D; 

mô tả thuật toán phân tích một phần tử của D thành tích của các ideal tối đại. 

Đồng thời đưa ra một số ví dụ minh họa. 

4.1   VÀNH D = {a + b 6− /a, b ∈ Z} 

 Trước khi khảo sát tính chất số học của vành D, ta chứng minh D 

không phải là vành Gauss và khái niệm USCLN trên D không tồn tại. Do đó, 

số học trên vành D nói chung là khó nghiên cứu. 

 4.1.1  Các ví dụ :  

 a) Các phần tử 2; 3; 6−  là các phần tử bất khả qui trong D 

b) D không phải là vành Gauss 

c) USCLN của 6 và 2 6− không tồn tại 

Chứng minh : 

a) • Giả sử 2 = α.β với α, β ∈ D ta chứng minh α hoặc β khả nghịch. 

Vì 2 = α.β =>  N(2) = N(α).N(β)  => 4 = N(α).N(β). Ta xét các khả 

năng: 

KN1 : N(α) = 1 ; N(β) = 4 khi N(α) = 1 => a2 + 6 b2 = 1 => a = ± 1, 

b = 0 => α khả nghịch  

KN2 : N(α) = 4, N(β) = 1  Tương tự như trên  

KN3 : N(α) = 2; N(β) = 2 khi đó a2 + 6 b2 = 2 điều này cũng không 

xảy ra  

• Giả sử   3 = α.β với α, β ∈ D. Khi đó N(3) = N(α).N(β)  
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=> 9 = N(α) . N(β). Ta xét các khả năng:        

 KN1 : N(α) = 1, N(β) = 9. Do N(α) = 1 nên a2 + 6 b2 = 1, tương tự 

trên α khả nghịch   

 KN2 : N(α) = 3 ; N(β) = 1 Tương tự như trên  

 KN3 : N(α) = 3 ; N(β) = 3. Do đó ta có a2 + 6 b2 = 3. Điều này cũng 

không xảy ra. 

• Giả sử 6−  = α.β với α, β ∈ D. Khi đó N( 6− ) = N(α).N(β) 

=> 6 = N(α).N(β). Ta xét các khả năng. 

 KN1 : N(α) = 1 ; N(β) = 6  hoặc N(α) = 6, N(β) = 1. Tương tự như 

trên. 

 KN2 : N(α) = 2, N(β) = 3. Do đó a2 + 6b2 = 2. Không xảy ra. 

 KN3 : N(α) = 3; N(β) = 2. Không xảy ra . 

Vậy 2, 3, 6−  là các phần tử bất khả quy trong D. 

b) Ta thấy 6 có hai sự phân tích thành tích của các phần tử bất khả qui 

trong D là 6 = 2.3 = - 6− . 6−   nên D không phải vành Gauss. Từ đó ta 

có D cũng không phải là vành chính. 

c)     Ta thấy 6 có các ước số ±1;  ±2;  ±3;  ± 6−  

      2 6−  có các ước số là ±1; ±2; ± 6− ; ± 2 6− . Từ đó USC của 

6 và 2 6−  là ±1; ±2; ± 6− . Rõ ràng trong các USC ở trên không có USC 

nào chia hết cho các USC còn lại.    

 4.1.2 Mệnh đề :   

D = {a + b 6− /a, h ∈ Z} là vành các số nguyên đại số của  

K = Q( 6− ) trên Q. 

Chứng minh :  

Gọi D′ là vành các số nguyên đại số của K = Q( 6− ) trên Q.  
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Với α = a + b 6−  ∈ D thì α là nghiệm của đa thức 

 f(x) = (x – a)2 + 6 b2 suy ra α ∈ D′. Vậy D ⊂ D′ rõ ràng phần tử α ∈ D′ bất 

kỳ ta có thể  biểu diễn dưới dạng α = (a + b 6−  )/c trong a, b, c ∈ Z và  

(a, b, c) = 1. Giả sử f(x) là đa thức tối thiểu của α. Do  α là số nguyên đại số 

nên f(x) ∈ Z[x] do đó 

 f(x) = (x – α) (x - α  ) => f(x) = x2 - 
c
a2  x + 2

22

c
b6a +  do f(x) ∈ Z[x] suy ra 

c
a2  ∈ Z => 2

2

c
a4  ∈ Z và 2

2

c
b24  ∈ Z => 

c
a2  ∈ Z và 

2c
b24 2

 ∈ Z 

Giả sử p là ước nguyên tố lớn hơn 2 cùa c suy ra p|2a nên  p|a; p2|24 b2 suy  ra 

p|b2  => p|b. Từ đó (a, b, c)  p (vô lý). Vì thế c không có ước số nguyên tố 

lớn hơn 2. Ta cũng thấy c ≠ 4 vì  nếu ngược lại c = 4 thì 4|2a => 2|a; 16|24 b2 

=> 2|3 b2 => 2|b. Từ đó (a, b, c)  2 (vô lý). Vậy chỉ có thể c = 1  hoặc c = 2. 

• Với c = 2 : Ta có 4|a2 + 6 b2  

Nếu a  2 thì 6 b2  4 =>  b2  2 =>  b  2 suy ra (a, b, c) = 2 (vô lý) 

Nếu a ≡ 1 (mod 2) => a2 ≡ 1 (mod 4) mà 6 b2 chẵn nên a2 + 6 b2 lẻ 

 => a2 + 6 b2   4 (vô lý ) 

• Với c = 1 : Khi đó α = a + b 6−  với a, b ∈ Z => α ∈ D => D′ ⊂ D. 

Tóm lại ta có: D = D′ hay D là vành các số nguyên đại số của K = Q 6−  

trên Q. 

 4.1.3  Mệnh đề :  

 Nếu α = a + b 6−  ∈ D thì N(<α>) = N(α) = a2 + 6 b2 

Chứng minh 

 Giả sử f(x) là đa thức tối thiểu của α  

• Nếu α ∈ Q thì f(x) = x – α  và N(α) = α(1).α(2) = α.α = α2  

= a2 + 6 b2 
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• Nếu α ∉ Q thì deg f = 2. Từ đó f(x) = (x – α ) (x - α  ) và  

N(α) = α(1) . α(2) = α . α  = a2 + 6 b2. 

 Trước tiên ta thấy rằng | >α<
D  | = |

>α<
D  |. Thật vậy, ta có  

a ∈ <α>  thì a   ∈ <α > . Vì thế nếu S  là hệ thặng dư đầy đủ theo mod <α> 

thì S = {s /s ∈ S } là hệ thặng dư đầy đủ theo mod <α >. Từ đó N(<α>) = |S| 

= |S| = N(<α >). Mặt khác N(α) = α.α  nên <N(α)> = <α> <α > hay   

N(<α> ).N(<α >) = N(<N(α)>) = N(α)2 = (a2 + 6 b2)2  

=> N(<α>)2 = (a2 + 6 b2)2 => N(<α>) = a2 + 6 b2 = N(α ). 

4.1.4 Bổ đề :  

Cho A Δ D và N(A) = p là một số nguyên tố thì A là ideal tối đại của D. 

Chứng minh :  

 Giả sử A ⊂ B ⊂ D. Thế thì B| A => N(B)|N(A) hay N(B)|p => N(B) 

= 1 hoặc N(B) = p. 

 Nếu N(B) = 1 ⇒ B = D 

 Nếu N(B) = p thì N(A) = N(B). Giả sử A = B.C ⇒ N(C) = 1. Theo 

trên ta có C = D suy ra A = B.D = B. 

 Vậy A là ideal tối đại. 

Định lý sau đây cho phép chúng ta mô tả tất các các ideal tối đại của D.   

 4.1.5 Định lý : Cho p là một số nguyên tố nào đó, khi đó : 

a)Với p = 2; 3 thì :  

• <2> = M 2
2  với M2 = <2, 6− >. M2 là ideal tối đại và 

N(M2) = 2. 

• <3> = M 2
3  với M3 = <3, 6− >. M3 là ideal tối đại và 

N(M3) = 3. 
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 b) Với p > 3. Nếu 
p
6−     = 1 thì tồn tại a ∈ Z để a2 + 6 ≡ 0 (mod p) và 

ta có sự phân tích <p> = Mp . pM     trong đó Mp = <p, a + 6−  > ;  

pM  = <p, a - 6− >  và hơn nữa Mp, pM  là các ideal tối đại của D và  

N(Mp) = N( pM ) = p. 

 c) Với p > 3. Nếu (
p
6−  ) = -1 thì <p> = Mp là ideal tối đại của D và 

N(Mp) = p2  

 Ngược lại, bất kỳ một ideal tối đại nào của D đều trùng với một trong 

các ideal Mp hoặc M p với p là một số nguyên tố nào đó.     

Chứng minh: 

a) Ta có 2 = 6−  . 6−  + 2.4 ∈ M 2
2  => <2> ⊂ M 2

2 . Mặt khác 

6− . 6−  = -6 = 2(-3) ∈ <2>. Với ∀ α , β ∈ M2 mà α = 2α1 + 6−  α2 

với α1, α2 ∈ D và β = 2 β1 + 6−  β2 với β1, β2 ∈ D  

khi đó α . β = 2(2 α1β1 + 6− α1β2 + 6− α2β1 ) – 6 β1 β2 ∈ <2>  

=> M  ⊂ <2>. Vậy <2> = M . Ta lại có N(M ) = N(<2>) = 22 => N(M2) = 2 

mà  2 là số nguyên tố nên M2 là ideal tối đại. 

2
2

2
2

2
2

• Ta có 3 = 6−  . 6−  + 3.3 ∈ M 2
3   => <3> ⊂ M 2

3 . Mặt khác 

6− . 6− = -6 = 3. (-2) ∈ <3>. Với ∀ α  β ∈ M3 mà α = 3α1 + 6−  α2 

với α1, α2 ∈ D;  β = 3 β1 + 6−  β2 với β1, β2 ∈ D 

khi đó α . β = 3 (3α1β1 + 6− α2 β1) – 6 β1 β2 ∈ <3> => M 2
3   ⊂ <3>.  

Vậy <3> = M 2
2 . Ta lại có N(M ) = N(<3>) = 32 => N(M3) = 3  mà 3 là số 

nguyên tố nên M3 ideal tối đại. 

2
3
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b) Nếu (
p
6− ) = 1, p>3 thì tồn tại a ∈ Z để a2 + 6 ≡ 0 (mod p)  

nên (2a, p) = 1 => ∃ r, s ∈ Z sao cho 2ar + ps = 1. ta lại có  

p(a + 6− ) + p(a - 6− ) ∈ Mp . pM  ⇒ 2pa ∈ Mp . M p   

=> p = p(2ar + ps) = 2 par + p2s ∈ Mp . M p (1)    Ngược lại giả sử  

α ∈ Mp, β ∈ pM  thì α = px + (p + a 6− )y; β = pz + (a - 6− )t  

=> α.β = pω + (a2 + 6) y t  (trong đó ω = pxz + xta + zya + (zy – xt) 6− )  

= pω + pmyt ∈ <p> ( với pm = a2 + 6 vì a2 + 6 ≡ 0 (mod p)) cho nên 

 Mp . pM  = {∑
∈

βα
Ii

ii /I hữu hạn, αi ∈ Mp, βi ∈ pM }  ⊂ <p> (2),  từ (1) và (2) 

ta có <p> = Mp . pM  Từ đó N(<p>) = N(Mp . pM ) => N(Mp) . N pM ) = p2 

(*) 

Mặt khác N(Mp) và N( pM ) khác 1. Vì giả sử N(Mp) = 1 => Mp = D 

 => pM = D ⇒ N(Mp) . N( pM ) = 1 ( vô lý với (*)). Vì thế từ (*) ta có  

N(Mp) = N( pM ) = p mà p là số nguyên tố nên  Mp , pM  là các ideal tối đại. 

 c) Xét B = <p, α> với α = a + b 6− , a, b ∈ Z. 

Bây giờ ta chứng minh nếu (a, p ) = 1 hoặc (b, p) = 1 thì B = D. Thật vậy,   

  • Nếu (b, p) = 1 thì ∃ r, s ∈ Z sao cho br + ps = 1  

=> 6− ps + r(a + b 6− ) = (ps + br) 6− + ar = ar + 6− = a′ + 6−  với 

a′ = ar. Rõ ràng 6− ps + r(a + b 6− ) ∈ B ⇒ a′ + 6−  ∈ B hay 

<p, a′ + 6− > ⊂ B. Mặt khác do a2 + 6   p nên (a2 + 6, p) = 1 => ∃ m, n ∈ Z 

sao cho (a2 +6)m + pn = 1 (**) mà  

(a2 + 6) m + np = m (a′ + 6− )(a′ - 6− ) + np ∈ <p, a′ + 6− >  

nên từ (**) ta có 1 ∈ <p, a′ + 6− > => <p, a′ + 6− > =  D hay B = D. 
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• Nếu (a, p) = 1, ta chỉ xét (b, p) ≠ 1  suy ra b  p  nên  

a = a + b 6−  - p. 6
b
b

−  ∈ B. Từ đó <p, a> ⊂  B. Ta lại có (a, p)  = 1 nên 

tồn tại u, v ∈ Z sao cho au + pv = 1 =>  1 ∈ <p, a> hay <p, a> = D. Điều này 
dẫn tới B = D. 

Trường hợp nếu a  p, b  p thì a + b 6−   p suy ra  B = <p>.  
 Bây giờ ta chứng minh <p> là ideal tối đại. Giả sử M Δ D và <p> ⊂ M. 

Theo mệnh đề 2.2.10 tồn tại α, β ∈ D* sao cho M = (<α>, <β> = <α, β> với 

α = a + b 6− , β = c + d 6− . Ta xét hai trường hợp  

TH1 : Nếu a, b, c, d  p ⇒ M = <a + b 6− , c + d 6− >  

 TH2 : Nếu tồn tại một trong 4 số a, b, c, d không chia hết cho p. Giả sử 

a  p khi đó <p, α > = D mà <p, α > ⊂ <α, β> = M. Từ đó M = D. Vậy <p> là 

ideal tối đại. 

 Ngược lại, bây giờ ta chứng minh các ideal tối đại của D phải có dạng 

Mp hoặc M p . Giả sử M là ideal tối đại của D. Lấy α ∈ M thì N(α)  α nên 

N(α ) ∈ <α > ⊂ M => <N(α )> ⊂ M => M|<N(α)>. 

 Mặt khác N(α) ∈ N nên N(α) = p  . . . p  trong đó pi là các số 

nguyên tố, i = 

1k
1

rk
r

r,1  . Do đó <N(α)> = <p1> . . . <pr> . Mà các <pi>, i = 1k rk r,1  

chỉ có các  thừa số nguyên tố là các ideal tối đại có dạng Mp hoặc M p mà M 

lại là một trong các thừa số đó nên M phải có dạng Mp hoặc M p.    

   4.1.6  Hệ quả :  

 Cho p là một số nguyên tố, khi đó xảy ra một trong ba  khả năng : 

a) • Với p = 2 thì <2> = M 2
2  với M2 = <2; 6− > 

     • Với p = 3 thì <3> = M  với M3 = <3; 2
3 6− >  

b) Với p có dạng 24k + 1 ; 24k + 5; 24k + 7; 24k + 11 thì tồn tại  

a ∈ Z   để a2  + 6 ≡ 0 (mod p) và ta có sự phân tích <p> = Mp. M p với  
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Mp = <p, a + 6− > , M p = < p, a - 6− > và hơn nữa Mp, M p là các ideal 

tối đại và N(Mp) = N( M p) = p  

 c) Với p có  dạng  24k + 13; 24k + 17; 24k + 19; 24k + 23 thì <p> = Mp 

là ideal tối đại  và N(Mp) = p2. 

 Các số nguyên tố dạng a ), b) gọi là các số nguyên tố loại I, các  số 

nguyên tố dạng c ) gọi là các số nguyên tố loại II. 

Chứng minh  

a) Ta suy ngay từ định lý trên. Ta cần chứng minh b), c). 

 Áp dụng tính chất của công thức Lagrăng ta có 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6  =  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
3  mà ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
1 =  (-1) 2

1p−

; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
2  = (-1) 8

1p 2 −

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
3  = (-1) 2

13−
2

1p−

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
p . Từ đó ta có ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6  = (-1) 8

1p 2 −

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
p  (*)  

b) • Xét p = 24k + 5; p = 24k + 11 

Khi đó 
8

1p2 −  lẻ, p ≡ -1 (mod 3), kết hợp (*)  ta có ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6  = (-1) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1  = 1  

• Xét p = 24k + 1; p = 24k + 7 

Khi đó 
8

1p2 −  chẵn, p ≡ 1 (mod 3), kết hợp (*) ta có  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6 = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1  = 1 

c) • Xét p = 24k + 17; p = 24k + 23 

Khi đó 
8

1p2 −   chẵn, p ≡ -1 (mod 3), kết hợp (*) ta có ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6 = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1  = - 1 

     • Xét p = 24k + 13; 24k + 19  

Khi đó 
8

1p2 −  lẻ, p ≡ 1 (mod 3), kết hợp (*) ta có ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
p
6 = (-1) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1  = -1  
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4.2   THUẬT TOÁN PHÂN TÍCH RA THỪA SỐ NGUYÊN TỐ - 

CÁC VÍ DỤ  

4.2.1 Thuật toán phân tích ra thừa số nguyên tố  

 Trong phần này, chúng ta sẽ chỉ ra thuật toán để phân tích một ideal 

A thành các ideal tối đại. 

a) Trước hết ta xét A là ideal chính và A = <α>  

 với α = a + b  6− , a, b ∈ Z  (a,b) = 1 

 Giả sử N (α) = p1 . . . pk trong đó pi, i = k,1  là các số nguyên tố có 

thể trùng nhau, khi đó <N(α)> = <p1> . . .  <pk>  

hay <α> <α > = <p1> . . . <pk> ta chứng minh pi (i = k,1  là các số nguyên tố 

loại I. Thật vậy giả sử tồn tại pi là số nguyên tố loại II suy ra <pi> là ideal 

nguyên tố. Do <pi> / <α> <

 )

α > nên <pi> / < α > hoặc < pi> / < α  > suy ra 

pi/α hoặc pi / α  từ đó ta có a  p, b  p (vô lý) 

*, (a, b) = d > 1 

 Đặt a = da′, b = db′ thì (a′,b′) = 1. Giả sử d = q1 . . . qm (qi là các số 

nguyên tố có thể trùng nhau) 

<α > = <a + b 6− > = <d> < a′ + b′ 6− > 

 = <q1> . . . <qm> < a′ + b′ 6− >. 

• Nếu qi là 2 số nguyên tố loại I thì < qi> = Mqi M qi  

• Nếu qi là nguyên tố loại II thì <qi> là tối đại  

• <a′, b′ 6− > sẽ được phân tích  như trên. 

 

 

b) Giả sử A là một ideal bất kỳ của D. Thế thì tồn tại α = a + b 6− ,  
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β = c + d 6−  sao cho A = (<α> , <β>). Theo thuật toán ở trên thì ta có thể 

phân tích được 

 <α> = P . . . P   và <β > = P   . . . P   1k
1

rk
r

1l
1

rl
r

Do đó A = P . . . P}1l,1kmin{
1

}rl,rkmin{
r  

  4.2.2    Một số ví dụ  

 Sau đây chúng tôi đưa ra một số ví dụ minh họa về sự phân tích các 

ideal trong vành D thành các ideal tối đại. 

a) Phân tích ra thừa số nguyên tố <α>  = <429 + 143 6− >. Tính ϕ(<α>). 

Ta có  <α> = <11><13><3 + 6−  > 

+) 13 có dạng 24k + 13 nên <13> = M13 

+) 11 có dạng 24k+11 nên <11> = <11,7 + 6− ><11, 7 - 6− > = M11 M 11  

+) Đặt β = 3 + 6−  . Ta có  (3, 1) = 1, N(β) = 32 + 6 = 15   = 3.5  

 <3> = M  = <3, 2
3 6− >2   

 <5> = <5, 2 + 6− > <5, 2 - 6− > = M5. M 5 

Mặt khác 3 + 6−  = 5 – (2 - 6− ) ∈ <5, 2 - 6− > = M 5  

Vậy <α> = M3. M 5 . M11 . M 11 . M13  

ϕ(<α>) = ϕ(M3)ϕ( M 5)ϕ(M11)ϕ M 11ϕ(M13)  

hay ϕ(<α>)  = (3 – 1) (5 – 1) (11 – 1) (11 – 1) (132 – 1) = 134400  

b) Phân tích ra thừa số nguyên tố <α> = <1190 + 1785 6−  >. 

Tính ϕ(<α>)  

Ta có    <α> = <5><7><17><2 + 3 6− >  

+) 5 có dạng 24k + 5 nên <5> = <5,2 + 6−  ><5,2 - 6− > = M5. M 5  

+) 7 có dạng 24k + 7 nên <7> = <7,1 + 6− ><7,1 - 6− > = M7. M 7  
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+) 17 có dạng 24k + 17 nên <17> = M17 

+) Đặt β = 2 + 3 6− . Ta có  (2, 3) = 1, N(β) = 4 + 54 = 58 = 2.29 

 <2> = M  = <2, 2
2 6− >2  

 <29> =  <29, 9 + 6− > <29, 9 - 6− > = M29. M 29 

Mặt khác 2 + 3 6−  = 29 – 3(9 - 6− ) ∈ M 29 

Vậy <α> = M2.M5. M 5.M7. M 7.M17. M 29  

ϕ(<α>) = ϕ(M2).ϕ(M5).ϕ( M 5).ϕ(M7).ϕ( M 7).ϕ(M17).ϕ( M 29)  

hay ϕ(<α>)  = (2 – 1)(5 – 1)(5 – 1)(7 – 1)(7 – 1)(172 – 1)(29 – 1)  

= 4644864 

c) Phân tích ra thừa số nguyên tố <α> = <55 + 22 6− >. Tính 

ϕ(<α>). 

Ta có  <α> = <11> <5 + 2 6−  >.  

+) 11 có dạng 24k + 11 nên <11> = M11. M 11  

+) Đặt β = 5 + 2 6− , (5, 2) = 1, N(β) = 25 + 24 = 49 = 72.  

Vậy <α> = M11.M7. 

ϕ(<α>) = ϕ(M11).ϕ(M7) = (11 – 1) (7 – 1) = 60. 
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KẾT LUẬN 
 

 

Ký hiệu D là vành các số nguyên đại số của trường mở rộng hữu hạn của 

Q. Sau khi nghiên cứu cấu trúc các ideal của vành D chúng tôi đã thu được một 

số kết quả như sau : 

1 . Tập các ideal khác 0 của vành D là một nửa nhóm giao hoán, có đơn vị, 

với sự phân tích duy nhất thành các phần tử nguyên tố, các phần tử nguyên tố 

chính là các ideal tối đại.   

2 . Xây dựng được số học trên vành  các số nguyên đại số D, cụ thể  là đã 

xây dựng được và nghiên cứu các tính chất cùng với các công thức tính các hàm 

số học sau:  

 + Hàm chuẩn :  N : P → N*  

        A  N(A) = | A
D |  

 + Hàm Euler ϕ : P → N* 

         A  ϕ(A) = |( A
D )*| 

và các định lý số học trên vành D : 

 + Định lý Euler : a ∈ D, A Δ D sao cho (a, A) = E.  

Khi đó aϕ(A) ≡ 1 (mod A) 

 + Định lý Fecma :  P là ideal tối đại của D thì aN(P)  ≡ a (mod P)  

 + Định lý Winlson : Cho P là ideal tối đại của D và s = ϕ(P) = N(P) – 1. 

Nếu {ξ1, . . .,ξ s} là hệ thặng dư thu gọn theo mod P thì ξ1  . . . ξ s  ≡ -1(mod  P)    
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3 . Như là một ví dụ minh họa cho các kết quả trên, chúng tôi xét trường 
hợp đặc biệt K = Q( 6− ) vành các số nguyên đại số là 
 D = {a + b 6− |a,b ∈ Ζ}. Mặc dù D không phải là vành Gauss, nhưng áp dụng 
lý thuyết trên chúng tôi xây dựng được số học trên vành D. Tính toán cụ thể các 
hàm chuẩn, hàm Euler trên D; đưa ra thuật toán phân tích một phần tử của D 
thành tích các ideal tối đại và các ví dụ cụ thể.  
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