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LỜI CẢM ƠN 
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LỜI MỞ ĐẦU 

 
 
 Cho K là một trường mở rộng hữu hạn của Q và D là vành các số nguyên 
đại số trong K. Ta biết rằng D nói chung không phải là một miền nhân tử hóa. 
Cụ thể là trong D định lý cơ bản của số học có thể sẽ không còn đúng nữa, 
một số có thể phân tích được thành tích các phần tử nguyên tố theo nhiều 
cách khác nhau. Bởi vậy, số học trong vành D là khó nghiên cứu. 
  Tuy nhiên, dựa theo ý tưởng của Dedekind:  “ Mỗi ideal thật sự của D 
đều có sự phân tích duy nhất thành tích của các ideal tối đại ”, chúng ta vẫn 
có thể xây dựng được số học trên vành các số nguyên đại số. 
 Bởi những lý do trên, chúng tôi đã quyết định chọn đề tài là: “ Sự phân 
tích thành nhân tử trên vành các số nguyên đại số”. Mục đích của luận văn 
này là nghiên cứu sự phân tích một ideal thành tích các ideal tối đại trong một 
số vành số nguyên đại số, từ đó xây dựng số học trên vành các số nguyên đại 
số này. 
Bố cục của luận văn được chia làm 3 chương 
Chương 1: CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
 Trong chương này chúng tôi trình bày các kiến thức cơ bản liên quan đến 
các đề tài : phần tử nguyên trên một miền, các ideal trong miền Dedekind, các 
khái niệm liên hợp trên một trường số đại số bậc n và thặng dư bậc hai.  
Chương 2: CÁC IDEAL TRONG VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN ĐẠI SỐ  
 Nội dung chính của chương này là nghiên cứu các tính chất của các ideal 
của vành các số nguyên đại số D; chứng minh mọi ideal thật sự của D đều có 
thể biểu diễn dưới dạng tích của các ideal nguyên  tố của D và sự biểu diễn 
này là duy nhất. 
Chương 3 : SỰ PHÂN TÍCH MỘT IDEAL THÀNH TÍCH CÁC IDEAL 
 NGUYÊN TỐ  TRONG TRƯỜNG BẬC HAI  
 Mục đích của chương này là mô tả các ideal tối đại của vành D khi K là 
một trường bậc hai; mô tả thuật toán phân tích một phần tử của D thành tích 
các ideal tối đại. Từ đó áp dụng khảo sát một cách chi tiết trên vành 

 D = { a + b. 10 | a,b  Z}  và vành D = { a + b. 1 15

2

  | a,b  Z}. 

   Kính thưa quý Thầy, Cô,  do khả năng và thời gian còn hạn chế nên luận 
văn này không thể tránh khỏi những thiếu sót. Kính mong được quý Thầy, Cô 
và các bạn đóng góp ý kiến để luận văn được hoàn chỉnh hơn. 
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CHƯƠNG 1 
 
 

CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
 
 
1.1 PHẦN TỬ NGUYÊN TRÊN MỘT MIỀN 
1.1.1 Định nghĩa   
 Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Phần tử bB được gọi là 
nguyên trên A nếu nó thỏa mãn  phương trình đa thức  
 xn + an-1x

n-1+ . . . + a1x + a0 = 0 với a0 , a1 , …., an-1  A 
Như vậy mọi phần tử a  A đều nguyên trên A vì nó là nghiệm của  
x – a  A[x] 
1.1.2 Định nghĩa 
 Một số phức mà nguyên trên Z được gọi là một số nguyên đại số 
 Tập tất cả các số nguyên đại số kí hiệu là   
1.1.3 Định nghĩa  
 Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Nếu mỗi b  B là nguyên trên A 
ta nói B là nguyên trên A 
1.1.4 Tính chất 

a) Cho A   B   C là tháp các miền nguyên. Nếu C là nguyên trên A thì 
C nguyên trên B 

b) Cho A, B là các miền nguyên với A   B và B là một A-module hữu 
hạn sinh. Khi đó B nguyên trên A. 

c) Cho A, B là các miền nguyên với A   B; b1,b2,...,bnB. Khi đó 
b1,b2,...,bn là nguyên trên A   A[b1,b2,...,bn] là một A_module hữu hạn 
sinh. 

d) Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Nếu b1,b2  B là nguyên trên 
A thì b1 + b2 , b1 - b2  và b1 . b2 là nguyên trên A 

1.1.5 Định lý 
Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Khi đó tập các phần tử của B mà 
nguyên trên A là một miền nguyên con của B chứa A  
1.1.6 Hệ quả 
Tập tất cả các số nguyên đại số là một miền nguyên 
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1.1.7 Định nghĩa 
Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Ta gọi bao đóng nguyên của A 
trong B là một miền nguyên con của B bao gồm tất cả các phần tử của B mà 
nguyên trên A. Bao đóng nguyên của A trong B được kí hiệu là AB. 

Nếu K là trường các thương của A thì bao đóng nguyên của A trong K, 
kí hiệu AK,  được gọi là bao đóng nguyên của A. 

Nếu AK = A thì ta nói A là vành đóng nguyên 
1.1.18 Tính chất 

 Cho A, B là các miền nguyên với A   B. Khi đó A   AB   B  
 

1.2 Các ideal trong vành Dedekind 
1.2.1 Định nghĩa 
Một miền nguyên D thỏa 3 tính chất sau 

- D là vành Noether 
- D đóng nguyên 
- Mọi ideal nguyên tố của D đều là ideal tối đại 

được gọi là một vành Dedekind. 
1.2.2 Mệnh đề 
 Cho P là một ideal thật sự của một miền nguyên D. Khi đó P là một ideal 
nguyên tố của D khi và chỉ khi với bất kỳ hai ideal A,B của D mà AB   P thì 
hoặc A   P hoặc B P. 
1.2.3 Định lý 
 Trong miền Noether, mọi ideal khác không đều chứa tích của một hoặc 
một số hữu hạn các ideal nguyên tố. 
Chứng minh 
Giả sử rằng  trong miền Noether D có ideal không thỏa tính chất  trên. Gọi S 
là tập các ideal này, do đó S   . Do D là Noether nên trong S có phần tử tối 
đại A. Mặt khác, vì A không chứa tích của một hoặc một số hữu hạn các ideal 
nguyên tố nên chính A cũng không là một ideal nguyên tố. Theo mệnh đề 
1.2.2  thì có các ideal B,C sao cho 
 BC   A; B A;  C   A 
Ta đặt 
 B1 = A + B, C1 = A + C 
thì 
 A   B1,  A   C1; A B1, C1 
Do A là phần tử tối đại nên B1, C1  S. Thế nên có các ideal nguyên tố 

1,..., kP P  sao cho 
 1 1,..., hP P B , 1 1,...,h kP P C   
Nhưng vì 
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   1 1B C A B A C A     

nên 
 1,..., kP P A 
Mâu thuẩn việc A  S. 
Vậy trong miền Noether, mọi ideal khác không đều chứa tích của một hoặc 
một số hữu hạn các ideal nguyên tố. 
1.2.4 Hệ quả 
 Trong miền Dedekind, mọi ideal khác không đều chứa tích của một hoặc 
một số hữu hạn các ideal nguyên tố. 
1.2.5 Định nghĩa 
 Cho vành Dedekind D và K là trường các thương của D. Một tập con A 
khác rỗng của K với 3 tính chất sau: 

i) ,A A A         
ii) ,A r D r A      
iii) , 0 :D A D       

được gọi là một ideal phân của D. 
Nhận xét 
 1/ Nếu A là một ideal phân của D và A   D thì A là một ideal của D. 

 2/ Nếu A là một ideal phân của D thì I =  A là một ideal của D và I
A


 . 

Như vậy mỗi ideal phân A của D đều viết được dưới dạng I
A


 . Chú ý rằng 

cách viết này không duy nhất. 
 3/ Do D là vành Dedekind nên mọi ideal I của D đều hữu hạn sinh. Giả sử 
 1,..., nI    

thì 

 A = 1
I


= 1

 1,..., n   = 1 ,..., n
 

 

Do đó mọi ideal phân của D cũng hữu hạn sinh 

 4/ Nếu A,B là các ideal phân của D thì ,
I J

A B
 

  ; ,  \{0}D , khi đó 

A+B và AB là các ideal phân của D với mẫu số tương ứng là  . 
1.2.6 Định lý 
 Cho vành Dedekind D và K là trường các thương của D. Với mỗi ideal 
nguyên tố P của D ta định nghĩa 
 C =  |K P D     

Khi đó P  là ideal phân của D.  
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1.2.7 Bổ đề 
Cho P là một ideal nguyên tố của một vành Dedekind D. Khi đó 

 D   
~
P  và D 

~
P  

Chứng minh 

Dễ thấy  D   
~
P . Để kết luận D   

~
P  ta cần chỉ ra rằng 

~
P  chứa phần tử          

   
~
P  nhưng    D. 

Lấy    P \ {0}. Theo định lý 1.2.3 thì có các ideal nguyên tố 1,..., kP P              
( k   1) mà 
 1... kP P    < > 
Chọn k là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa điều kiện trên. 
Do 
 1... kP P    < > P 
và 
 P là một ideal nguyên tố 
nên ta có 
 iP    P; với chỉ số i nào đó , i  {1, 2, …, k} 
Có thể đánh số lại nếu cần thiết ta giả sử rằng 
 1P    P 
Nhưng vì D là vành Dedekind nên 1P  là ideal tối đại, vì thế 
 1P  = P 
Bây giờ ta xét 2 trường hợp k=1 và k2. 
+ Nếu k = 1 thì 
 P = 1P  = < > 

Vì    0 ta có thể đặt   = 1


  K. Giả sử   D, khi đó  

 1 =  . 1


 =  .   < > 

   P = < > = D mâu thuẩn việc P là một ideal nguyên tố của D. 
Do đó   D. 
Mặt khác 

  P = 1


.<  > = <1> = D 

     
~
P  

    
~
P  \ D khi k=1. 

+ Nếu  k2, theo cách chọn k là số nguyên dương nhỏ nhất ta có 
 2... kP P    < > 
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Do đó có phần tử    2... kP P  nhưng    < >. 

Vì     0 ta có thể đặt   = 


  K. Khi đó 

 .    D vì nếu    D    =     <  > vô lý. 

 .    
~
P  vì  P =  . 1

 1P     1

 1P . 2... kP P  = 1


.<  > = <1> hay  P  D. 

     
~
P  \ D khi k2. 

Vậy 

 D 
~
P . 

1.2.8 Bổ đề 

 
~
P P  D  

Chứng minh 

+ Trước hết ta chứng minh 
~
P P  D   hay 

~
P P  = P 

Do P là ideal của D nên có thể xem là một ideal phân với mẫu số 1. Vì 
~
P  và P 

đều là ideal phân của D nên 
~
P P là ideal phân của D. Hơn nữa, 

~
P P    D nên 

là một ideal của D. Khi đó 
Vì  

 . 1  
~
P    P   

~
P P 

 . 
~
P P    D 

 . P là ideal nguyên tố, D là vành Dedekind   P là ideal tối đại 
nên 

 
~
P P  D   hay 

~
P P  = P 

+ Tiếp theo chúng  ta  chỉ ra  
~
P P    P 

Giả sử rằng 
~
P P  = P, ta chứng minh 

~
P  đóng với phép nhân. Lấy    

~
P ,  

   
~
P , khi đó 

  P 
~
P P = P,  P   

~
P P = P 

    P    P   D 

     
~
P  

Do đó 
~
P  đóng với với phép nhân. Điều này chứng tỏ 

~
P  là miền nguyên chứa 

D nghiêm ngặt. Vì D là vành Noether nên 
~
P  là một ideal phân hữu hạn sinh. 

Do vậy nên 
~
P  lại là một D- module hữu hạn sinh. Theo tính chất 1.1.4b) thì 
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~
P  nguyên trên D. Tuy nhiên, vì D dedekind nên D đóng nguyên. Từ đó ta có 
~
P  = D. Vô lý vì 

~
P  chứa D một cách nghiêm ngặt. 

Vậy 
~
P P    P   hay  

~
P P  D  . 

1.2.9 Định lý 
 Trong vành Dedekind D, mọi ideal A khác <0> và khác D đều phân tích 
được thành tích các ideal nguyên tố của D. Hơn nữa, sự phân tích này là duy 
nhất. 
Chứng minh 
+ Trước hết ta chứng minh sự phân tích được 
Gọi S là tập các ideal khác <0>  và khác D mà không phân tích được thành 
tích các ideal nguyên tố. Giả sử S   , khi đó trong S có phần tử tối đại A vì 
D là vành Noether. Theo định lý 1.2.3 thì tồn tại các ideal nguyên tố 1,..., kP P    
( k1) sao cho 
 1... kP P A 
Gọi k là số nguyên dương nhỏ nhất mà tích 1... kP P A. Nếu k = 1 thì 

1P A D  . Vì 1P  nguyên tố, D Dedekind nên 1P  tối đại. Như vậy 1P = A vô lý 
vì A S.  
Do đó k 2. Theo bổ đề 1.2.8 ta có  
 1P 1P  = D 
  1P 1P 2... kP P  = D 2... kP P  

 1P A   1P 1P 2... kP P  = 2... kP P  (*) 
Từ chứng minh của bổ đề 1.2.7 ta có D  1P   cho nên A = DA 1P A 
Lúc này, nếu A = 1P A thì từ (*) ta được 2... kP P  A mâu thuẩn cách chọn k. Do 
vậy 
  A  1P A 
Do tính tối đại của A trong S nên 1P A là ideal khác <0> và  khác D không 
thuộc S. Ta có  
 1P A = 2... kQ Q ,  
với 2 ,..., kQ Q  là các ideal nguyên tố của D 
Lúc này ta thấy 
 A = AD = A 1P 1P  = 1P 2... kQ Q  
là  một tích các ideal nguyên tố, điều này mâu thuẩn cách chọn A  S. 
Vậy S =   và sự phân tích được là hợp lý. 
+ Ta chứng minh sự phân tích là duy nhất 
Giả sử B là một ideal khác <0> và khác D có sự phân tích 
 B = 1... kP P  = 1... lQ Q  
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với  1,..., kP P  ,  là các ideal nguyên tố. 
  1... kP P    1Q  
Vì 1Q  là ideal nguyên tố nên có iP    1Q , bằng cách đánh số lại nếu cần thiết 
ta giả sử 1P    1Q .  
Do 1P  là ideal nguyên tố, D là vành Dedekind nên 1P  tối đại, từ đó suy ra 
 1P  = 1Q  
Do đó ta có 
 B 1P  = 1P 1... kP P  =  2... kP P   
và  
 B 1P  =  B 1Q  = 1... lQ Q  
Suy ra 
 2... kP P  = 2... lQ Q  
Nếu k    l , không mất tổng quát ta giả sử  k  < l . Bằng cách tương tự việc 
chứng minh  1P  = 1Q , ta cũng có iP  = iQ ; i=2,…,k. Ta có  
 2... kP P  = 2... kQ Q  = 2... kQ Q . 1...k lQ Q  = 2... kP P 1...k lQ Q  

  2... kP P 
2... kP P  = 2... kP P 

2... kP P 1...k lQ Q  
  D = 1...k lQ Q    lQ  vô lý. 
Do đó k  = l  và iP  = iQ ; i=1,…,k 
Vậy sự phân tích một ideal khác <0> và khác D thành tích các ideal nguyên tố 
của D là duy nhất. 
* Nhận xét 
1/ Nếu A là một ideal thật sự của D thì A có sự phân tích 
 A = 1... lQ Q , 1,..., lQ Q  là các ideal nguyên tố 
Gọi 1,..., nP P  là tất cả các ideal nguyên tố phân biệt trong nhóm 1,..., lQ Q . Giả sử 
mỗi iP  xuất hiện ia  lần, khi đó  
 A = 1

1 ... naa
nP P  

với ia  là các số nguyên dương thỏa 1a +…+ na = h. 
Nếu A = D = <1>     thì  1a  = … = na  = 0 
Như vậy, mọi ideal khác <0> của D đều có thể biểu diễn dưới dạng tích của 
các lũy thừa các ideal nguyên tố của D. 
2/ Giả sử A,B là các ideal khác  <0> của vành Dedekind D. Khi đó AB cũng 
là một ideal khác <0> của D. Gọi 1,..., nP P  là tất cả các ideal nguyên tố phân 
biệt xuất hiện trong sự phân tích của A,B hoặc AB. Khi đó 

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  , B = 

1

i

n
b

i
i

P

  , AB = 

1

i

n
c

i
i

P

  

trong  đó ia , ib , ic  là các số nguyên không âm. 
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Ta có 

 
1

i

n
c

i
i

P

  = AB = 

1

i

n
a

i
i

P



1

i

n
b

i
i

P

  = 

1

i i

n
a b

i
i

P 


  

Do  sự phân tích là duy nhất nên  
 ic  = ia  + ib  , i = 1,2, …,n 
Vậy nếu 

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

 , B = 

1

i

n
b

i
i

P

  

thì 

 AB = 
1

i i

n
a b

i
i

P 


  

1.2.10 Định nghĩa 
 Giả sử A,B là các ideal khác  <0> của vành Dedekind D. Ta nói A là ước 
của B, kí hiệu A|B nếu có ideal C của D sao cho A.C = B 
Nhận xét: 
Nếu  

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  và B = 

1

i

n
b

i
i

P

  

thì 
 A|B   ia    ib  ; i= 1,…,n 
1.2.11 Định lý 
 Tập tất cả các ideal phân khác không của vành Dedekind D với phép nhân 
lập thành một nhóm Abel với phần tử đơn vị là <1> = D, phần tử nghịch đảo 
của 

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  

là 

 A-1 = 
1

i

n
a

i
i

P


  

trong đó iP , i=1,…n là các ideal nguyên tố phân biệt và ia , i=1,…,n là các số 
nguyên. 
 
Chứng minh 
+ Trước hết ta chứng minh mọi ideal phân khác <0> của D đều biểu diễn 
được dưới dạng tích của các lũy thừa của các ideal nguyên tố phân biệt của D 
Giả sử A là ideal phân khác <0> của D.. Chọn    D\{0},    D\{0} là hai 
mẫu số của ideal phân A. Khi đó 
 A  = B  và A  = C 

với B,C là các ideal khác <0>  của D. 
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Giả sử rằng 

   = 
1

i

n
r

i
i

P

   B = 

1

i

n
s

i
i

P

  

   = 
1

i

n
t

i
i

P

   C = 

1

i

n
u

i
i

P

  với 1,..., nP P  là các ideal nguyên tố phân biệt 

và , , ,i i i ir s t u ( 1,...,i n ) là các số nguyên không âm. 
Khi đó, vì 
  C =  (  A) =  (  A) =  B 

nên 

 
1

i i

n
r u

i
i

P 


  = 

1

i i

n
s t

i
i

P 


  

Theo định lý 1.2.9 thì  
 i i i ir u s t    
hay 
 i i i is r u t   ; 1,...,i n  
Do đó,ta có thể định nghĩa sự phân tích của ideal phân  A khác <0> của D  
dưới dạng tích của các lũy thừa của các ideal nguyên tố phân biệt của D như 
sau 

 A = 
1

i i

n
s r

i
i

P 


  

và  định nghĩa này hợp lý vì không phụ thuộc cách chọn mẫu số của A.Theo 
định nghĩa này, do với mọi ideal nguyên tố P của D ta đều có 
 PP  = D = <1> = 0P  
nên 
 P  = 1P  
Nếu 1,..., nP P  là các ideal nguyên tố phân biệt mà 

 
1

i

n
a

i
i

P

  = 

1

i

n
b

i
i

P

  với ia , ib  , 1,...,i n  là các số nguyên 

( nguyên âm, nguyên dương hoặc có thể bằng 0) thì khi đó 

 
1

n
M

i
i

P


 
 
 


1

i

n
a

i
i

P

  = 

1

n
M

i
i

P


 
 
 


1

i

n
b

i
i

P

   

với M là một số nguyên thỏa M + ia > 0 và M + ib > 0 , 1,...,i n  
Theo định lý 1.2.9 thì 
 M + ia  = M + ib  > 0; 1,...,i n  
  ia  = ib  ; 1,...,i n  
Do đó ta có thể thấy sự biểu diễn của một ideal phân khác không dưới dạng 
tích của các lũy thừa của các ideal nguyên tố phân biệt, với số mũ nguyên, là 
duy nhất. 



 13

Bây giờ, trên tập các ideal phân khác <0> của D ta định nghĩa phép nhân như 
sau 
Nếu  

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  , B = 

1

i

n
b

i
i

P

  

với 1,..., nP P  là các ideal nguyên tố phân biệt  và ia , ib  , 1,...,i n  là các số 
nguyên ( nguyên âm, nguyên dương hoặc có thể bằng 0) thì khi đó 

  AB = 
1

i i

n
a b

i
i

P 


  

Như vậy, tập tất cả các ideal phân khác không của vành Dedekind D với phép 
nhân trên lập thành một nhóm Abel với phần tử đơn vị là <1> = D, phần tử 
nghịch đảo của 

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  

là 

 A-1 = 
1

i

n
a

i
i

P


  

trong đó iP , i=1,…n là các ideal nguyên tố phân biệt và ia , i=1,…,n là các số 
nguyên. 
1.2.12 Định nghĩa 

 Cho A = 
1

i

n
a

i
i

P

   với iP , i=1,…n  là các ideal nguyên tố phân biệt của vành 

Dedekind, ia (i=1,…n) là các số nguyên. 
Đặt 
  

iPord A  = ia  

Với bất kỳ ideal  nguyên tố P   iP ,i=1,…n ta định nghĩa 

  Pord A  = 0 

Nhận xét 
 _ A được gọi là một ideal nguyên của D khi và chỉ khi  Pord A    0; với 

mọi ideal nguyên tố P.  
 _ Nếu  Pord A  = 0; với mọi ideal nguyên tố P thì A = D. 

 _  1Pord  = 0 và  k
Pord P  = k 

 _Tập tất cả các ideal nguyên và ideal phân khác không của vành Dedekind 
D với phép nhân lập thành một nhóm Abel với phần tử đơn vị là <1> = D, 
phần tử nghịch đảo của 

 A = 
1

i

n
a

i
i

P

  

là 
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 A-1 = 
1

i

n
a

i
i

P


  

trong đó iP , i=1,…n là các ideal nguyên tố phân biệt và ia , i=1,…,n là các số 
nguyên. 
1.2.13 Định nghĩa 
Cho A,B là các ideal phân khác không của vành . Ta nói A là ước của B, kí 
hiệu A|B nếu có ideal nguyên C của D sao cho 
 B =AC 
Nhận xét 
 A|B    Pord A    Pord B  với mọi ideal tố P   B   A 

1.2.14 Tính chất 
 i)  Pord AB  =  Pord A  +  Pord B  

 ii)  Pord A B  = min {  Pord A  ,  Pord B } 

1.2.15 Định nghĩa 
 Cho K là trường các thương của vành Dedekind D. Với mỗi    \{0}K  ta 
định nghĩa 
  Pord   =  Pord   

với mọi ideal nguyên tố P của D. 
1.2.16 Tính chất 

a)    A   Pord      Pord A , với mọi ideal nguyên tố P của D. 

b) với    *K ,    *K  thì  
  Pord   =  Pord   +  Pord   

c) với  ,  ,  +    *K  thì  
  Pord       min {  Pord  ,  Pord  } 

d) với  ,  ,  +    *K  thỏa  Pord     Pord   thì  

  Pord     = min {  Pord  ,  Pord  } 
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1.2.17 Định lý 
 Cho K là trường các thương của vành Dedekind D. Khi đó, với bất kỳ tập 
hữu hạn các ideal nguyên tố 1... kP P  của D cùng tập các số nguyên tương ứng 

1,..., ka a  luôn tồn tại K   sao cho 
i/   

iP iord a   , i=1,…,k 

ii/   Pord  0 , với mọi ideal nguyên tố P   1... kP P  

1.2.18 Định nghĩa 
 Cho K là trường các thương của vành Dedekind D và A là một ideal 
nguyên hoặc ideal phân khác không của D. Khi đó với a,b,c  A ta viết 
 a   b (mod A)   A | a b  

Nhận xét 
i/   A | a b    a b    A  a-b A   a + A = b + A 

ii/  a   a (mod A) 
iii/  a   b (mod A)   b   a (mod A) 
iv/  a   b (mod A), b c (mod A)   a   c (mod A) 
v/  a   b (mod A)   ac   bc (mod A) 

1.2.19 Định lý 
Cho D là vành Dedekind 

a) Cho 1,..., nP P  là các ideal nguyên tố phân biệt của D; 1,..., n   D 
 và 1,..., na a  là các số nguyên dương. Khi đó tồn tại    D thỏa 

      i   mod ia
iP ; i=1,…,n 

b) Cho 1,..., nI I  là các ideal của D đôi một nguyên tố cùng nhau  
và 1,..., n   D. Khi đó tồn tại    D thỏa 

      i   mod iI ; i=1,…,n 

1.2.20 Định lý 
 Cho D là vành Dedekind và A là một ideal nguyên hoặc phân của D. Khi 
đó A được sinh bởi nhiều nhất hai phần tử. 
 
1.3 Các khái niệm liên hợp trên một trường số đại số bậc n 
1.3.1 Định lý 
 Cho K là một mở rộng bậc n trên Q( [K:Q] = n ). Khi đó có đúng n đơn 
cấu trường 
  : 1,...,k K C k n    

1.3.2 Định nghĩa 
 Cho  K   kí hiệu là  Qirr  là đa thức tối tiểu của   trên Q 

   Qirr   = 1
1 1 0...k k

kx a x a x a
    ; 0 1 1, ,..., ka a a Q   
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Cho K   với K là một trường số đại số bậc n trên Q. Nếu   :Q Q k     ta 

nói   là một số đại số bậc k, khi đó 
  Qirr   = 1

1 1 0...k k
kx a x a x a
    =      1 2 ... kx x x      

có k nghiệm và tất cả các nghiệm này đều gọi là các phần tử liên hợp của   
trên Q. 
Số phần tử liên hợp = k   n 
Ta gọi  
 1 2( ), ( ),..., ( )n       là  tập các K_liên hợp đầy đủ của   trên Q và đa thức 

  Kfld   =   
1

n

k
k

x  


    

là đa thức trường của phần tử   trên K. 
1.3.3 Tính chất 
Cho K   với K là một trường số đại số bậc n trên Q. Khi đó 

a)   Kfld    [ ]Q x  

b)   Kfld   = (  Qirr  )s với s = 
  deg

Q

n

irr 
 

c)    KO  thì  Kfld    [ ]Z x  

d)     KO  thì tất cả các K_ liên hợp của   là những số nguyên đại số. 
e)  Tất cả các K_ liên hợp của   bằng nhau khi và chỉ khi    Q. 
f)  Tất cả các K_ liên hợp của   đôi một khác nhau khi và chỉ khi  
  K = Q( ) 

1.3.4 Định nghĩa 
 Cho K là một trường số đại số bậc n trên Q 
Cho  
 1,..., n   là n phần tử của K;  
  : 1,...,k K C k n    là n đơn cấu trường 

Với mỗi i=1,…n ta kí hiệu 
  1

1( )i i i     ,  2
2 ( )i i   , … ,   ( )n

i n i    
là các liên hợp của   trên K. 
Khi đó ta định nghĩa 

  1 2, ,..., nD     = 

     

     

     

2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 2

1 2

...

...

...

...

n

n

n n n
n

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 

  
 

 
Và với   K ta kí hiệu 
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 ( )D   =  2 11, , ,..., nD      = 

    
    

    

2
1

1 1

1
2 2

1

1 ...

1 ...

...

1 ...

n

n

nn n

 

 

 







 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

1.3.5 Tính chất 

a)  D   =     2

1

i j

i j n

 
  

  với      1 2, ,..., n     là các liên hợp của   

trên K. 
b) K = Q( )     0D    

1.3.6 Định lý 
 Cho K là một trường số đại số bậc n trên Q. Khi đó 

a) Nếu 1,..., n    K thì D( 1,..., n  ) Q 
b) Nếu 1,..., n    KO  thì D( 1,..., n  )  Z 
c) Nếu 1,..., n    K thì khi đó 

  D( 1,..., n  )   0   1,..., n   độc lập tuyến tính trên Q. 
 
1.4 THẶNG DƯ BẬC HAI  
1.4.1 Định nghĩa  
 Cho p  là một số nguyên tố lẻ. Xét phương trình  
   2 modx a p ; (a, p ) = 1 (1).  

Khi đó  
+ Nếu phương trình (1) có nghiệm thì ta nói a là thặng dư bậc hai theo modun 
p . 
+ Nếu phương trình (1) vô nghiệm thì ta nói a là bất thặng dư bậc hai theo 
modun p . 

+ Nếu a là thặng dư bậc hai theo modun p  ta ký hiệu a

p

 
 
 

= 1  

 (ký hiệu a

p

 
 
 

gọi là ký hiệu Legendre)  

+ Nếu a là bất thặng dư bậc hai theo modun p  ta kí hiệu a

p

 
 
 

 = - 1.  

1.4.2 Tính chất   

a) 
1

2
pa

a
p

 
 

 
 (mod p) 
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b) Nếu a b  (mod p) thì a

p

 
 
 

 = b

p

 
 
 

 

c) 1
1

p

 
 

 
 (với p là số nguyên lẻ) 

d) 
1

21
( 1)

p

p

 
   
 

 

e) 1 2 1 2...
...k ka a a aa a

p p p p

      
      

      
 

f) Nếu p và q là 2 số nguyên tố lẻ phân biệt thì ta có 

   
1 1
.

2 2( 1)
p qq q

p p

    
    

   
  

Ta kết thúc chương này với định lý sau 
1.4.5 Định lý 
 Cho G là nhóm Abel tự do với cơ sở 1 2, ,..., n   sao cho mỗi phần tử của C 
đều biểu diễn được dưới dạng 
 1 1 2 2 ... n nx x x     ; 1 2, ,..., nx x x  Z 
Nếu H là nhóm con của G với cơ sở 1 2, ,..., n    hay 
 H = { 1 1 2 2 ... n ny y y     | 1 2, ,..., ny y y Z } 
Với mỗi  i   H   G ta có  

 i  = 
1

n

ij j
j

c 

  ; i=1,2,…,n; ijc   Z 

Đặt 
 C = [ ijc ]  nM Z  

Khi đó 
 [ G:H ] = | det C |  
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CHƯƠNG 2 
 
 
CÁC IDEAL TRONG VÀNH CÁC SỐ NGUYÊN ĐẠI SỐ 

 
 
 Ta kí hiệu K là một mở rộng bậc n của Q, [K:Q] = n,  
D = OK =  K là vành các số nguyên đại số của K. 
2.1 Cơ sở của một ideal 
2.1.1 Mệnh đề 

Mỗi phần tử đại số   đều viết được dưới dạng   = 
c

  với   là số nguyên đại 

số (  ) và c là số nguyên hữu tỷ (c  Z ) 
Chứng minh 
Do   là phần tử đại số nên   là nghiệm của một đa thức đơn khởi với hệ số 
trong Q, do đó 
xn + an-1x

n-1+ . . . + a1x + a0 = 0 với a0 , a1 , …., an-1  Q 
    n + an-1 

n-1+ . . . + a1   + a0 = 0  
Gọi c  Z là mẫu chung của tất cả ai  
Do cn . ( n + an-1 

n-1+ . . . + a1   + a0) = 0 
    (c )n + c.an-1 (c )n-1+ . . .  + cnao = 0 
      n + c.an-1 

n-1+ . . .  + cnao = 0 ; với   = c.  

    là số nguyên đại số và   = 
c

  

2.1.2 Định lý 
i/ Trường các thương của D chính là K  
ii/ D là vành đóng nguyên 

 Chứng minh 
i/ Gọi F là trường các thương của D 

+ Ta chứng minh F   K : lấy a
x

b
  F ; a, b D. Do D  K và K là một 

trường nên a
x

b
 KFK 

+ Ta chứng minh KF : lấy   K     là phần tử đại số   = 
c

  với 

   , c  Z  
Vì: 
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.  c  Z D nên c  D 

.   =  . c     K = D  D 
Nên: 

  = 
c

   F 

  K   F 
Vậy F = K 
ii/ D là vành đóng nguyên 
Lấy    KD      nguyên trên D  
Mà D nguyên trên Z 
    nguyên trên Z 
       
Hơn nữa    K  
     K = D  D 
 KD    D 
Hiển nhiên D   KD  
 KD  = D 
Vậy D là vành đóng nguyên 
2.1.3 Bổ đề 
Mọi  ideal  I  {O} của D  đều chứa ít nhất một số nguyên hữu tỉ khác không 
Chứng minh 
Lấy   I,    0. Do Irr( ) Z[x] nên có c0, c1, …., ck-1  Z sao cho  
 k + ck-1 

k-1 + … + c1   + c0 = 0 
Ta thấy 
 . nếu k=1   
   c1  + c0  = 0     + c0 = 0 ( vì Irr( ) đơn khởi) 
   c0 = -     0 
 . nếu k> 1 , giả sử c0 = 0 thì  dẫn đến  = 0 là một nghiệm của Irr( ) 
   c0   0 
Do đó  
 c0 = - ( k + ck-1 

k-1 + … + c1  )  0 
Hơn nữa 
 - ( k + ck-1 

k-1 + … + c1  )  I 
   c0  I    Z 
Vậy  I    Z  {0}. 
2.1.4 Bổ đề  
Nếu  K là một trường số đại số thì có một số nguyên đại số    sao cho 
  K = Q( ). 
Chứng minh  
Do K là một trường số đại số nên có một số đại số   thỏa K = Q( ).  
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Theo mệnh đề 2.1.1 thì   = 
b

  với     , b  Z.   

Vậy thì K = Q( ) = Q(
b

 ) = Q( ), vì 1

b
Q. 

2.1.5 Bổ đề 
 Cho I  {0} là một ideal của D.  Khi đó tồn tại     I sao cho K = Q( ). 
Chứng minh 
Chọn    D sao cho K = Q( ). Do   là một phần tử đại số nên có dạng  

  = 
a

  với   D, a  Z 

Theo bổ đề 2.1.3 có b  I    Z  {0}, do đó  =  .b thì    I  

Xét Q( ) = Q( b) = Q( a

b

 ) = Q( ) vì a

b
 Q 

Vậy K = Q( ),     I. 
2.1.6 Bổ đề 
 Giả sử K là một trường số đại số với [K:Q] = n, gọi I  0 là một ideal 

trong D. Khi đó tồn tại  1,..., n    I sao cho D( 1,..., n  )   0. 
Chứng minh 
Theo bổ đề 2.1.4 ta có K = Q( ), với    D . Do I  {0} là một ideal của D, 
theo  bổ   đề 2.1.3 thì có c  I    Z , c {0} . Đặt  

1 = c, 2 = c  , … , n = c n-1 
thì  
 1,..., n    I vì I là ideal của D. 
Hơn nữa  
      D( 1,..., n  ) = D(c, c  , … , c n-1) = c2n. D(1,  , …,  n-1) = c2n. D( ) 0. 
2.1.7 Định lý 
 Giả sử K là một trường số đại số với [K:Q] = n, gọi I  0 là một ideal 

trong D. Khi đó tồn tại  1,..., n    I sao cho mỗi phần tử    I đều có thể 
được biểu diễn duy nhất dưới dạng   = 1 1 ... n nx x   ; ix Z. 
Chứng minh 
Do I là ideal khác không của D, theo bổ đề 2.1.6 thì  tồn tại  1,..., n    I sao 
cho D( 1,..., n  )   0. Vì 1,..., n    D  nên D( 1,..., n  ) Z. Do đó | D( 1,..., n  ) | là 
một số nguyên dương. Ta đặt 
 S = { |D( 1,..., n  )| | 1,..., n    I, D( 1,..., n  )  0 } 
Với cách đặt trên thì rõ ràng S là tập khác rỗng các số nguyên dương, và như 
vậy nên S chứa  phần tử nhỏ nhất,  ta gọi  phần tử đó là  
  |D( 1,..., n  )|, 1,..., n    I.  
Vì D( 1,..., n  )  0 nên { 1,..., n  } là một cơ sở của không gian vectơ K trên Q. 
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Khi đó với     I  thì có duy nhất 1,..., nx x   Q thỏa   = 1 1 ... n nx x   .  
Bây giờ ta giả sử rằng có xi  { 1,..., nx x } không là số nguyên, bằng cách đánh 
số lại 1,..., n  , nếu cần thiết, chúng ta giả sử x1  Z. Khi đó có duy nhất l  Z 
thỏa  
 l  < x1 < l  +1 
Đặt   =   - l 1  
Vì   I và 1  I nên    I, hơn nữa 
  =  1 1 2 2 ... n nx l x x       

Tác động n đơn cấu trường k  ( k= 1,2, …, n ) vào phương trình trên ta được 

 

(1) (1) (1) (1)
1 1 2 2

(2) (2) (2) (2)
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2

( ) ...

( ) ...

( ) ...

n n

n n

n n n n
n n

x l x x

x l x x

x l x x

   

   

   

     


    


     

 

trong  đó  
  
 (1) (2) ( ), ,..., n     là các K  liên hợp của    
và  
  (1) (2) ( )

, ,..., n
i i i i     là các K liên hợp của i  ( i = 1,2,…,n).  

Bằng phương pháp Cramer ta được 
 

(1) (1) (1)
2

(2) (2) (2)
2

( ) ( ) ( )
2

1 (1) (1) (1)
1 2

(2) (2) (2)
1 2

( ) ( ) ( )
1 2

.......

.....

..... ............

......

.......

......

..... .............

.....

n

n

n n n
n

n

n

n n n
n

x l

  

  

  
  

  

  

 

  

  

 

 
Do đó  

 2 2
1

1 2

( , ,..., )
( )

( , ,..., )
n

n

D
x l

D

  
  

   

  2
2 1 1 2 1 20 ( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( , ,..., )n n nD x l D D             

Điêu này mâu thuẩn cách chọn  |D( 1,..., n  )|. 
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Như vậy, tất cả ix  đều là số nguyên và mỗi phần tử    I đều có thể được 
biểu diễn duy nhất dưới dạng   = 1 1 ... n nx x   ; ix Z. 
2.1.8 Định nghĩa 
 Cho K là một trường số đại số bậc n, I là một ideal khác không của D. 
Nếu  { 1,..., n  } là tập các phần tử của I sao cho mỗi phần tử    I đều có thể 
biễu diễn duy nhất dưới dạng   =  1 1,..., n nx x  ,  ( 1,..., nx x  Z ) thì { 1,..., n  } 
được gọi là một cơ sở của ideal I. 
2.1.9 Định lý 
 Cho I là một ideal khác không của D. Khi đó 

a) Nếu  { 1,..., n  } và { 1,..., n  } là hai cơ sở của I thì  

D( 1,..., n  ) =D( 1,..., n  ) và 
1

n

i ij j
j

c 


 , i =  1,2,…,n  

với ijc ( i , j = 1,2,…,n) Z sao cho det( ijc ) = 1  

b) Nếu { 1,..., n  } là  cơ sở của I và 1,..., n    I sao cho  
D( 1,..., n  ) = D( 1,..., n  ) thì { 1,..., n  } là cơ sở của I. 

Chứng minh 
a) Vì { 1,..., n  } là cơ sở của I ta có  
 I = 1 ... nZ Z     
Do 1,..., n    I nên có ijc  Z ( i, j = 1,2,…,n ) sao cho  

 
1

n

i ij j
j

c 


 , i =  1,2,…,n (*) 

 Vì { 1,..., n  }  là cơ sở của I ta cũng có  
 I = 1 ... nZ Z     
Do 1,..., n    I nên có ijd  Z ( i, j = 1,2,…,n ) sao cho  

 
1

n

j jk k
k

d 


 , j =  1,2,…,n  

Như vậy , với mỗi i = 1,2,…n ta có  

 
1

n

i ij j
j

c 


 = 
1

n

ij
j

c



1

n

jk k
k

d 

 = 

1

n

k


1

( )
n

ij jk k
j

c d 


 
 
 
  

Vì { 1,..., n  }  là cơ sở của I,  1,..., n   độc lập tuyến tính trên Q nên  

 
1

n

ij jk
j

c d

  = 

1,

0,

khi i k

khi i k


 

 

Đặt C và D là các ma trận n   n với C = [ ijc ] , D = [ ijd ] . Khi đó  

 C.D = nI , nI  là ma trận đơn vị cấp n. 
 Vậy  
 det (C). det(D) = det(CD) = det( nI ) = 1 
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Vì  det (C), det(D)  Z nên det (C) =  det(D) = 1 . 
Từ (*) ta suy ra  
 D( 1,..., n  ) = (det ( ijc ))2. D( 1,..., n  )  

               = (det(C))2 . D( 1,..., n  ) = D( 1,..., n  ) 
Do đó 
 D( 1,..., n  ) = ( 1 )2 . D( 1,..., n  ) = D( 1,..., n  ) 
Ta chứng minh xong phần a) 
b) Vì  { 1,..., n  }  là cơ sở của I và 1,..., n    I nên có ijd  Z ( i, j = 1,2,…,n) 

sao cho  

 
1

n

i ij j
j

d 


 , ( i =  1,2,…,n ) 

Do đó  
 D( 1,..., n  ) = (det ( ijd ))2 D( 1,..., n  ) 

Vì   D( 1,..., n  ) = D( 1,..., n  ) ta được (det ( ijd ))2 = 1 

  det ( ijd ) = 1  

Như vậy ma trận D = ( ijd ) có một nghịch đảo là  

 D-1 = C = ( ijc ), ijc   Z  

và  

 
1

n

i ij j
j

c 


 , i =  1,2,…,n.  

Lấy    I. Khi đó , vì Vì { 1,..., n  }  là cơ sở của I nên có 
  1,..., na a   Z  

mà   = 
1

n

i i
i

a

  

     = 
1

n

i i
i

a

 = 

1 1

n n

i ij j
i j

a c 
 
  = 

1 1

( )
n n

i ij j
j i

a c 
 
    

trong đó mỗi 
1

n

i ij
i

a c

  Z ( j=1,2,…n).  

Điếu  này chứng tỏ mỗi phần tử   I đều có thể được biễu diễn dưới dạng 
   = 1 1 ... n nb b   , 1,..., nb b Z  
Bây giờ ta có thể giả sử   được biễu diễn theo dạng trên dưới 2 trường hợp 
   = 1 1 ... n nb b    =  ' '

1 1 ... n nb b   , ' '
1 ,..., nb b Z  

Do đó 
 1 1 ... n ne e    = 0, với ie  = '

i ib b   Z ( i =1,2,…n) 
Nếu có ie   0 thì  1,..., n   phụ thuộc tuyến tính trên Q và theo định lý 1.3.6.c 
thì 
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 D( 1,..., n  ) = 0 
Do đó  
 D( 1,..., n  ) = D( 1,..., n  ) = 0 

   1,..., n    phụ thuộc tuyến tính trên Q, điều này mâu thuẩn  { 1,..., n  }  là cơ 
sở của I.  
Do đó 
  ie  = '

i ib b  = 0 ( i =1,2,…n) 
   '

i ib b ( i =1,2,…n) 
Điều này chứng tỏ sự biễu diễn của mỗi phần tử   I  dưới dạng 
   = 1 1 ... n nb b   , 1,..., nb b Z  
là duy nhất. 
Vậy { 1,..., n  } là cơ sở của I. 
Định lý đã được chứng minh. 
2.1.10 Định nghĩa 
Cho I là một ideal khác không của D. Gọi  { 1,..., n  } là một cơ sở của I. Khi 
đó định thức D(I) của I là một số nguyên khác không được cho bởi  

D( I ) = D( 1,..., n  ) 
 

2.2 Sự phân tích thành tích các ideal nguyên tố trong vành D  
Trước hết ta có định lý sau 
2.2.1 Định lý  

D là một vành Noether. 
Chứng minh 

Giả sử I là một ideal của D. Khi đó, nếu I = {0} thì I = <0> là hữu hạn 
sinh. Nếu I  {0} thì theo định lý 2.1.7, tồn tại  1,..., n    I sao cho mỗi phần 
tử    I đều có thể được biểu diễn duy nhất dưới dạng   = 1 1 ... n nx x   ; 

ix Z, do đó I cũng hữu hạn sinh. Vậy D là một vành Noether. 
2.2.2 Định lý  
 Trong vành D, mọi ideal nguyên tố P đều là ideal tối đại. 
Chứng minh 
Giả sử rằng khẳng định của định lý sai. Khi đó có ideal nguyên tố 1P  của D 
không là một ideal tối đại. Gọi S là tập tất cả các ideal  thật sự của D chứa 
nghiêm ngặt  1P . Vì 1P  không tối đại nên S là tập khác rỗng.  
Theo định lý 2.2.1, D là một vành Noether nên S có chứa một phần tử tối đại 

2P  sao cho  
 1P   2P    D 

Do mọi ideal tối đại cũng là ideal nguyên tố nên 2P  là ideal nguyên tố.  
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Theo bổ đề 2.1.3 mọi ideal  {O} của D  đều chứa ít nhất một số nguyên hữu 
tỉ khác không nên  
  1P   Z  {0}, do 1P   Z là ideal nguyên tố của Z và Z là một miền ideal 
chính nên 1P   Z = <p> với p là một số nguyên tố. 
 Như vậy  
 <p> = 1P   Z   2P   Z   Z 
Vì 1  2P  nên 2P   Z Z , hơn nữa <p> là ideal tối đại của Z nên  
 <p> = 1P   Z = 2P   Z   Z 
Vì    
 1P   2P   
nên có   2P  mà    1P .  
Do    D nên   là nghiệm của một đa thức đơn khởi với hệ số nguyên 
 1

1 1 0... 0k k
ka a a  
      

và vì thế  
1

1 1 0...k k
ka a a  
     1P  (*) 

Gọi l  là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho có 0 1,..., lb b    Z mà  
1

1 1 0...l l
lb b b  
     1P  

Vì    2P  ta có  
  1

1 1...l l
lb b  
    = 1 2

1 1( ... )l l
lb b   
     2P  

Do đó 
  0b  = ( 1

1 1 0...l l
lb b b  
    ) – ( 1

1 1...l l
lb b  
   ) 2P   vì 1P  2P  và 2P  là 

một ideal. 
Nhưng vì  0b   Z nên 
 0b  2P   Z = 1P   Z  

   0b    1P .   
Từ (*) ta được  
 1

1 1...l l
lb b  
    1P  

Bây giờ nếu  l =1 thì 1b  = 1  và    1P  mâu thuẩn việc    1P .  
Do đó l    2 và  1 2

1 1( ... )l l
lb b   
     1P . 

Vì 1P  là ideal nguyên tố và    1P  nên  
1 2

1 1...l l
lb b  
     1P  

Do l -1 là số nguyên dương nên nếu biểu thức trên xảy ra sẽ mâu thuẩn cách 
chọn số nguyên dương l  thỏa (*). 
Vậy trong vành D, mọi ideal nguyên tố P đều là ideal tối đại. 
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Từ các kết quả trên ta thấy 
 - D là vành Noether ( theo định lý  2.2.1) 
 - D là vành đóng nguyên (theo định lý 2.1.2), và 
 - Mọi ideal nguyên tố của Dđều tối đại ( theo định lý 2.2.2 ) 
Vì D thỏa 3 tính chất nên D là vành Dedekind. Do đó, theo định lý 1.2.11 thì 
trong D, mọi ideal thật sự đều có thể được  biểu diễn dưới dạng tích các ideal 
nguyên tố của D và sự biểu diễn này là duy nhất. Hơn nữa, theo định nghĩa 
1.2.12 cùng với phần nhận xét của nó ta có thể khẳng định tập các ideal khác 
không của D lập thành một nhóm Abel. 
 
2.3 CHUẨN CỦA MỘT IDEAL 
2.3.1 Định nghĩa  
Ta nói 

- Một cơ sở của D được gọi là một cơ sở nguyên của K 
- Nếu { 1,..., n  } là một cơ sở nguyên của K ta kí hiệu d(K) = D( 1,..., n  ) 

gọi là định thức của trường K.  
- Nếu I là một ideal khác không của D thì chuẩn của ideal I , kí hiệu 

N(I), được xác định bởi công thức N(I) = ( )

( )

D I

d K
 

2.3.2 Định lý 
 N(I) là một số nguyên dương 
Chứng minh 
Gọi { 1,..., n  } là một cơ sở của I và { 1,..., n  } là một cơ sở nguyên của K. Do 

 1,..., n    D nên có ijc  Z ( i, j = 1,2,…,n ) sao cho 
1

n

i ij j
j

c 


 , i =  1,2,…,n  

Do đó 
 D( 1,..., n  ) = (det ( ijc ))2. D( 1,..., n  ) 

  D(I) = (det ( ijc ))2. d(K) 

Từ D(I)  0 ta có det ( ijc )  0 cho nên 

 N(I) = ( )

( )

D I

d K
= |(det ( ijc )| 

là một số nguyên dương. 
2.3.3 Ví dụ 
 Gọi c là một số nguyên khác không. Khi đó, chuẩn của ideal chính c  của 

D sinh bởi c là 
 N( c ) = n

c  

Chứng minh 
Gọi { 1,..., n  } là một cơ sở nguyên của K.. Khi đó 
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  c      = c. , với duy nhất    D 

            = c.( 1 1 ... n nx x   ) với duy nhất 1..., nx x   Z 
            = 1 1( ) ... ( )n nx c x c    với duy nhất 1..., nx x   Z 
Điều này chứng tỏ rằng 1{ ,..., }nc c   là một cơ sở của ideal chính c . Do đó 

 D( c ) = D( 1,..., nc c  ) = c2n. D( 1,..., n  ) = c2n. d(K) 

Thế nên N(I) = 
( )

( )

D c

d K
 = 2nc = n

c . 

2.3.4 Định lý 
 Nếu I là một ideal khác không của D thì  N(I) = D

I . 

Chứng minh 
Gọi { 1,..., n  } là một cơ sở của I và { 1,..., n  } là một cơ sở nguyên của K. Do 

 1,..., n    D nên có ijc  Z ( i, j = 1,2,…,n ) sao cho 
1

n

i ij j
j

c 


 , i =  1,2,…,n. 

Do đó 
 D( 1,..., n  ) = (det ( ijc ))2. D( 1,..., n  ) 

  D(I) = (det ( ijc ))2. d(K) 

Từ D(I)  0 ta có det ( ijc )  0 cho nên 

 N(I) = ( )

( )

D I

d K
= 1

1

( ,..., )

( ,..., )
n

n

D

D

 
 

=  |(det ( ijc )| = D
I  theo định lý 1.4.5. 

2.3.5 Định nghĩa 
 Cho K là một trường số đại số bậc n. Với   K ta đặt 1 2, ,..., n     là 
các K_ liên hợp của   . Khi đó, vết của  , kí hiệu  tr  , và chuẩn của  , kí 

hiệu  N   được định nghĩa như sau 

  tr   = 1 2 ... n      

  N   = 1 2. ..... n    

2.3.6 Định lý 
a) Nếu    K thì  tr   ,  N   Q  

     Nếu    D thì   tr   ,  N    Z 

b)  tr    =  tr   +  tr   và  .tr    =  tr  .  tr   

c) Cho    D , khi đó  N   = 1       là phần tử khả nghịch của D 

d) Cho    D , khi đó   N   = p , với p là một số nguyên tố thì   phần 

tử bất khả quy của D 

e) Nếu  ( )Qirr   =  1
1 0...m m

mx b x b
     [ ]Q x  thì  N   =    01 .

n
n

mb  
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Chứng minh 
Gọi k  : K C  1,...k n  là n đơn cấu trường từ K vào C.  

a)Xét đa thức trường của   
( )fld   =         1 2 ... nx x x         

   =       1
1 2( ... )n n

nx x           1
n

       1 2( ... )n       

Vậy nên, 
     - nếu    K thì ( )fld    [ ]Q x     tr   ,  N   Q  

     - nếu    D thì  ( )fld    [ ]Z x     tr   ,  N    Z 

b) Hiển nhiên theo tính chất đồng cấu trường 
c) + Giả sử rằng   là phần tử khả nghịch, khi đó có   D thỏa    = 1.  
  N( )N(  ) = N(  ) = N(1) = 1. 
Vì  N( ),N(  )Z nên N( )= 1  
+ Bây giờ, gọi   D mà N( ) = 1  ta có  
      1 2 ... n       = 1  

     2. ... n      = 1  

Đặt  
   =      2 ... n     

     = 1  (*) 

  1
K


   

Do    D nên ( )fld    [ ]Z x , như vậy mỗi k    là nghiệm của một đa thức 

đơn khởi với hệ số nguyên 
   k      ; k = 2,…,n 

    =      2 ... n       

  K D     (**) 
Từ (*) và (**) 
    là phần tử khả nghịch. 
d) Giả sử    D , khi đó   N   = p , với p là một số nguyên tố.  

Rõ ràng  0 vì N(0 )=0. Hơn nữa,   cũng không khả nghịch vì  N     1 .  

Giả sử   =   ;  , D 
   p  =  N   =  N   N   

Do  N  ,  N    Z và p là số nguyên tố 

    N   hay  N   = 1  

    hay   khả nghịch. 
Điều này chứng tỏ rằng   là phần tử bất khả quy của D. 
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e)Xét 
( )fld   =         1 2 ... nx x x         

( )Qirr   =  1
1 0...m m

mx b x b
    = 1 2( )( )...( )mx x x      

   ( )fld   =  ( )
s

Qirr  = 1 2( ) ( ) ...( )s s s
mx x x     ( theo 1.3.3b)  

  m
s

n
  hay  m | n   

Ta có  
  ( )Qirr   = 1

1 0...m m
mx b x b
    = 1 2( )( )...( )mx x x      

  0b  =   1 21 ...
m

m    

Do đó 

  N   =    1 ... n     =  1...
s

m  =  1...
n

m
m  =   01

n
m mb  =    01 .

n
n

mb  

2.3.7 Định lý 
 Với   D ta có  
  N(  ) = | N( )| 

Chứng minh 
Gọi  1 1,...,   là một cơ sở nguyên của K, khi đó  1 1,...,  là một cơ sở của  

< >. Do đó  

( )D   

   
   

   

2

1 1 1

2 1 2

1

.....

.........

........

.....

n

n

n n n
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       =  
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n

n
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     =    
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2 1 22
1 2

1

( )... ( )

( )... ( )
( ) )... (

( )... ( )

n

n
n

n n n

   
   

     

   
  

 

     =  N( )2. d(K) 

  N(  )   =  
 
 

D

d K


 =    2

N   =  N  . 
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2.3.8 Bổ đề 
 Cho D là một vành Dedekind. Giả sử A là một ideal nguyên hoặc phân 
của D với A  0 , 1  và B là một ideal nguyên của D , B   0 , 1 . Khi đó 

tồn tại phần tử    A thỏa  
 A =   + AB 

Đồng thời, nếu như iP  là ideal nguyên tố của D có mặt trong sự phân tích của 

B thì   
iPord A  =  

iPord   

Chứng minh 
Gọi 1,..., nP P  là  tập các ideal nguyên tố của D thỏa  

  
iPord A   0 hay  

iPord AB    0 

Tập trên khác rỗng vì A  D. Theo 1.2.17, ta tìm được   thuộc trường các 
thương của D  sao cho  

 
iPord   =  

iPord A  ; i = 1,…,n 

 Pord   0  ; P    1,..., nP P  

Như vậy 
  Pord     Pord A  với mọi ideal P 

Do đó 
     A  

   A      A  

+ Với mỗi i = 1,…,n ta có 
  

iPord AB   = min {  
iPord   ,  

iPord AB } 

               = min {  
iPord   ,  

iPord A  +  
iPord B } 

               = min {  
iPord A  ,  

iPord A  +  
iPord B } 

               =  
iPord A  

+ Với ideal P   Pi ; i = 1,…,n thì  Pord A  =  Pord AB  = 0, do đó 

  Pord AB   = min {  Pord   ,  Pord AB } 

               = min {  Pord   , 0 } 

               = 0 
               =  Pord A  

Vậy 
  Pord AB   =  Pord A  với mọi ideal nguyên tố P 

  A =   + AB. 

Bây giờ, gọi iP  là ideal  nguyên tố có mặt trong sự phân tích của B  
Khi đó  
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iPord A  =  Pord AB   

          = min {  
iPord  ,  

iPord AB } 

          = min {  
iPord  ,  

iPord A  +  
iPord B }   (2) 

Vì iP  là ideal  nguyên tố có mặt trong sự phân tích của B nên  
iPord B  > 0  

Do đó  
   

iPord A  +  
iPord B >  

iPord A  

   
iPord A  =  

iPord  . 

2.3.9 Định lý  
Gọi A,B là các ideal nguyên khác không của D. Khi đó 
 N(AB)  = N(A).N(B) 
Chứng minh 
Nếu A =D hay B = D thì kết quả định lý vẫn đúng vì N(D) = | D

D | = 1. Do 

đó có thể giả sử A  D, B   D. Đặt k  = N(A) và l   = N(B) thì theo định lý 
2.3.4 ta có  
 | D

A | = N(A) = k 

  D
A  có k  phần tử, giả sử là 1 ,..., kA A    (*) 

Cũng vậy, D
B  có l  phần tử là 1 ,..., lB B    (**) 

Theo bổ đề 2.3.8, có phần tử    A sao cho 
 A =   + AB 

Nếu   = 0 thì A = AB suy ra B = D mâu thuẩn việc B  D. Do đó    0. Lấy 
   D, khi đó , theo (*) thì có duy nhất số nguyên i ( 1  ik) sao cho 
     i  ( mod A ) 
Vì  
  - i   A =   + AB 

nên có   D và    AB sao cho 
  - i =   +   
Tương tự, có duy nhất số nguyên j ( 1  j  l) sao cho 
     j  ( mod B) 

   - j   B 

Vì    A  
  ( - j )    AB 

Do đó 
  = i  +    +   = i  + j   + ( - j )  +   = i  + j   ( mod AB) 

Điều này chứng tỏ rằng tập gồm k l  phần tử  
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{ i  + j   + AB : i = 1,…, k ; j = 1,…, l }  

là tập đại diện đầy đủ của D
AB .Ta chứng minh các i  + j   + AB đôi một 

phân biệt. Giả sử có 
 i  + j   + AB = p  + q   + AB 

  i  + j     p  + q   ( mod AB) 

  i  - p     ( q  - j )  ( mod AB) (***) 

Vì ( q  - j )   < >, A =   + AB 

  i  - p   A 
(*)

  i p  
(***)

  j   q   ( mod AB) 

  ( j - q )     AB (1) 

Bây giờ, gọi iP  là các ideal  nguyên tố có mặt trong sự phân tích của B với 

 B = 
1

h

i ib
iP ; ib > 0 

Khi đó, theo bổ đề 2.3.8  
   

iPord A  =  
iPord  ; i  = 1,…,h  (2) 

Nếu j - q 0  , từ (1) ta có ( j - q )  là phần tử khác không của AB nên với 

 i  = 1,…,h ta được 
 

iPord (( j - q ) )    
iPord AB  

  
iPord ( j - q ) +  

iPord      
iPord A +  

iPord B  
(2)

  
iPord ( j - q )      

iPord B  

  j - q   B 

và như vậy  j = q mâu thuẩn  j - q 0 .  

Điều này chứng tỏ  j - q 0  suy ra j = q.  

Do đó { i  + j   + AB : i = 1,…, k ; j = 1,…, l } là tập đầy đủ các đại diện 

riêng biệt của D
AB  

  | D AB | = .k l = | D
A |.| D B | 

  N(AB)  = N(A).N(B). 
2.3.10 Định nghĩa 
 Cho  A là một ideal phân khác không của D , khi đó có     0 ,    D và 
ideal nguyên I của D sao cho  

 A = 1


I 

Ta định nghĩa chuẩn N(A) của ideal phân A như sau 
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 N(A) = ( )

( )

N I

N  
 

Nhận xét 
Định nghĩa trên hợp lý vì nếu các ideal nguyên I, J của D  và  ,   là các phần 
tử khác không của D  sao cho 

 A = 1


I = 1


J 

Thì 
  I =  J 
Theo định lý 2.3.9 ta có 
 N(  )N(I) = N(  I) = N( J) = N( )N(J) 

  ( )

( )

N I

N  
= ( )

( )

N J

N  
 

2.3.11 Hệ quả 
Nếu A,B là các ideal phân khác không của D thì 
 N(AB)  = N(A).N(B) 
Chứng minh 
Vì A,B là các ideal phân khác không của D  nên có các ideal nguyên I,J khác 
không của D và các phần tử khác không  ,  của D sao cho 

  A = 1


I , B = 1


J 

Khi đó  

 AB = 1


1


IJ 

  N(AB)  = ( )

( )

N IJ

N  
 

     = ( )

( )

N IJ

N    
 

     = ( ) ( )

( ) ( )

N I N J

N N    
 

     = ( ) ( )
.

( ) ( )

N I N J

N N    
 

   = N(A).N(B) 
2.3.12 Định lý  
 Cho P là một ideal nguyên tố của D. Khi đó, tồn tại duy nhất một số 
nguyên tố p thỏa P|p 
Chứng minh 
Do P là ideal nguyên tố của D và Z  D  nên P  Z là một ideal nguyên tố 
của D 
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Do Z là một  vành chính 
  P  Z cũng là một ideal chính 
  P  Z = <p>,với p là một số nguyên tố  
  P |p  
Ta chứng minh sự duy nhất của số nguyên tố p : 
Giả sử q là là số nguyên tố thỏa: 
  P|q, q ≠ p 
  q  P 
  p,q  P,do p  P 
Do p,q là nguyên tố cùng nhau 
     a, b  Z  sao cho ap + bq = 1 
   1 p,q  P 
   D  P (vô lý) 
Vậy q = p; p là số nguyên tố duy nhất được xác định bởi P|p 
Lưu ý 
  Số nguyên tố p trong định lý trên gọi là số nguyên tố nằm dưới P vì P  p. 
Hơn nữa, nếu cho trước một số nguyên tố p thì mọi ideal nguyên tố P thỏa 
P|p được gọi là ideal nằm trên p. 
2.3.13 Định lý  
 Cho P là một ideal nguyên tố của D, gọi p là số nguyên tố nằm dưới P. 
Khi đó 
N(P) = fp (f là một số nguyên dương nào đó thuộc {1; . . .; n}) 
Chứng minh 
Vì p nằm dưới P nên P|p 
p = P.Q; với Q là một ideal nguyên nào đó của D 
Np = N(P.Q) = N(P).N(Q)  
Do p  Z nên 
 Np = pn 
pn  = N(P).N(Q) 
N(P)| pn  
Vậy tồn tại số nguyên f  {1;2; . . .;n} sao cho 

N(P) = fp  
2.3.14 Định nghĩa  
 Cho p là một số nguyên tố nằm dưới P. Khi đó số nguyên dương f thỏa 
 N(P) = fp  
được gọi là bậc quán tính của P trong D, kí hiệu fk(P) 
2.3.15 Nhận xét 
Theo các định lý 2.1.14 và  2.3.4 ta có 
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[D:P] = fp  

nên D
P  là một trường số hữu hạn với fp  phần tử 

Xét các phần tử có dạng 
 a + P với a  Z 
của D, ta thấy nếu 
 a,a’  Z mà a a’ (mod p) 
p|a-a’ 
p|a-a’ 
mà  P|p 
P|a-a’ 
a  a’(mod P) hay a + P = a’ + P 
Ngược lại, giả sử rằng  a + P = a’ + P; a,a’  Z 
a – a’ P 
a – a’  P hay P|a-a’ 
 a – a’ = P .Q  với Q là một ideal nguyên nào đó của D 
Lấy chuẩn hai vế ta được 
| a – a’|n  = N(a – a’ = N(P.Q) = N(P).N(Q) = fp  . N(Q) 

 fp | a – a’n 
p| a – a’  ;  do p nguyên tố 
a  a’ (mod p) 
Từ hai kết quả trên ta có 

a + P = a’ +P    a  a’ (mod p) ; a,a’  Z 
Như vậy các lớp a + P ; a  {0;1; . . .; p-1} là phân biệt và trường nguyên tố 
của D

P   là: 

F = {a +P| a = 0;1; . . .; p – 1}   Z/p  
Bậc quán tính f= fk (P) được cho bởi  

fk(P) = [ D
P : F] = [ D

P : Z
p

] 

Nếu  fk(P) = 1 thì [ D
P :F] = 1 

 D
P = F = {a +P| a = 0;1; . . .; p – 1}   

Lúc này lấy    D thì   + P  D
P  nên có a  {0;1; . . .; p-1} thỏa 

  + P = a + P 
   a  (mod P) 
Như vậy khi fk(P) = 1 thì với   bất kỳ thuộc D, luôn tồn tại a  Z  sao cho 
   a  (mod P)  
(hơn nữa a  {0;1; . . . ; p – 1}) 
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2.3.16 Định lý 
 Cho p là số nguyên tố. Giả sử rằng ideal chính p được phân tích trong D 
dưới dạng: 
  p = 1

1
eP  . . . ge

gP ;  iP  là các ideal nguyên tố phân biệt của D, ie  là các số 

nguyên dương 
      Đặt fi =  K if P , khi đó: 

        e1f 1  + . . . + e g f g  =  n 

Chứng minh 
Do fi = fK  ( Pi ) 
N (Pi) = p if  ; i = 1; 2; . . .;g 
Vì p = P 1

1
e  . . . P ge

g  

N(<p>) = N ( 1
1
eP . . . ge

gP ) 

pn = N (P1) 1e  . . . N (Pg) ge = (p 1f ) 1e  . . . (p gf ) ge  
e1f1 + . . . + egfg = n 
Nhận xét:  được suy ra trực tiếp từ định lý 

+ ei   {1; 2; . . . ; n} ; fi  {1; 2; . . . ; n} ; i = 1; 2; . . . ;g 
+ Pn | q  ;  P ideal nguyên tố 

 p  =  Pn 
2.3.17 Định nghĩa 
 Cho P là một ideal nguyên tố của D, gọi p là số nguyên tố nằm dưới P. 
Khi đó, số nguyên dương e duy nhất thỏa 
 Pe|p  và  Pe+1|p 
được gọi là chỉ số rẽ nhánh của P trong K, kí hiệu eK(P) 
Từ định lý 2.1.15 ta có  eK(P)  n ;  K ie P  = ei ;   K if P = fi  và  gK(p) = g 

2.3.18 Định nghĩa 
 Cho p là một số nguyên tố. Gọi P1, . . . , Pg là các ideal nguyên tố nằm trên 
p. Khi đó 
 p = 1

1
eP . . . ge

gP  ;  ei =  K ie P  ;  i = 1, . . .,g    

nếu 
+ có ei  , i  {1, . . .,g} sao cho ei >1 thì p gọi là rẽ nhánh trong K 
+ ei = 1 ; i = 1, 2, . . ., g thì p không rẽ nhánh trong K 
2.3.19 Định lý  
 Gọi I (0) là một ideal của D. Khi đó: 
a)  Nếu N (I) = p với p là một nguyên tố thì I là một ideal nguyên tố  
b)   N (I)  I 
Chứng minh 
a) Giả sử N (I) = p, p nguyên tố 
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Rõ ràng I  1  vì N (I)  1. Giả sử tồn tại các ideal nguyên tố P,Q mà PQ 
chia được I (hay PQ | I) P, Q có thể không phân biệt thì I = PQA ; với A là 
một nguyên tố nào đó của D. Ta có: 

p = N (I) = N (P) . N (Q) . N (A) 
Đẳng thức này không thể xảy ra khi p là một số nguyên tố; N (P), N(Q) là các 
số nguyên dương lớn hơn 1. 
   I phải là một ideal nguyên tố . 
b) Chứng minh N (I)  I 
Ta có 

N (I) = :D I  

Do đó  
N (I) . (x + I) = 0 + I ;  x  D 

hay 
N(I) . x  I ;   x  D 

Chọn x = 1  D  ta được N(I)  I 
 
2.4 HÀM EULER – CÁC TÍNH CHẤT CỦA HÀM EULER 
2.4.1 Định nghĩa  

Cho A Δ D ta nói rằng ( x , A ) = 1 nếu (x, A ) = 1.  
Định nghĩa trên là hoàn toàn hợp lý. Thật vậy nếu x′  x   
  x′ - x  A   (x′, A) = (x, A ) = 1  
2.4.2 Định nghĩa  

Cho A Δ D, ta định nghĩa ( D
A )* = { x  D

A / x  khả nghịch }  

2.4.3 Mệnh đề   
Cho A Δ D, ( x , A) = 1   x  khả nghịch  

Chứng minh  
+   ) : 

 ( x , A) = 1 
 ta suy ra  

 (x, A) = 1.  
Điều này có nghĩa là  

<x> + A = D.  
Từ đó   x′  D, a  A để cho x.x′ + a = 1 
   x . 'x = 1 hay x  khả nghịch.  
+   ) : 
  x  khả nghịch  
suy ra  'x sao cho x . 'x = 1 
Hay  
  x . x′ - 1  A.  
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Từ đó  
  1  <x> + A  
có nghĩa là 
  <x> + A = D  
hay  
 (x, A) = 1.  
Vậy 
 ( D

A )* = { x / x  khả nghịch } = { x /(x, A) = 1}.  

2.4.4 Định nghĩa  
 Hàm   : P → N* ; P là tập các ideal của D. 

            A    (A) = |( D
A )*| được gọi là hàm Euler  

2.4.5 Định nghĩa  
 Cho A là ideal của D. tập con AT  được gọi là hệ thặng dư thu gọn theo mod 
A nếu thỏa mãn :  
 (s, A) = 1  s  AT   
 s, s′  AT  và s ≠ s′ thì s ≡ s′ (mod A)  
   a  D mà (a, A) = 1 thì   s  AT  sao cho s ≡ a (mod A)  

Nếu với mỗi lớp a  (D/A)* ta lấy một và chỉ một phần tử đại diện thì ta được 
tập AT  là hệ thặng dư thu gọn theo mod A. Từ đó ta có   (A) = | AT  |.  
Sau đây chúng ta sẽ nghiên cứu một số tính chất của hàm Euler.  
2.4.6 Mệnh đề   
 Hàm Euler có tính nhân tức là nếu A, B Δ D và (A, B) = <1>  thì  
  (AB) =   (A)   (B).  
Chứng minh  
Do (A, B) = <1>   nên có  a A, b B sao cho  a + b = 1. 
Giả sử   sao cho      A và    B  ta có  

 
A

B










    =  . ( a + b) = ( a +  b)   AB  do   a AB và  b AB. 

Xét tương ứng  

  :  D
AB →  D

A ×  D
B  

  x + AB (x + A, x + B)  
Ta chứng minh   là một đẳng cấu   
.  là một ánh xạ đồng thời là một đơn ánh vì:  
 1x + AB = 2x + AB 
   1x  - 2x   AB 
   1x – 2x    A, 1x  – 2x    B 
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   1x  + A = 2x + A, 1x  + B = 2x + B   
   ( 1x  + A, 1x  + B) = ( 2x  + A, 2x  + B)  
.   là một toàn ánh : 
Thật vậy, lấy phần tử (x + A, y + B )   D

A  ×  D
B .  

Do  (A, B) = 1 
nên   
    A + B = D 
suy ra tồn tại a A, bB sao cho a + b = 1.  
Xét phần tử   
   = bx + ay   
thì rõ ràng   

 
(1 ) ( )

(1 ) ( )

x x bx ay x b ay ax ay x y a A

y y bx ay y a bx by bx y x b B




           
            

 

    ≡ x (mod A),     ≡ y (mod B).  
Từ đó ta có: 
    (  + AB) = (  + A,  + B) = (x + A, y + B).  
Vậy   là một song ánh.  
Dễ thấy   là một đồng cấu vành nên   là đẳng cấu vành.  
Hơn nữa, theo chứng minh trên thì  

 (x, AB) =1 
 
 

, 1

, 1

x A

x B

 



 

Nên   cảm sinh đẳng cấu 

   *D
AB    *

D
A  ×  *

D
B  .  

  *D
AB =  *

D
A   *

D
B                                                                                                

Do đó   (AB) =  (A)   (B).  
2.4.7 Mệnh đề  
 Cho A, B là các ideal của D và A|B suy ra  (A) |  (B)  
Chứng minh  
Xét   : ( D

B )* → ( D
A )*  

        x + B x + A  
Ta thấy quy tắc   không phụ thuộc vào phần tử đại diện. 
Thật vậy với 1x + B = 2x  + B  

   1x  – 2x   B  
  1x – 2x   A  

  1x  + A = 2x  + A.  
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  là ánh xạ vì A|B nên (x, B) = 1   (x,A) = 1.  
Dễ thấy rằng   là một đồng cấu nhóm.  

Ta chứng minh   là toàn cấu tức chứng minh  *
D

A    im .  

Thật vậy, với mọi  
 x + A  ( D

A )* 

   (x, A) = 1.  
Do A | B nên có thể giả sử rằng Pi (1 ≤ i ≤ k) là các ideal nguyên tố mà Pi |B 
nhưng Pi | A  

  (P1P2 . . . Pk, A) = 1 

  P + A = D với 
1

k

i
i

P P


  .  

Từ đó tồn tại p  P, a  A để cho  
 p + a = 1 
Xét x′ = px + a thì x′ ≡ x (mod A) và x′ ≡ 1 (mod P)  
Do đó (x′, A) = (x, A) = 1 và (x′,P) = 1  
suy ra  
 (x′, AP) = 1.  
 Mà số các thừa số nguyên tố của B cũng giống như của AP. Vì thế  
 (x′, B) = 1.  
Do đó 
  x′ + B  ( D

B )*.  

Rõ ràng  
  (x′ + B) = x′ + A = x + A suy ra ( D

A )*  Imh.  

Vậy h là toàn cấu . 
Theo định lý Nơte ta có  
 im  ≅ ( D

B )* ker   

hay  
 ( D

A )* ≅ ( D
B )* ker  .  

Suy ra  
  (A)|  (B).  
2.4.8 Mệnh đề  
 Với n  N*, A Δ D thì ( )nA  =  N(A)n – 1 . ( )A   
Chứng minh  
Nếu n = 1 thì mệnh đề đúng, ta chứng minh mệnh đề đúng với n ≥ 2 
 Xét đồng cấu  
   : ( n

D
A

)* → ( D
A )*             
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             , nx A     ,x A                                                    

Theo chứng minh ở 2.4.7 , vì A | An nên   là một toàn cấu, ta  có 
 ker  = { x | x   1 (mod A)} = { 1 a  | a A}  

Ta có 1( )nN A   = 1( )nN A   =  *

1n
D

A  , gọi 

  11 2 ( )
, ,..., nN A

S a a a   là hệ thặng dư đầy đủ theo mod 1nA   

Theo Bổ đề 2.3.8 , có    A sao cho  
 A =   + AB; với B = 1nA   

   A =   + nA  

Ta chứng minh 
 ker  = H ; với H = { 1 ia  mod nA  } 

+ Chứng minh H   ker  
Lấy 1 ia   H 
Do 

  ( 1 ia ) = 1 ia  + A = 1 +A = 1 ( vì  A) 

  1 ia   ker   
   H   ker  
+ Chứng minh ker    H  
Lấy x   = x + nA   ker , ta chứng minh x  = 1 ja , ja nào đó thuộc S. 

Do x + nA   ker  
    ( x ) = x + A =  1 = 1+ A 
  x – 1  A =   + nA  

  x – 1 =  y + a; a  nA  

Do  11 2 ( )
, ,..., nN A

S a a a   là hệ thặng dư đầy đủ theo mod 1nA  nên có ja  

sao cho 
 y   ja mod 1nA   

   y - ja  = b ; b 1nA   

Ta được 
 x – 1 =  .( b + ja ) + a ; b 1nA  , a  nA ,   A 

          =   b +   ja  + a  

Vì  b  nA  và a  nA  
   x – 1    ja  ( mod nA ) 

   x  = 1 ja   ( mod nA ) 

   ker    H 
Do đó  
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 ker  = H ; với H = { 1 ia  mod nA  } 

+ Hơn nữa, các 1 ia  đôi một khác nhau 
Thật vậy, giả sử như 
 1 ia  = 1 ja  

   1 ia  + nA  = 1 ja  + nA  

    ( ia  - ja )   nA  

    ( ia  - ja )   nA  

    < ia  - ja >   nA  

    A i ja a =  (   + nA ) i ja a  =  i ja a + nA i ja a    nA  

   A i ja a   nA  

   i ja a    1nA   

  i ja a ( mod 1nA  ) 
   i ja a  

Suy ra  
 ker  = |H| = 1( )nN A   

Cuối cùng, do   toàn cấu, theo định lý Nơte ta có 
 |( D

A )*| = ker .| ( n
D

A
)*| = 1( )nN A  . |( n

D
A

)*| 

Vậy 
 ( )nA  =  N(A)n – 1 . ( )A  
2.4.9 Mệnh đề  
a) P là ideal tối đại của D thì  (P) = N(P) – 1  
b) A là ideal của D, A = Pn thì   (A) = N(P)n – 1 [N(P) – 1]  
c) A là ideal của , A có sự phân tích  
A = 1

1 ... rk k
rP P   

trong đó ki > 0,   i 1, r  và Pi là các ideal nguyên tố thì :  

   (A) = N(A)
1

1 1
1 ... 1

( ) ( )rN P N P

   
    

   
  

Chứng minh   
a) Do P là ideal tối đại nên D

P  là một trường. Từ đó  

 ( D
P )* = ( D

P )\  0 . 

 Suy ra 
  (P) = N(P) – 1.  
b) Do A = Pn nên do mệnh đề 2.4.8 ta có:  
  (A) =  ( nP ) =  (P) . N(P)n – 1 = N(P)n – 1 . [N(P) – 1]  
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c) Từ A = 1
1 .... rk k

rP P với 1
1 .... rk k

rP P đôi một nguyên tố cùng nhau nên  
  (A)=  1

1( )... ( )rk k
rP P   

Mặt khác  

  1 1
( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

( )
i i ik k k

i i i i
i

P N P N P N P
N P

   
    

 
  

nên 

  
1

1
( ) ( ) 1

( )

ki
r

i
i i

A N P
N P




 
  

 
  

              
1 1 1 1

1 1 1
( ) 1 ( ) 1 ( ). 1

( ) ( ) ( )

k ki i
r r r r

i i
i i i ii i i

N P N N P N A
N P N P N P   

      
           

      
     

 
2.4.10 Mệnh đề  
 Cho A là ideal của D khi đó 

|

( ) ( )
B A

B N A    

Chứng minh  
+TH1: Với A = nP  
suy ra B  {D, P1, P2, . . . Pn}  
 

/

( ) ( ) ( ) ... ( )n

B A

B D P P        

    = 11 ( ( ) 1) ( )( ( ) 1) ... ( ) .( ( ) 1)nN P N P N P N P N P        
    = 2 11 ( ( ) 1) ( ( ) ( )) ... ( ( ) ( ) )n nN P N P N P N P N P         
    =  ( ) ( )nN P N A  
+TH2 :Với 1

1 ... r
rA P P  , khi đó  

 1
1| ... ra a

rB A B P P   với 0 , 1,i ia i r     
Ta có  

 
1 1

( ) ( )i i

r r

i i
i i

N A N P N P 

 

 
  

 
   

 
Theo TH1 ta có 

  
0| ( )

( ) ( )i i

i
i ii

a
i i

aC N P

N P C P






 
 

    

  ( )N A   
0 0 |1 1

( ) ( )i i

i i i i

r r
a a

i i
a a B Ai i

P P B
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2.5 CÁC ĐỊNH LÝ SỐ HỌC TRÊN VÀNH D   
2.5.1 Định lý Euler  
 Cho aD, A   D sao cho (a, A) = 1. Khi đó 
    ( ) 1Aa   (mod A) 
Chứng minh 
Vì mọi phần tử của  *D

A  đều khả nghịch nên  *D
A  là một nhóm có cấp là 

( )A . 
 Vì (a, A) = 1 nên theo mệnh đề 2.4.3 suy ra  

 a   *D
A .  

Từ đó cấp của a là ước của ( )A .  
Do vậy 
 

( )
1

A
a


  hay ( ) 1Aa   (mod A). 
Từ định lý Euler ta rút ra các hệ quả sau  
2.5.2 Hệ quả  
 P là ideal tối đại của D thì ( )N Pa a (mod P) 
Chứng minh 
Nếu a   P  
   ( )N Pa  - a = a[ ( ) 1N Pa   - 1]   P 
Hay  
 ( )N Pa a (mod P) 
Nếu (a, P) = 1 theo định lý Euler thì  
 ( )Pa ≡ 1 (mod P)  
nên  
 ( ) 1Pa   ≡ a  (mod P), 
mà P là ideal tối đại nên  
 N(P) =  (P) + 1  
Do đó  
 ( )Pa  ≡ a (mod P)  
2.5.3 Hệ quả  
 α, β  D và (<α >, <β>) = 1 thì ( )a  ≡ 1 (mod β )  
2.5.4 Hệ quả  
 A Δ D, a  D sao cho (a, A) = 1. Nếu s ≡ t (mod  A ) 

thì  
 as ≡ at (mod A)  
2.5.5 Định lý Wilson  
 Cho P là ideal tối đại của D và s =  (P) = N(P) – 1.  
Nếu  
 1{ ,..., }s  là hệ thặng dư thu gọn theo mod P thì 
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  1... s   ≡ - 1 (mod P)  
Chứng minh 
Trong trường D

P  ta xét phương trình 

  xs - 1= 0  (1)  

với  i  {1, 2, . . . , s} thì i   *D
P .  

Từ đó  
 ( i , P) = 1.  
Theo định lý Euler ta có :  
 s

i ≡ 1 (mod P)  hay  s
i - 1 = 0  

Từ đó ta thấy 1.... s   là tất cả các nghiệm của phương trình (1)  
Do đó  

 xs - 1 =  
1

s

i
i

x 


 . 

Theo định lý Viet ta có 

 
1

( 1) ( 1)
s

s
i

i




    (2). 

Giả sử trường hữu hạn D
P có đặc số p. Khi đó  

+Nếu p = 2 : khi đó  
 | D P | = 2n là số chẵn nên s lẻ nên từ  (2) ta có 

  
1

( 1)( 1) 1
s

i
i




      

 +Nếu p > 2 : khi đó 
  | D P | = pn là số lẻ nên s chẵn nên từ  (2) ta có   

 
1

(1)( 1) 1
s

i
i




    .  

Vậy  

 
1

1
r

i
i




  (mod P) 
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CHƯƠNG 3 
SỰ PHÂN TÍCH MỘT IDEAL THÀNH TÍCH CÁC 
IDEAL NGUYÊN TỐ  TRONG TRƯỜNG BẬC HAI 

 
3.1 Định lý về sự mô tả KO  khi K là trường bậc hai 
Trong tiết này ta kí hiệu K là một mở rộng bậc hai của Q, [K:Q] = 2, D=OK là 
vành các số nguyên đại số của K. Ta có định lý mô tả về vành các số nguyên 
đại số của K. Trước hết ta xét mệnh đề 
3.1.1 Mệnh đề 
Tồn tại duy nhất số nguyên m, m không chia hết cho số chính phương khác 1, 
sao cho K = Q( m ) 
Chứng minh 
*Trước hết ta chứng minh sự tồn tại của m: 
Lấy  K \ Q thì K= Q( ). 
Do [K:Q] = [Q( ):Q] =2 nên irr ( )Q  = x2+ax+b  Q[x] có 2 nghiệm 

2 2

1 2

4 4
;

2 2

a a b a a b      
   

Suy ra  = 1 hay   = 2 , vì   1+  2 = -a nên Q( 1 )=Q(-a- 2 )=Q( 2 )=Q( ) 

Đặt a2-4b= 2

p pq

q q
 ; p  Z, q N*; (p,q)=1. 

Vì    Q nên pq không là số chính phương. Do đó pq = k2m với k  N*, m là 
số nguyên không chia hết cho số chính phương khác 1. 
Như vậy 

  K = Q( )=Q(
2 4

2

a a b   )=Q( 2 4a b )=Q(
2

pq

q
)=Q( 21

r m
q

)=Q( m ). 

*Sự duy nhất: 
Giả sử rằng n là số nguyên không chính phương khác thỏa Q( m )=Q( n ) 

,x y Q   sao cho 2 2 2m x y n xy n    

Ta nhận thấy nếu 
2 2

0
2

m x y n
xy n Q

xy

 
     mâu thuẫn cách chọn n không 

chính phương. Do đó xy = 0. Lúc này, nếu y = 0 thì m = x2 hay m  = x Q( 
vô lý). Suy ra x=0, dẫn đến m = y2n. 
Vì m,n Z và m không chia hết cho số chính phương khác 1 nên y2=1. 
Vậy n=m. 
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3.1.2 Định lý  
Cho K=Q( m ), m không chia hết cho số chính phương khác 1. Khi đó 

 
; 2,3(mod 4)

1
; 1(mod 4)

2

Z Z m m
D m

Z Z m

  
  

 


 

Chứng minh 
Ta chứng minh Z Z m D    
Với ; ,a b m a b Z     thì   là nghiệm của đa thức  

2 2 2( ) ( )( ) 2 [ ]f x x a b m x a b m x ax a mb Z x                 D                                    

Ta chứng minh 1

2

m
Z Z D


   khi 1(mod 4)m       

Với 1
; ,

2

m
a b a b Z 

    thì   là nghiệm của  

2
2 2 ( 1)

( ) [ ( ) ][ ( ) ] (2 )
2 2 2 2 4

b b m b b m m b
g x x a x a x a b x a ab


              

Do 1(mod 4)m   nên ( ) [ ]g x Z x D    

Ta chứng minh 
; 2,3(mod 4)

1
; 1(mod 4)

2

Z Z m khi m
D m

Z Z khi m

  
  

 


 

Với ; ; , .D a b m a b Q      Gọi f(x) là đa thức tối tiểu của   trên Q thì  
f(x) [ ]Z x . Xét 2 trường hợp 
*TH1: b=0 ( ) [ ]f x x a Z x a Z Z D         Vế phải(VP) 

*TH2: 2 2 2

2 2

2
0 ( ) 2 [ ]

a
b f x x ax a mb x

a mb


        

 




. (*) 

Vì 2 2 2a a     hay 2 2 1a   
+ Xét trường hợp 2 2a  , khi đó 2a mb    , ta đặt 

 
2

2 2
2

;( , ) 1; ,
k k

b k l k l mb m m l
l l

          

Do m không chia hết cho số chính phương khác 1 nên l2 = 1 hay l= 1 , suy ra 
b  
Vậy .a b m m VP        
+ Xét trường hợp 2 2a +1 
Từ (*) ta có 2 2 2 2 2 24 4 4 4a mb a mb mb b           �( vì m không 
chia hết cho số chính phương khác 1). 
Ta có 24b   dẫn đến 2b , từ đó 2 2b   hay 2 2b +1 

Nếu 2 2b 
(*)

2 2b mb a         � 2 2a a    ( vô lý).  
Vậy 2 2b +1. 
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Bây giờ, do 2a và 2b thuộc 2 1  nên có thể đặt 2a=2u+1; 2b=2v+1; u,v   
Do a2-mb2Z suy ra 

 

 

2 2
2 22 1 2 1 1

2 2 4

1 mod 4 .

u v m
m u mv u mv

m m

              
   
   




 

Cuối cùng 

 

2 1 2 1

2 2

2 1 2 1 2 1 1
( 1) ( ) (2 1)

2 2 2 2

u v
a b m m

u v v m
m u v v

           
   

                    
     

1 1

2 2

m m
D  

          khi  1 mod 4 .m   

Vậy định lý đã được chứng minh. 
3.1.3 Định lý 
Cho K=Q( m ), m không chia hết cho số chính phương khác 1. Khi đó 

a) Nếu m 5(mod 8) thì  
  2  là ideal nguyên tố của D; N( 2 ) = 4 

b) Nếu m 1(mod 8) thì  

  2 = 2M . 2M  với 2M = < 2, 1

2

m >, 2M  = <2, 1

2

m > là các ideal 

nguyên tố phân biệt của D và N( 2M ) = N( 2M ) = 2. 

c) Nếu m2 (mod 4) thì  
  2 =  2

2M  với 2M = < 2, m > là ideal nguyên tố của D và N( 2M )=2. 

d) Nếu m  3 ( mod 4) thì  
  2 =  2

2M  với 2M = < 2, 1 + m > là ideal nguyên tố của D và 

N( 2M )=2 
Chứng minh 

a) Trường hợp m 5(mod8)  
Giả sử rằng <2> = 1P . 2P  ( 1P  2P ) hay <2> = 2

1P ; 1P , 2P  là các ideal nguyên tố 

   N( 1P ) = 2 
   1( )Kf P = 1  

   
1

D
P = { a+ 1P | a= 0;1; …; p-1 } 

Khi  m  5 ( mod 8 )    D = { a + b. 1

2

m | a, b Z } 

Với 1

2

m
 D thì a Z thỏa  1

2

m    a ( mod 1P ) 
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  1

2

m  = 1- 1

2

m
  1- a ( mod 1P ) 


1

4

m  = 1

2

m . 1

2

m    a. ( 1 – a ) ( mod 1P ) 

Hơn nữa, do 1

4

m
Z (vì m5 mod 8); a.( 1 – a) Z và 1P | <2> 

  1

4

m
  a. ( 1 – a ) ( mod 2) 

Do a  Z nên a.( 1-a )   2 

  1

4

m
  0 ( mod 2) 

  m  1 ( mod 8) trái giả thiết m5 ( mod 8) 
Vậy < 2> là ideal nguyên tố. 

b) Trường hợp m 1(mod8)  

Đặt 2M  = < 2, 1

2

m >, 2M  = <2, 1

2

m >, ta có  

2M . 2M = <2, 1

2

m >.<2, 1

2

m > = < 4, 2. 1

2

m ,2. 1

2

m , 1

4

m > 

        = <2> . I với I = < 2,  1

2

m , 1

2

m ,1

8

m > 

Do 1 = 1

2

m  + 1

2

m   I    I = < 1 >  

   2M  2M  = < 2> 

+ Ta chứng minh 2M , 2M    D 

Thật vậy, nếu 2M  = D , do m  1( mod 8 )    D = { a + b. 1

2

m | a, b Z } 

   2M . 2M = D. < 2, 1

2

m > = < 2 > 

   < 2> . < 1, 1

4

m > = < 2 > 

   < 1, 1

4

m > = { a + b. 1

2

m | a, b Z } 

     a, b   Z sao cho  1

4

m  =  a + b. 1

2

m  

   1

2 4

b 
  hay b= 1

2

  ( vô lý) 

   2M   D, và tương tự 2M  D. 

+ Ta cũng có 2M   2M  vì nếu 2M = 2M     1 = 1

2

m +1

2

m
 2M  ( vô lý) 
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+ Bây giờ, do 2M . 2M  = <2> 

   N( 2M ). N( 2M ) = N( 2M . 2M ) = N(<2>) = 4 

   N( 2M ) = N( 2M ) = 2 vì 2M , 2M  D 

   2M , 2M  là các ideal nguyên tố. 
c) Trường hợp m2(mod 4) 

Đặt   2M  = < 2, m   >, khi đó 

 2M 2  = < 2, m >.< 2, m   > 

               = < 4, 2 m  , m> = <2> . I với I= <2, m  , m/2> 
Do m2(mod 4) nên m/2 là số lẻ , đặt m/2 = 2k +1, kZ 
   1 = (-k).2 +1. (m/2)  I  
   I = <1> 
   <2> =  2M 2    
Hơn nữa 
       N( 2M )2 = N( 2M 2) = N(<2>) = 4 

   N( 2M ) = 2  
   2M  là ideal nguyên tố. 

d)  Trường hợp m3(mod 4) 
Đặt 2M  = < 2, 1 + m   > 

Vì 1 - m   = 2 – ( 1 + m  )  2M  

Nên 2M  = <2, 1 - m >, khi đó 

 2M 2  = <2, 1 + m > . <2, 1 - m > = <4, 2( 1+ m  ), 2( 1- m  ), 1 - m> 
       = < 2 > . I  

với I = < 2, ( 1+ m  ), ( 1- m  ), 1

2

m > 

Vì m   3 ( mod 4 ) nên 1

2

m  là số lẻ suy ra (2, 1

2

m ) =1 , do đó có x, y Z 

sao cho 

 1 = x.2 + y(1

2

m ) I 

   I = <1>    2M 2 = <2>  
   N( 2M )2 = N( 2M 2  ) = N(<2>) = 4 
   N( 2M ) = 2    2M  là ideal nguyên tố. 
Ta chứng minh xong định lý 3.1.3 
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Tóm lại  

 
2

2

2

1 1
2, . 2,

2 2
2 .

2,

2,1

m m

m

m



  
 






      khi   

5mod8

1mod8

2 mod8

3mod8

m

m

m

m









 

Trong đó các ideal ở vế phải trong từng trường hợp tương ứng như 
1 1

2 ; 2, ; 2, ; 2, ; 2,1
2 2

m m
m m

 
  đều là các ideal nguyên tố của D. 

3.1.4 Định lý 
Cho K=Q( m ), m không chia hết cho số chính phương khác 1. Với p là số 
nguyên tố lẻ bất kỳ. Khi đó 

a) nếu |p m thì  

 p =  2

2M  với ,pM p m  là ideal nguyên tố của D và N( pM )= p . 

b) nếu 1
m

p

 
 

 
 thì p = pM . pM  với ,pM p a m  , ,pM p a m  , 

 2 moda m p , là các ideal nguyên tố phân biệt của D  

và N( pM ) = N( pM ) = p . 

c) nếu 1
m

p

 
  

 
  thì p là ideal nguyên tố của D và 2( )N p p  

Chứng minh 
a) Giả sử |p m   

 Đặt ,pM p m , khi đó 

  pM 2 =  < p, m >< p, m   > 

                = <p2,p m , m >=<p>.I    với I=<p, m   , m

p
>  

Do m   p2, |p m  

   (p, m

p
) = 1  

Vì thế có x,y   Z thỏa 1= xp + y( m

p
)    I  

   I = <1>    
   p  = pM 2 . 
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   N( pM )2=N( pM )N( pM )=N( pM 2)=N( p ) = p2 

   N( pM )= p    pM  là ideal nguyên tố. 

TH1 rơi vào phần a/                                                                                                             

b) Giả sử 1
m

p

 
 

 
  

+ Do  1
m

p

 
 

 
  nên có a Z thỏa a2   m (mod p). Vì 2 |p m nên p | a. Ta đặt 

 pM = ,p a m  ; ,pM p a m   

Trước hết, ta chỉ ra rằng pM  pM  .  

Giả sử pM = pM ,  

khi đó  
 2a= ( a m )+( a m ) pM    2a  pM Z p|2a   p|a do p>2 

Điều này trái giả thiết. 
 pM , pM  phân biệt. 

+ Tiếp theo ta chứng minh p = pM pM , ta có 

 pM pM  = ,p a m ,p a m  

    =    2 2, , ,p p a m p a m a m    

    =     
2

, , ,
a m

p p a m a m
p


   

                     = p .I  với I =    
2

, , ,
a m

p a m a m
p


   

Do (2a,p)=1 nên tồn tại x,y  Z sao cho x.p +y.(2a)=1 
  1= x.p +y.(2a) = xp + y( a m ) + y( a m ) I 
  I = <1>.  
Điều này chứng tỏ rằng p = pM pM  

+ pM , pM  là các ideal nguyên tố. Thật vậy 

pM = ,p a m = ,p a m  ,p a m =  pM  

  N( pM )=N(  pM ) = N( pM ) 

Mà   
N( pM ).N( pM )=N( pM pM )=N( p )= p2 

   N( pM ) = N( pM ) = p  

  pM , pM  là các ideal nguyên tố. 
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c) Trường hợp 1
m

p

 
  

 
 

Giả sử p  không là ideal nguyên tố của D nguyên tố, khi đó 

  p = 1P 2P ( 1P  2P ) hay p =  2

1P . 

Trong mỗi trường hợp trên đều dẫn đến Kf ( 1P )=1   N( 1P ) = p. 
 Suy ra 

1

D
P = { a+ 1P | a= 0;1; …; p-1 }( theo định nghĩa 2.3.14) 

Với  
m   D m  + 1P   

1

D
P  

  aZ sao cho m a( mod 1P ) ma2 (mod 1P ) 

Do mZ, a2Z, 1P | <p> nên ma2( mod p) trái giả thiết 1
m

p

 
  

 
. 

Vậy p  là ideal nguyên tố của D.  

Tóm lại, với số nguyên tố lẻ p ta có 
  

 

2

,

, . ,

p m

p p a m p a m

p





  




 khi 

|

|

p m

p 2, 1, (mod )

|

m
m a m p

p

p

 
  

 

, 1
m

m
p

 
  

 

 

 
3.2 Ideal liên hợp  
Khi K = ( )Q m , m không chia hết số chính phương khác 1, có đúng 2 đơn 
cấu trường 

 1, : K C   
với 

  
1( )a b m a b m

a b m a b m

  

  
  

Gọi I là một ideal của D. Do I được sinh bởi nhiều nhất 2 phần tử nên ta có 
thể giả sử I   hay ,I   . Ta định nghĩa ideal liên hợp của I như sau 

    I I     hay    ,     một cách tương ứng.  

Ta cũng kí hiệu      

Do      2 I I        
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Ta có  

 
       
       

; , .K
          

 
       

         
  

 

Từ những tính chất trên chúng ta kiểm chứng được rằng nếu 1,..., nI    thì 

1,..., .nI    

3.2.1 Định lý 
Cho I , J là các ideal của D. Khi đó  IJ I J  

Chứng minh 
Vì ,    nên chúng ta có thể giả sử cả I , J đều được sinh bởi 2 phần tử 

 , ; ,I J      

Khi đó  
, . , , , ,

, , , , , , , . ,

IJ

IJ I J

       

           

 

    
 

3.2.2 Định lý 
   .N I I I  

Chứng minh 
Do định lý đúng khi 0 , 1I   nên có thể giả sử 0 , 1I  . Đặt 

    1
1 1 1

11 1 1... ... ...
r

sr
b b ca a c d dt

rr s tI P P P P Q Q R R  (*) 

với  , ,i i iP Q R  là các ideal trong sự phân tích của I trong D, cụ thể hơn 
 + 1... rP P  là các ideal nguyên tố phân biệt thỏa  

   . ; ;i i i i i i i iP P p N P N P p P P     

 + 1... sQ Q  là các ideal nguyên tố phân biệt thỏa   2; .i i i i iQ Q q N Q q    

 + 1... tR R  là các ideal nguyên tố phân biệt thỏa  2, ,i i i i i iR R R r N R r    

và  , ,i i ip q r  là các số nguyên tố.  
Theo 3.2.1 ta có  

      1
1 1 1

1 1 1 1... ... ...
r

sr
a a cb b c d dt

r r s tI P P P P Q Q R R  

     1 1
1 1 1 122 2 2

1 1 1 1... ... ...
r r

sr r
a b a b ca b a b c d dt

r r s tI I P P P P Q Q R R
    

     
1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 1

22
1 1 1

... . ... . ...

... . ... . ...

r r s

sr r

a b a b c c d dt

r s t

a b ca b c d dt
r s t

p p q q r r

p p q q r r

 

 




 

Hơn nữa, lấy chuẩn hai vế (*) ta thấy 

                  11 1 1

1 1 11
... ... ...

rr s
b ba a c c d dt

r r s tN I N P N P N P N P N Q N Q N R N R  
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          1 1 1 122
1 1 1 1... . ... . ...s tr r c da b a b c d

r r s tp p p p q q r r       
Từ hai kết quả trên ta có kết quả cần chứng minh. 
   .N I I I . 

3.3.3 Hệ quả 
    N I N I  

Chứng minh 
Với I là ideal khác 0  của D ta có  

  .N I I I =    . .I I I I N I   

   N I N I   , với   là một phần tử khả nghịch của D. 

Do     ,N I N I   là  những sồ nguyên dương nên  = 1  

     N I N I . 

Kết quả vẫn đúng khi 0I  . 

 
3.3 Số học trên vành D = { a + b. 10 | a,b  Z} 
Theo định lý 3.1.2 ta thấy D = { a + b. 10 | a,b  Z} chính là vành các số 
nguyên đại số của trường K = Q( 10 ). Trong tiết này ta kí hiệu  
K = Q( 10 ) và D là vành các số nguyên đại số của trường K. Ta có mệnh đề 
3.3.1 Mệnh đề 
Nếu   = a + b 10   D thì N(< >)= N( ) = a2 + 10b2. 
Chứng minh 
Xét hai trường hợp 
. nếu    Q thì  b=0 và irr Q ( ) = x -    

   N( ) =  2 = a2 + 10b2 
. nếu    Q thì  deg irr Q ( ) = 2 suy ra irr Q ( ) = ( x -   )( x -  ) 

   N( ) =  .  = (a + b 10 ).( a - b 10 ) = a2 + 10b2 

Do  N(< >)= |N( )| 
   N(< >)= N( ) = a2 + 10b2. 
3.3.2 Ví dụ 
Sự phân tích phần tử 10 D thành tích các phần tử bất khả quy là không duy 
nhất. 
Ta thấy 10 = 2.5 = - 10  . 10  , với 2, 5, 10  là các phần tử bất khả quy 
của D. Thật vậy    
. Giả sử 2=  .  ;  ,  D 
   N( ) . N( ) = N(  )= N(2)= 4, khi đó có thể xảy ra các trường hợp sau 
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+ nếu  N( )=4, N(  )=1     khả nghịch ( theo định lý 2.3.6c) 
+ nếu N(  )=4, N( ) =1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) = N( ) = 2   a2+10b2= 2 không thể xảy ra với a,b Z. 
Vậy 2 là phần tử bất khả quy. 
. Giả sử 5=  .  ;  ,  D 
   N( ) . N( ) = N(  )= N(5)= 25 
Khi đó có thể xảy ra các trường hợp sau 
+ nếu  N( ) = 25, N( ) = 1    khả nghịch  
+ nếu  N( ) =25,  N( ) = 1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) = N( ) = 5   a2+10b2= 5 không thể xảy ra với a,b Z. 
Vậy 5 là phần tử bất khả quy. 
. Giả sử 10 =  .  ;  ,  D 
   N( ) . N(  ) = N(  )= N( 10 )= 10, khi đó có thể xảy ra các trường 
hợp sau 
+ nếu  N( )=10, N(  )=1     khả nghịch. 
+ nếu N(  )=10, N( ) =1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) =5,  N( ) = 2   a2+10b2= 2 không thể xảy ra với a,b Z. 
+ nếu  N( ) =2,  N( ) = 5  không thể xảy ra. 
Vậy 10  là phần tử bất khả quy. 
Qua ví dụ trên ta có thể nói D không phải là vành Gauss vì sự phân tích một 
phần tử thành tích các phần tử bất khả quy là không duy nhất. 
3.3.3 Định lý 
Với số nguyên tố p bất kỳ, ta có sự phân tích ideal chính p  thành tích các 

ideal nguyên tố của D như sau: 
a/ 
. nếu p=2 thì <2>=  2

2M với   2 2, 10M   ,  N( 2M  ) = 2 

. nếu p=5 thì <5>=  2

5M với   5 5, 10M   ,  N( 5M  ) = 5 

b/ 
. nếu p có dạng 40k + 1, 40k +7, 40k +9, 40k +11, 40k +13, 40k +19, 40k +23 
và 40k +37 thì 

p  = pM . pM  với , 10pM p a   , , 10pM p a   , a2 + 10   0 (mod p), 

( )pN M = ( )pN M = p 

c/ 
. nếu p có dạng 40k + 3, 40k +17, 40k +21, 40k +27, 40k +29, 40k +31, 40k 
+33 và 40k +39 thì p  là ideal nguyên tố của D. 
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Chứng minh 
Áp dụng định lý 3.1.3 khi m = -10, phần a/ được chứng minh trực tiếp, phần 

b/ ta chỉ cần chứng tỏ các số nguyên tố đó thỏa 10

p

 
 
 

=1 và phần c/ tương 

ứng là 10

p

 
 
 

=-1. 

Cụ thể như sau: 
a/ 
. Do p=2 và -10   2 (mod 4)   <2> =  2

2M với   2 2, 10M   ,  N( 2M  ) = 2 

. Do 5| -10 và p=5 > 2   <5> =  2

5M với   5 5, 10M   ,  N( 5M  ) = 5 

b/ 
Theo kết quả của công thức Legendre ta có 

10

p

 
 
 

= 1

p

 
 
 

2

p

 
 
 

5

p

 
 
 

 

Với 1

p

 
 
 

=  
1

21
p

  ; 2

p

 
 
 

=  
2 1

81
p 

  ; 5

p

 
 
 

=  
5 1 1

.
2 21

p 


5

p 
 
 

=
5

p 
 
 

 

Nên 10

p

 
 
 

=  
1

21
p

 .  
2 1
81

p 

 .
5

p 
 
 

=  
2 4 5

81
p p 


5

p 
 
 

 

Bây giờ ta xét các trường hợp cụ thể của p 
+ Khi p = 40k + 1 hay 40k + 11 ta có   

 
2 4 5

8

p p   chẳn, 
5

p 
 
 

= 1

5
 
 
 

=1  10

p

 
 
 

=1 

 
+ Khi p = 40k + 7 hay 40k + 37 ta có   

 
2 4 5

8

p p   lẻ, 
5

p 
 
 

= 2

5
 
 
 

=  
25 1
81


 =-1  10

p

 
 
 

=1 

+ Khi p = 40k + 9 hay 40k + 19 ta có   

 
2 4 5

8

p p   chẳn, 
5

p 
 
 

= 1

5

 
 
 

=  
5 1

21


 =1  10

p

 
 
 

=1 

+ Khi p = 40k + 13 hay 40k + 23 ta có   

 
2 4 5

8

p p   lẻ, 
5

p 
 
 

= 2

5

 
 
 

= 1

5

 
 
 

2

5
 
 
 

= (1)(-1) = -1   10

p

 
 
 

=1 

Vậy các số nguyên tố ở phần b/ thỏa 10

p

 
 
 

=1. 

c/ Ta chứng minh các số nguyên tố ở phần b/ thỏa 10

p

 
 
 

= - 1 
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+ Khi p = 40k + 3 hay 40k + 33 ta có   

 
2 4 5

8

p p   chẳn, 
5

p 
 
 

= 2

5

 
 
 

= -1  10

p

 
 
 

= -1 

+ Khi p = 40k + 17 hay 40k + 27 ta có   

 
2 4 5

8

p p   chẳn, 
5

p 
 
 

= 2

5
 
 
 

= -1  10

p

 
 
 

= -1 

+ Khi p = 40k + 21 hay 40k + 31 ta có   

 
2 4 5

8

p p   lẻ , 
5

p 
 
 

= 1

5
 
 
 

= 1  10

p

 
 
 

= -1 

+ Khi p = 40k +29 hay 40k + 39 ta có   

 
2 4 5

8

p p   lẻ , 
5

p 
 
 

= 1

5

 
 
 

= 1  10

p

 
 
 

= -1 

Vậy các số nguyên tố ở phần c/ thỏa 10

p

 
 
 

= -1. 

Ta chứng minh xong định lý. 
3.3.5 Một số ví dụ 
1/ Phân tích  = 26 65 10   thành tích các ideal nguyên tố , tính  ( ). 

Ta có  = <13> .< 2+ 5 10 > 
+ 13 có dạng 40k + 13 
 nên <13>= 13M 13M ; 13M =<13, 4+ 10 >, 13M = <13, 4+ 10 >,  

N( 13M ) = N( 13M )=13 

+ Đặt  = < 2+ 5 10 >   N(  )= 22+10.52= 254=2.127 

 . <2> = 2
2M , 2M = < 2, 10 >, N( 2M )=2 

 . 127 có dạng 40k + 7 

   < 127 > = <127, 25+ 10 ><127, 25 - 10 >= 127M 127M , 

N( 127M )=N( 127M )=127 

 . Theo định lý 3.2.2 ta có   = <N( )> =<2>.< 127 >= 2
2M . 127M 127M   

và  2+ 5 10 = 127-5.( 25 - 10 )  127M  

nên   = 2M . 127M  
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+ Vậy   = 2M 13M 13M 127M  

 ( ) =  ( 2M )  ( 13M )  ( 13M )  ( 127M )  

               = (2-1).(13-1).(13-1).( 127-1)=18144. 
2/ Phân tích  = 32395 6479 10   thành tích các ideal nguyên tố , tính 

 ( ). 

  = 11 19 31 5 10   

+ 11 có dạng 40k + 11 
 nên <11>= 11M 11M ; 11M =<11, 1+ 10 >, 11M = <11, 1- 10 >,  

N( 11M ) = N( 11M )=11 
+ 19 có dạng 40k + 19 
 nên <19>= 19M 19M ; 19M =<19, 3+ 10 >, 19M = <19, 3- 10 >,  

N( 19M ) = N( 19M )=19 
+ 31 có dạng 40k+31 nên <31> = 31M  là ideal nguyên tố, N( 31M ) = 312 

+ Đặt  = < 5 + 10 >   N( )= 52+10= 35 = 5.7 

. <5> = 2
5M , 5M = < 5, 10 >, N( 5M )=5 

. <7>= 7M 7M ; 7M =<7, 2+ 10 >, 7M = <7, 2 - 10 >, 

  N( 7M ) = N( 7M )=7 

. Do   = <N( )> =<5>< 7 >= 2
5M . 7M 7M  

và  5 + 10 = 7 - ( 2 - 10 )  7M  

nên   = 5M . 7M  

+ Vậy   = 5M 7M 11M 11M 19M 19M 31M  

 ( ) =  ( 5M )  ( 7M )  ( 11M ) ( 11M ) ( 19M )  ( 19M ) ( 31M )  
    = (5-1).(7-1)(11-1).(11-1).(19-1).(19-1),( 312-1) 
    = 746496000 

3/ Phân tích  = 12341 5289 10   thành tích các ideal nguyên tố , tính 

 ( ). 

   = 41 43 7 3 10   

+ 41 có dạng 40k + 1 
 nên <41>= 41M 41M ; 41M =<41, 20+ 10 >, 41M = <41, 20- 10 >,  

N( 41M ) = N( 41M )=41 



 61

+ 43 có dạng 40k+3 nên <43> = 43M  là ideal nguyên tố, N( 43M ) = 432 

+ Đặt  = < 7+3 10 >   N(  )= 72+10.32 =  139, vì 139 là số nguyên tố  
nên   là ideal nguyên tố của D, ta đưa   về dạng pM , pM  

. 139 có dạng 40k + 19 nên <139> = 139M 139M ; 139M =<139, 44+ 10 >,  

139M = <139, 44- 10 >, N( 139M ) = N( 139M )=41 

. Do   = <N( )> = <139 > = 139M 139M  

và  7+3 10  = 139 – 3.( 44- 10 )  139M  

nên   = 139M  

    = 41M 41M 43M 139M  
 

   ( ) =  ( 41M ) ( 41M ) ( 43M ) ( 139M )  
      = (41-1)(41-1)(432-1)(139-1) = 408038400 
 

3.4 Số học trên vành D = { a + b. 1 15

2

  | a,b  Z} 

Theo định lý 3.1.2 ta thấy D = { a + b. 1 15

2

  | a,b  Z} chính là vành các số 

nguyên đại số của trường K = Q( 15 ). Trong tiết này ta kí hiệu  
K = Q( 15 ) và D là vành các số nguyên đại số của trường K. Ta có mệnh đề 
3.4.1 Mệnh đề 

Nếu   = a + b1 15

2

    D thì N(< >)= N( ) = a2 + ab+4b2. 

Chứng minh 
Xét hai trường hợp 
. nếu    Q thì  b=0 và irr Q ( ) = x -    

  N( ) =  2 = a2 = a2 + ab+4b2 
. nếu    Q thì  deg irr Q ( ) = 2 suy ra irr Q ( ) = ( x -   )( x -  ) 

   N( ) =  .  = (a + b 1 15

2

  ).( a + b 1 15

2

  ) = a2 + ab+4b2. 

Do  N(< >)= |N( )| 
   N(< >)= N( ) = a2 + ab+4b2. 
3.4.2 Ví dụ 
1) Các phần tử 3; 5; 15  là  các phần tử bất khả quy của D. 
Thật vậy    
. Giả sử 3 =  .  ;  ,   D 
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  N( ) . N( ) = N(  )= N(3)= 9, khi đó có thể xảy ra các trường hợp sau 
+ nếu  N( ) =  9; N( ) =  1    khả nghịch. 
+ nếu N(  ) =  9;  N( ) =  1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) = N( ) = 3   a2 + ab+4b2 = 3 không thể xảy ra với a,b Z. 
+ nếu  N( ) = N( ) = -3   a2 + ab+4b2 = 3 không thể xảy ra với a,b Z. 
Vậy 3 là phần tử bất khả quy. 
. Giả sử 5 =  .  ;  ,   D 
  N( ) . N( ) = N(  )= N(5)= 25, khi đó có thể xảy ra các trường hợp 
sau 
+ nếu  N( ) =  25; N(  ) =  1    khả nghịch. 
+ nếu N(  ) =  25;  N( ) =  1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) = N(  ) = 5   a2 + ab+4b2 = 5 hay (2a+b)2 + 15b2 =20 không thể 
xảy ra với a,b Z. 
+ nếu  N( ) = N( ) = -5   a2 + ab+4b2 = -5 không thể xảy ra với a,b Z. 
Vậy 5 là phần tử bất khả quy. 
. Giả sử 15  =  . ;  ,   D 

  N( ) . N( ) = N(  )= N( 15 ) = 15, khi đó có thể xảy ra các trường 
hợp sau 
+ nếu  N( ) =  15; N(  ) =  1    khả nghịch. 
+ nếu N(  ) =  15;  N( ) =  1     khả nghịch. 
+ nếu  N( ) =  5; N( )   =  3 không thể xảy ra 
+ nếu  N( ) =  3; N( ) =  5 không thể xảy ra  
Vậy 3 là phần tử bất khả quy. 
2) Trong D ta có sự phân tích 
 15 = 3.5 = - 15 . 15  
Qua ví dụ trên ta có thể nói D không phải là vành Gauss vì sự phân tích một 
phần tử thành tích các phần tử bất khả quy là không duy nhất. 
3.4.3 Định lý 
Với số nguyên tố p bất kỳ, ta có sự phân tích ideal chính p  thành tích các 

ideal nguyên tố của D như sau: 
a/ 

. nếu p=2 thì <2>= 2 2M M với   2

1 15
2,

2
M

 
 ,  2

1 15
2,

2
M

 
 là ideal 

nguyên tố của D;  2N M  = 2( )N M  = 2 

. nếu p=3 thì <3>=  2

3M với   3 3, 15M    là ideal nguyên tố của D,  

3( )N M  = 3 
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. nếu p=5 thì <5>=  2

5M với   5 5, 15M    là ideal nguyên tố của D,  

  5N M  = 5 

b/ 
. nếu p có dạng 15k + 1, 15k +2, 15k + 4, 15k +8 thì 

p  = pM . pM  với , 15pM p a   , , 15pM p a   , ( )pN M = ( )pN M = p, 

a2 + 15   0 (mod p) 
c/ 
. nếu p có dạng 15k + 7, 15k +11, 15k +13, 15k +14 thì p = pM  là ideal 

nguyên tố của D;  pN M = p2 . 

Chứng minh 
Áp dụng định lý 3.1.3 khi m = -15, phần a/ được chứng minh trực tiếp, phần 

b/ ta chỉ cần chứng tỏ các số nguyên tố đó thỏa 15

p

 
 
 

=1 và phần c/ tương 

ứng là 15

p

 
 
 

=-1. 

Cụ thể như sau: 
a/ 

. Do p=2 và -15   1 (mod 8)   <2> = 2 2M M với 2

1 15
2,

2
M

 
 ,  

2

1 15
2,

2
M

 
 là ideal nguyên tố của D;  2N M  = 2( )N M  = 2 

. Do p = 3| -15   <3> =  2

3M với   3 3, 15M    là ideal nguyên tố của D,  

3( )N M  = 3 

. Do p=5| -15   <5> =  2

5M với   5 5, 15M    là ideal nguyên tố của D,  

 5N M  = 5 

Tiếp theo ta chứng minh b) và c).  
Theo kết quả của công thức Legendre ta có 

15

p

 
 
 

= 1

p

 
 
 

3

p

 
 
 

5

p

 
 
 

 

Với 1

p

 
 
 

=  
1

21
p

  ; 3

p

 
 
 

=  
3 1 1

.
2 21

p 


3

p 
 
 

 ; 5

p

 
 
 

=  
5 1 1

.
2 21

p 


5

p 
 
 

=
5

p 
 
 

 

Nên 15

p

 
 
 

= 
3

p 
 
  5

p 
 
 

; p là số nguyên tố lẻ. 

Bây giờ ta xét các trường hợp cụ thể của p 
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+ Khi p = 15k+1 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3
 
 
 

=1; 
5

p 
 
 

= 1

5
 
 
 

=1  15
1

p

 
 

 
 

+ Khi p = 15k + 2 ta có   

 
3

p 
 
 

= 2

3
 
 
 

=  
23 1

81


 = -1; 
5

p 
 
 

= 2

5
 
 
 

=  
25 1

81


 = -1  15
1

p

 
 

 
 

+ Khi p = 15k + 4 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3
 
 
 

= 1; 
5

p 
 
 

= 1

5

 
 
 

=  
5 1

21


 =1  15
1

p

 
 

 
 

+ Khi p =  ta có   

 
3

p 
 
 

= 2

3
 
 
 

= -1; 
5

p 
 
 

= 2

5

 
 
 

= 1

5

 
 
 

2

5
 
 
 

= 1.(-1)= -1 15
1

p

 
 

 
 

Vậy các số nguyên tố ở phần b/ thỏa 15

p

 
 
 

=1. 

 
c/  

Ta chứng minh các số nguyên tố ở phần c/ thỏa 15
1

p

 
  

 
 

+ Khi p = 15k+7 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3
 
 
 

=1, 
5

p 
 
 

= 2

5
 
 
 

= -1  15
1

p

 
  

 
 

+ Khi p = 15k + 11 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3

 
 
 

=  
3 1

21


 = -1, 
5

p 
 
 

= 1

5
 
 
 

= 1  15
1

p

 
  

 
 

+ Khi p = 15k + 13 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3
 
 
 

= 1, 
5

p 
 
 

= 2

5

 
 
 

= -1  15
1

p

 
  

 
 

+ Khi p = 15k + 14 ta có   

 
3

p 
 
 

= 1

3

 
 
 

= -1, 
5

p 
 
 

= 1

5

 
 
 

= 1  15
1

p

 
  

 
 

Vậy các số nguyên tố ở phần c/ thỏa 15
1

p

 
  

 
. 

Ta chứng minh xong định lý. 
 
3.4.5 Một số ví dụ 

1/ Phân tích  = 15 5 15

2

   thành tích các ideal nguyên tố , tính  ( ). 
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Ta có  = 5 . 3 15

2

   

+ 5 =  2

5M với   5 5, 15M   ;  5N M  = 5 

+ Đặt  = 3 15

2

   

  N( )= 6 

     =  N  = 6 = 2 . 3  

  2 = 2 2M M = 1 15
2,

2

  . 1 15
2,

2

  ;  2N M = 2( )N M =2 

  3 =  2

3M  = 
2

3, 15 , 3( )N M  = 3 

  3 15

2

  = 2

1 15
2

2
M

 
   

   = 2 3M M  

   = 2 3M M  2

5M  

              2 3 5 51 . 1 . . 1N M N M N M N M      =      2 1 . 3 1 .5. 5 1 40   

  
2/ Phân tích  = 84 42 15   thành tích các ideal nguyên tố , tính  ( ). 

Ta có  = 2 3 7 . 2 15   

+ 2 = 2 2M M = 1 15
2,

2

  . 1 15
2,

2

  ;  2N M = 2( )N M =2 

+ 3 =  2

3M  = 
2

3, 15 , 3( )N M  = 3 

+ 7 = 7M  là ideal nguyên tố. 

+ Đặt  = 2 15  = 1 15
3 2.

2

 
  

  N( )= 19 (  là ideal nguyên tố) 

     =  N  = 19 = 19 19M M = 19;2 15 . 19;2 15     

   = 19M  

   = 2 2M M  2

3M 7M 19M  

                  2 2 3 3 7 191 1 . 1 . . 1N M N M N M N M N M N M        

   =          22 1 . 2 1 .3. 3 1 . 7 1 . 19 1      

   = 5184. 
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KẾT LUẬN 
 
 Cho K là một trường mở rộng hữu hạn của Q và D là vành các số nguyên 
đại số của K. Sau quá trình nghiên cứu tính chất các ideal của vành D, chúng 
tôi đã thu được một số kết quả sau: 
1/  Trong D, mọi ideal thật sự đều có thể biểu diễn được dưới dạng tích các 
ideal nguyên tố của D. Hơn nữa, tập các ideal khác không của D còn lập 
thành một nhóm Abel. 
2/ Dựa vào sự phân tích thành tích các ideal nguyên tố, chúng tôi đã xây 
dựng được một số hàm số học cùng với các công thức tính của chúng. Cụ thể 
như sau: 
  Hàm Euler   : P → N*  

                   A    (A) = |( D
A )*|  

    Định lý Euler  
                      Cho aD, A   D sao cho (a, A) = 1. Khi đó  
      ( ) 1Aa   (mod A) 
    Hệ quả  
                        P là ideal tối đại của D thì ( )N Pa a (mod P) 
    Định lý Wilson  
            Cho P là ideal tối đại của D và s =  (P) = N(P) – 1.  
            Nếu 1{ ,..., }s   là hệ thặng dư thu gọn theo mod P thì  
     1... s   ≡ - 1 (mod P)  
3/ Dựa vào sự mô tả các ideal tối đại của vành D khi K là một trường bậc 
hai, chúng tôi đã xây  dựng được thuật toán phân tích một phần tử của D 
thành tích các ideal tối đại. 
 Để minh họa cho các kết quả trên, chúng tôi đã khảo sát và áp dụng trong 
hai trường hợp cụ thể: 
 D = { a + b. 10 | a,b  Z} 
và 

 D = { a + b. 1 15

2

  | a,b  Z}. 
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