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LOI CAM ON

Cho em xin dugc bay t6 1ong thanh kinh biét on sau sic ddi vi Thay hudng dan, PGS. TS Bui Xuén
Hai, thudc Truong Pai hoc khoa hoc tyr nhién, PHQG thanh phé Hd Chi Minh; da danh nhiéu cdng suc va
thoi gian quy bau gitip em nghién ctru Toan hoc; rt trach nhiém va nghiém tic trong khoa hoc,
nhan hdu va rong mo trong tinh cam.

Pong thoi, cho em xin dugc bay to 1ong thanh kinh biét on sau sic ddi voi quy Thay PGS. TS Bii
Tuong Tri, TS Tran Huyén, PGS. TS My Vinh Quang, cung quy Thay, C6 Truong DHSP thanh phé HO Chi
Minh, nhitng nguoi Thay da nhiét thanh va tan tuy trong giang day, dirc do va phic hau trong tinh cam; giup
cho em cung céc ban 16p Cao hoc khéa 12 - chuyén nganh Dai s6 dugc hiéu biét viing vang vé kién thuc,
dugc tiép nhan nhing
gi4 tri nhan vin sdu sic.

Xin thanh kinh cam on quy Théy, Co6 trong Ban Giam hiéu, Phong Khoa hoc cong nghé - Sau dai hoc,
Khoa Toan - Tin hoc Truong DHSP thanh phd H6 Chi Minh di tao diéu kién thuan loi gitip cho em cung
cac ban 16p Cao
hoc khoa 12 - chuyén nganh Pai s6 hoc tap nghiém tic, thanh dat.

Xin thanh kinh cam on quy Thay, C6 trong Ban Gidam d6c, Phong Gido duc trung hoc, cac Phong chirc
ning S¢ Gido duc va Dao tao tinh Dong Nai ludn dong vién, quan tdm tao diéu kién thuan loi gitp toi
hoan thanh khoa
hoc t6t dep.

Xin chan thanh cam on quy Thay, C6 trong Ban Giam hi¢u, T6 Toan va cac dong chi, dong nghiép
Truong THPT Poan Két - huyén Tan Phu - tinh Pong Nai da dong vién, tao dicu kién gitp t61 vuot qua kho
khan, hoc tép dat
két qua vién man.

Xin chan thanh cam on quy Thay, C6; anh, chi; than hiru luén dong vién, tao diéu kién gitp toi hoc tap
tién trién.
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LOI NOI PAU

Ly thuyét nhom tuyén tinh 13 mot mon hoc trong chuong trinh Cao hoc, chuyén nganh
Dai s6 cua Truong DHSP thanh pho Ho Chi Minh; phan mé dau cia mon hoc nay, c6 mot s6
n6i dung vé 1y thuyét nhoém; diéu d6 gitp nhd vé nhitng ky niém cua “thué ban dau” hoc
Toan ¢ Truong DHSP Quy
Nhon.

Xin viét Luan vin sau khi hoc mén Ly thuyét nhém tuyén tinh 1 xuat phat tir tinh cam
tir nhién “thud ban dau” than thuong dy. Pugc su dong y ctia Thay hudng dan, su cho phép
cia Trudng DHSP thanh phd H6 Chi Minh, ching t6i thyc hién Luan van “ - nhém hitu
han”. Day 1a nhan duyén rat toff gitp tiép can, budc dau hiéu biét mot s6 cdu tric vé nhom.
Ludn van phat trién theo hwong tim diéu kién dé mot nhém cé moi nhém con la pronormal,
la da chudn tdc; c¢6 hai két qua vé van dé trén duoc phat biéu va ching minh trong tai liéu
tham khao. Luan vin thuc hién lai diéu d6 bang ngdn ngit hoc tap duoc & quy Thay; nhiing
nguoi Thay kha kinh c6 nhiéu dong g0p can ban cho su phat trién Toan hoc tai céac tinh,
thanh phia nam, dic biét 1a thanh pho
Ho Chi Minh.

Puoc Thay PGS. TS Bui Xuan Hai hudng dan, rat trach nhiém va nghiém tic trong
khoa hoc, nhan hau va rong mo trong tinh cdam nén Luan
van hoan thanh vién man. N§i dung ctiia Luan van gom hai chuong :

Chuong I : Mot $6 khdi niém co ban
Trinh bay mot sd khai niém va tinh chat vé nhom con da chuén tic; nhom Quaternion;
nhom giai dugc; nhom lily linh; nhém cac tu déng cdu cua
nhom cyclic.

Chuong I : T - nhém va - n}T"é{n . .

Trinh bay mét s6 khai niém va két qua vé nhém Dedekind; vé tdm hoa
tu; vé nhom con Fitting ctia T - nhom; v€ T - nhém va T- nhom.

Vi nang luc, thoi gian, kién van c6 han ché nén Luan van c6 thé c6 nhitng thiéu sot, sai
sot. Kinh mong quy Thay, C6 chi day; ciac ban dong
nghi¢p gop y.

Cudi cung cho em xin dugc bay to long thanh kinh, biét on sau sdc ddi voi Thiy PGS. TS Bui Xuan
Hai, Thay PGS. TS Bui Tuong Tri, Thay TS Tran Huyén, Thay PGS. TS My Vinh Quang cung quy Thay,

Co tham gia giang day, quan ly 16p Cao hoc khoa 12 - chuyén nganh Dai sO da nhiét thanh, tan tyy giang
day, huong dan giip em hoan thanh khoa hoc tot dep.
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§1. NHOM CON DA CHUAN TAC

1.1. Nhom con quat

1.1.1. Pinh nghia. Cho D la mét nhom con ctua nhém G. Khi do, nhom con H cua G duge
got 1a mot nhom con trung gian cua G doi véi D néu D la mot nhom con cua H; truong hop
khong nham lan c6 thé né1 ngan gon H 1a mot
nhom con trung gian.
1.1.2. Pinh nghia. (Z.1. Borevich) Cho G la m¢t nhém, D 1a mdt nhém con cua G, va cho ho
khac rong M = {(Go N(Ga))}aer 20m nhitng nhém con trung gian G, cung chuan hoéa tir
Ng(Gy) cua ching.

Ta ndi M 1a quat cta G d6i véi D néu v6i mdi nhém con trung gian H ton tai duy nhat
chiso a € I sao cho G, <H < Ng(Gy).

Khi d6 G, Ng(Gy)/Gg, lan luot duoc goi la nhom con co so, bo phdn cia quat M.

Néu d6i v6i D ton tai quat thi D duoc goi 1a mdt nhom con quat cia G.

Vi du 1.1. Moi nhém con chudn tic D trong mot nhém G déu 13 nhém con quat cua G.
That vay, D 12 mdt nhdm con quat cua G, véi quat 1a ho chi gém mot

phan tit M = {(D, Ng(D))}.

1.1.3. Pinh nghia. Cho G 1a m{t nhom, D 1a mgt nhom con cua G, A 12 mdt

tap con khac rdng ctia G, v6i a, x 1a phan tir ty ¥ ciia G. Khi d6, ky hiéu :

x%=alxa, D* = [x“/x e D}, D= D/a €A).
1.1.4. Dinh nghia. Cho G la m(:)t nhém V;‘l D <F <G. Khi do, F dugc goi
13 mot nhoém con day dii cua G d6i v6i D néu D' = F.

Vi du 1.2. Cho D 1a mdt nhom con cua nhém G. Khi dé, D 1a mot nhém con

day du cua G dbi voi D (vi D =D).
Chi ¥ 1.1. Cho G 1a mot nhém va D < F < G. Khi 46, D" <F.

1.2. Khai niém nhom con da chuin tac




1.2.1. Pinh nghia. (Z.1. Borevich) Cho D la mot nhém con cia nhom G. Khi
do, D dugc goi la mot nhom con da chudn tdc cia G néu D la nhém con quat

va moi nhdm con co sé cua quat déu day du.

Vi du 1.3. Moi nhém con chudn tic trong nhém G déu la nhém con da chudn

tic cia G, quat xac dinh nhu Vidu 1.1.

Khai niém sau day, thém mot minh hga vé nhém con da chuan tic ma &
Chuong II sé van dung

1.2.2. Dinh nghia. (Ph. Hall) Nhoém con D cua m{t nhom G dugc goi la

pronormal trong G néu véi moi x € G, ton tai u € (D, D*) sao cho D*=D".

Vi du 1.4. Moi nhom con chuan tic trong mot nhém G déu la nhém con

pronormal trong G.
Ching minh. Gia st D<G; nén D* =D, vay D*=D', v6imoi x € G. i
Nhin xét 1.1. Cho D 1a nhom con pronormal trong mdt nhom G. Khi do,
(D, D*) 14 nhém con ddy di cha G d6i voi D, véi moi x € G.
Ching minh. Liy x tiy ¥ thudc G, ton tai u € (D, D*) sao cho D*= D"; khi
do tac6 (D, D*) =(D, D).

Viu e (D, D*; nén D' < D*??"> . tr d6 (D, DYy < D~?P">

Pl

Vay (D, D% <D*””"” ; ma D*>”""Q(D, D*); nén (D, D*) =D .1
Chu y 1.2. (Z.1. Borevich) Nhdm con thoa két luan ciia Nhan xét 1.1 dugce goi

la mét nhém con paranormal.

Nhén xét 1.2. Moi nhém con paranormal trong mot nhém G déu 1a nhom

con da chudn tic cia G.

Chirng minh. Gia st D 1a nhém con paranormal trong G, véix € G, m € Z, ta c6
D" <(D.D*"y =D<""""* do (D, D"} day du.
Ma (D.D" Y <D nenD L2 *< PP YmeZ VxeG.

-2 -1 1 2 <x>
Tads D =<...,D* ,D* ,D,D*,D*,...><D"” .

D<X> DD<X>



Hién nhién D77, vay =D™,Vx eG.
Do d6 D™ 1a nhém con day du, V x € G.

Theo Pinh Iy 1.3.2 (ching minh sau), ta c6 D 1a nhém con da chuan tic
cua G. i

1.3. Mot so két qua cua nhom con da chuan tac

1.3.1. Pinh ly. Cho G la mot nhom va D <G. Khi do, D la mgt nhom con da
chuan tic cia G néu va chi néu D" 1a nhém con day du cua G doi voi D, voi
moi nhom con trung gian H.

Ching minh. (=) : Gia sit D 1 mdt nhém con da chuén tic cta G.

Vay ton tai quat M = {(Gy, N6(Gy))}aer cua D, ma G, 1a nhom con déy
dt cta G ddi voi D, v6i moi ae 1.

Xét H 12 mét nhom con trung gian cua G ddi véi D; theo dinh nghia quat, tdn tai duy
nhét chi s o e I thoa G, <H < Na(Gy).

Vi Gy ING(Gy); nén G< H; suy ra G, = G,

D% <p"<G,M (viD <G, <H)
Ma{ |
Go =D, do G, 1a nhém con ddy du cua G déi véi D

T d6 G, = D < D" < G = G,; vay D' = G,

Do d6 D" 1a nhom con day da ctua G dbi voi D.
(<) : Gia st D" 1a nhém con ddy du cia G ddi voi D, v6i moi nhém con
trung gian H.

Xétho M = {(Ge, N6(Go))}act, vOi Gy 1a nhém con day du cia G ddi
v6i D, nhan thdy M = &; vi (D, Ng(D)) € M.

Véi H 1a mot nhom con trung gian ctia G d6i voi D, can ching to t6n tai duy nhét chi
s6 o € Isao cho G, <H < Na(Gy).

That vay, hién nhién D < D" < G.

Va theo gia thuyét, D" 1a nhom con day du cua G dbi véi D.

Nén (D", Ng(D™)) € M, vay ton tai o € I thoa G, =D".

Ma D" 13 nhém con chudn tic nhé nhit cua H chira D, vay G, = D" <H.

Do d6 G, < H < Ng(Gua), vi Ng(G) 1a nhém con 16n nhit cia G nhén

G lam nhom con chuan tac.



Bay gio, gia st ton tai B I sao cho Gpg < H < Ng(Gp).
Nén Gg< H (vi Gg < Ng(Gp).
Vay G, =D"<Gp" =G (vi D < Gp).
D" <D"= G, (vi Gy < H)
Wl " |
Gp =D do Gy 1a nhém con day da cua G déi véi D
Vay Gy=D " <D" =G,
Tu d6 G, = Gp, nghia la o = .
Vay voi moi H 1a nhom con trung gian caa G ddi v6i D, ton tai duy nhét chi sd o € 1
sao cho G, < H < Ng(Gy).
Nén M = {(Gy, Ng(Ga))}oer 12 quat ciia D, & d6 G, 1a nhom con day da cua G d6i véi

D, véimoi ae 1.

—t

Do d6 D la mot nhom con da chuan tac cua G.

1.3.2. Pinh ly. Cho G la m¢ot nhom va D la nhom con cua G. Khi do, D la mét nhom con da
chudn tic ciia G néu va chi néu D’ la nhém con day dii ciia G
doi voi D, voi moi x thuoc G.
Ching minh. (=) : Gia sit D 1 mdt nhém con da chuén tic cta G.
Vay D" 1a nhém con ddy du cua G ddi véi D, véi moi nhom con trung gian H (Binh 1y
1.3.1).
Ma D < (x,D) <G, V x € G; nén D>’ 1a nhom con day du cua G dbi véiD, V x € G.
Mit khac D’ =D*P’ v x e G.

Do d6 D*’ 1a nhom con diy du cia G d6i véiD, V x € G.

(<) : Gia sir D'*’ 1a nhom con ddy di cua G d6i véiD, V x € G.
Xét ho M = {(Gg, N(Ga))}eel, V6i Gq, 13 nhom con ddy du cua G dbi véi D.
Hién nhién M = &, vi (D, Ng(D)) € M.
Lay H 1a nhom con trung gian tly ¥, can ching t6 tn tai duy nhat o € I
sao cho G, < H < Ng(Gy).
Thét vay, ta co D < D" <G vaD"=(D*/x € Hy=(D'*"/x € H).
Ma D**’ 1a nhém con day du cua G dbi véiD, V x € G.

Vay D" 1a nhém con day du cia G d6i véi D.



Nén (D", Ng(D")) e M.

Nghia 14 ton tai o € I sao cho G, = D",

Mat khac D" 14 nhém con chuén tic nhé nhit ctia H chia D; nén G,= D" H; do do G,
<BXK NG(Gy).

Bay gio, gia sir ton tai B € I sao cho Gy < H < Ng(Gp); vi G ING(Gp).

Nén Gpg €H

Vay G, = D" <Gp" = Gy (vi D < Gp).

DY <D" =G, (vi G <H)
Ma{

Gp =D Gﬂ, do Gg 12 nhém con day dua cua G d6i véi D |
Tird6 Gg =D’ <D" =G,
T d6 G, = Gp, nghia la o = p.
Vay voi moi H 12 nhom con trung gian ciia G ddi v6i D, ton tai duy nhat chi s6 o e I
sao cho G, < H < Ng(Gy).
Nén M = {(Gy, No(Go))}oer 1 quat ctia D, ma G, 13 nhém con day du caa G d6i véi D,

vOo1 moi o€ 1.

—t

Do d@6 D 1a mot nhém con da chuan tac cua G.
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§2. NHOM QUATERNION

2.1.Bb dé. Cho G la mét nhém con ciia nhém GLy(C) sinh boi hai phan tir

(o

Khi dé, ta c6 nhitng diéu khang dinh sau day :

i/ G la nhom khong Abel cap 8.
i1/ G o duy nhdt mot nhom con cap 2.
111/ Moi nhom con cua G déu chuan tac trong G.

Chirng minh. i/ Ta co
0, 1) 0 1) (-1 o) (0 @Yo i e
R P U

1 0
Nén a*=b"= (0 J =1, vo6i1 1 1a ma tran don vi cia GL,(C).

Vaya’=a',b’=b";

Suvra b'=b'=bb= -1 0)0 iy_[0 -i
I -1 0 —i 0 1 _ . 0 _ o 1Y0 i i
Dodo b a_[—i OJ[—l oJ [0 _J {_1 OJ(Z' OJ — ab.

Tir d6 ta thy G biéu dién duoc dudi dang cac phan tir sinh va dong nhit thirc nhu sau
G=(a,b/a*=1,a°=b’b"a =ab).

~

Vay mdi phan tir x € G déu dugc viét dudi dang

x=a"", voi0<a<3,0<P<I.
Nén G = {1, a, a’, a’, b, ab, a’b, a3b}.
Nghia 13 |G| = 8.

o i 0)_ (=i 0y_(0 i) o 1
Mitkhacab= |, _. o i) i ol_1 o) =ba

Do d6 G 1a nhém khong Abel cép 8.
ii/ Ta c6 (a®)* = 1, nén a” 12 phan tir cip 2 cua G;
Vay (a®) 12 nhém con cép 2 cua G.
Mat khac :
a, b 1a phan tir cap 4 cua G;



a’la phén t cép 4 cua G; vi (213)2 —a’# 1, (a3)3 =a#l, (213)4 =1.

ab 1a phan tir cip 4 cua G; vi (ab)* =a’ = 1, (ab)’ =a’ab=2a’b = 1, (ab)* = (a’)* =a’ =

a’b 1a phan tir cip 4 cia G; vi (a’b)* =a’ba’b =a’b*=a’# 1, (a’b)’ = a’(@a’®b) =b = 1,
(@’b) =a*=1.
a’b 1a phan tir cip 4 ciia G; vi (a’b)’ = a’ba’b = a’b'aa’b = a® # 1, (a’b)’ = a’a’b = ab
=1, (@b)'=a"=1.
Do d6 (a’) 1a nhém con cép 2 duy nhit cua G.
iii/ Lay H 1a mot nhém con tiy ¥ cia G.
Vi |G| = 8, theo Dinh 1y Lagrange, tacé |H|=1, 2, 4, 8.
Trudng hop [H| = 1 hodc [H| = 8, hién nhién HY G.
Truong hop [H| = 2; vay [H'| = 2, véi moi x € G, vi H* 1a nhém con lién
hop v6i H trong G; nén H* = H, v6i moi x € G, do G ¢6 duy nhat nhém con
cap 2;suyra H < G.
Truong hop |H| = 4; Theo Dinh ly Lagrange, ta c6 [G : H] = 2; kéo theo
H<LG.

Do dé moi nhém con cia G déu chuan tac trong G. [

2.2. Pinh nghia. Nhom noi t6i trong Bo dé 2.1 duoc goi 1a nhém Quaternion va ky hiéu Qs.
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§3. NHOM GIAI BDUOC

3.1. Nhom con dac trung

3.1.1. Pinh nghia. Cho G 12 mot nhém. Khi d6, ta noi dang cu tir G vao G 1a fir dang cdu
ciia G; tap hop céac tr ding cdu cua G ky hiéu Aut G (kiém tra dugc Aut G 1a nhoém vé6i phép
nhan dong cau). Nhém con H cua G duge goi

14 nhém con ddc trung cua G, ky hiéu H char G, néu o(H) = H, v&i moi ¢

thuoc Aut G.

Vi du 3.1. Tir B6 dé 2.1 ii/, ta ¢6 (a°) char Q.
3.1.2. Méph dé. Cho G la mot nhom, H la mot nhom con cua G. Khi do, ta co
nhitng diéu khang dinh sau ddy -

i/ Néu o(H) <H, V ¢ € Aut G thi H char G.

i/ Néu H char G thi HS G.

iii/Néu H char K va K char G thi H char G, véiK la nhém con trung gian cho trude.
iv/ Néu H char Gva K/ H char G /H thi K char G, véi K la nhém con

trung gian cho truoc. )
Chirng minh. (Xem [1], Tr 43, 44). [

T Ménh dé 3.1.2 i/, thu duoc

Nhan xét 3.1. Cho G 1a mot nhom. Khi d6 /G, G] char G, vay [G, GR G;
vi 0([a, b]) = [0(a), (b)], V ¢ € AutG, Va,b € G.

3.2. V& nhém ho4n vi bac n

Khai niém sau 1a kha quen biét nén khong néu diny nghia; d6 1a nhom hoan vi bdc n,
ky hiéu Sn;, va nhom thay phién bdc n (tap cac hoan vi chan trong S,), ky hi¢u 4,; ¢ day trinh
bay mot két qua ma trong Luan van s€ van
dung.

Ménh dé. Ta ¢6 hai diéu khéng dinh sau day :

i/ A, sinh béi cdc 3 - chu trinh, Vn € Z', n >3.

i/ [S,, S,] =A, Vn eZ".

Chirng minh. i/ Ly § € A,, vay & 1a hoan vi chin.

Nén & duge biéu dién thanh tich cia mot sd chin cac chuyén Vi.

Xét (i), (k 1) 1a hai chuyén vi doc 1ap, voii, j, k,1 =T, n va khac nhau
tung d6i mot; khido (ij)k ) =(Gkj)ilj) (ijk)ijl).



Xét hai chuyén vi khong doc 1ap; chang han (i j), (i k), v6i i, j, k = 1, n va khac nhau
ting doi mot; ta ¢6 (ij)(i k) = (ikj).

Tur dé A, sinh bdi cac 3 - chu trinh.

ii/ Khin=1hodc n=2tacé diéu phai chirng minh.

Xét truong hop n >3

Lay 8, t thudc S, vay sgn([d, t]) = sgn(d't"'81) = (sgnd)*(sgnt)” = 1.

Tudo[d, 1] € A, VO, T €S,

Nén [S,, Sy] £ A

Mit khac voi (1§ k) 1a mot 3 - chu trinh trong S, ta c6

(ijk) =@ NAaENGak) =)' (") k) =[], (K.

Vay (1j k) € [S, Sal;

Nghia la A, < [S,, Syl

Do d6 [S,, Su] = An. i

3.3. Khai niém nhom giii dwoc

3.3.1. Pinh nghia. Cho G la mét nhém. Khi d6, day cdc nhom con
G=G02G1 > ... Zanl

duoc goi la mét day chuan tac néu G;< Gy, véimoii= 1, n.

3.3.2. Pinh nghia. Cho nhom G c6 diy chuén tic 1a
G=Gy>2G;>...2G,=1 (1)
Khi do, (1) dugc goila day Abel néu Gi; / G; 1a nhém Abel, véi moi i= 1, n.

3.3.3. Pinh nghia. Nhom G duoc goi 1a nhém gidi dwge néu G co diy Abel.
Vi du 3.2. Moi nhoém Abel 1a nhém giai dugc (day Abella G > 1).

Vidu 3.3. S, la nhom giai dwoc khong Abel.

Chimg minh. Xét tap con ctia S 1a V4= {1, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.
Piata=(12)(34),b=(13)24),c=(14)23).

Kiém tra dugc bang nhan ctia V4 nhu sau

| 1l a b ¢
1|1 a b ¢
ala 1 ¢ b
b|{b ¢c 1 a
clc b a 1



Vay V4 1a nhom Abel cap 4.
Hién nhién V4, < A4 (cac phén ttr déu 1a hoan Vi chﬁn),
Tirdotacodiy Sy> A=V, 1 )
Ta sé& ching to (2) 1a ddy chuan tic
Thét vay A< Sy (Vi [Sy: An] = 2).
Tacod V49 S,
(Vivéimoi(ij) € Ss, V8 € Ss, véimoi k € {1, 2, 3,4}, khi d6
k ,néudk) =ivadk)=j.
81 Hdk)= &'(j), néudk)=1i.
§'(1), néu d(k) =j.
Nén 87(ij)8=(8"(i)8"(j))
Vay 8'a8=8"(12)3 4)8= 5"(12)55'(34)5 =
=(5"'(1)8'(2)) (6'(3) 5'(4)) € V4, do & 1a song anh.
Tuong ty 868, 87'¢d € V4, V 8 € S
Do d6 V4, 98,).
Tir d6 V4 <A,
Do d6 (2) 1a day chuan tic.
Pén day, ta chimg minh (2) 1a ddy Abel
Thét vay, |Ss| =4 ! =24, |A4| = 12.
Theo Pinh Iy Lagrange [S4 / A4 =2 (nguyén td).
Nén Sy / A4 la nhom Abel.
Tuong tu A4/ V412 nhom Abel.
Hién nhién V4 / 1 1a nhom Abel.
Vay (2) 1a day Abel.
T dé S41a mot nhém gidi duoc.
Tuy nhién S, khong Abel (vi (1 2)(13)=(132)=(123)=(3)(12)).
Do d6 S41a mot nhom giai duoc khong Abel. i

Chu y 3.1. V4 dugc goi 1a nhom Klein.

Chu y 3.2. S3la mot nhom giai dwoc khong Abel (vé1 S; > Az > 1 1a day Abel
cua S3).



3.4. Bac cua nhom gidi dwoc

3.4.1. Pinh nghia. Cho G 1a m¢t nhom. Ky hiéu :
G(O) =G:
GV =[G, G (Nhém con hodn tr cia G,
GY =[GV, GV (Nhém con hoan tir ciia G ), 1 e Z".

Khi dé, ta ndi day dan xudt ctaG1a G = G” >GY >G? > ... (3)
Chi y 3.3. G =[G, G] thuong dwoc ky hiéu G = [G, G].
3.4.2. Ménh dé. Cho G la mét nhém. Khi @6 G” char G, Vi e N.

Chirng minh. Quy nap theo i
Hién nhién G = G char G.
Gia st G char G.
Ta c6 G™V =[GY, G).
Liy ¢ tuy y thuoc Aut G?, voi moi a, b thude G khi do
o([a, b]) = (0(2))" (@(b)) "p(@)o(b) = [¢(a), p(b)]e [G", G =G,
Nén ¢ (G"™) = o([G?, GP7) < G,
Ap dung Ménh d& 3.1.2 ta c6 G char G,
Ma G? char G (gia thuyét quy nap).
Vay GV char G (Ménh dé 3.1.2).
Theo nguyén Iy quy nap G char G, Vi € N. i

Nhin xét 3.2. Ta co cac khang dinh sau :
i/ G"9G, vieN.
i/ G"VLGY, vieN.
iii/G” / G"* la Abel, Vi € N.
3.4.3. Ménh d@. Cho G la mét nhém gidi dwoc va c6 diy Abel la
G=Gy=>G;2... 2G, = 1.
Goi ddy dan xudt cia G la G = G” >G" >G7 > ...

Khidsé, G” <G, Vi eN.

Chirng minh. Quy nap theo i
Hién nhién G, = G = G©.



Gia st G¥ <Gy, v6ii e N.

Vay G"V =[G, GYI < [G;, Gil.

Mat khac G;/ Gi4 1a Abel.

Nén x;yiGi+1 = yixiGi+1, V Xi, yi € Gi.

Vay X{ly{lxiyi € Gy, VX3, Y € Gi.

Nghia 1a [x;, yi] € Git1, V X5, yi € Gi.

Do d6 [G;, Gi] £ Giy.

T d6 G'" < Gy i
3.4.4.Pinh Iy. Cho G la mét nhém. Khi dé G la nhém gidi dwoe néu va chi

néu day dan xudt cia G la ding, nghia la ton tai sé tw nhién n trong day (3)
sao cho G™ = 1.

Chtng minh. Xét ddy din xudt cia G1aG =G >GP>G¥ > ...
(=) : Gid st G 1a mot nhom giai duogec.
Vay G ¢6 diy Abel A G=Go>G,>... >G,= 1.
Ap dung Ménh d83.43taco G” <G, =1.
Do d6 G™ = 1.
(<) : Gia st G™ =1,
T Nhanxét3.2,taco G=G? >G> ... >G™ =1 1a mot day Abel ciaG.
Do d6 G 1a mot nhom giai duogc. i
3.4.5. Pinh nghia. Cho G 1a mot nhom giai duoc, s6 n nhé nhat ¢ (3) sao cho

G™ = I duoc goi 1a bdc gidi dirge cua nhém G.
Vi du 3.4. Moi nhom Abel khac 1 ¢6 bac giai duoc bang 1.

3.5. Nhom Metabelian

3.5.1. Pinh nghia. Nhéom G duoc goi la nhém Metabelian néu G = [G, G]
la nhom Abel.

Vi du 3.5. Moi nhom Abel déu la nhém Metabelian.

Vidu 3.6. S; la nhém Metabelian khéng Abel (vi theo Ménh dé3.2 ta co
[S3, S5]=Asz, maAs;={1,(123),(132)}={(23)) lamot nhém Abel).



Nhin xét 3.3. Ta co hai diéu khiang dinh sau :

1/ Cho G la mot nhom Metabelian, khi do G la nhom giai duoc (day Abel cua G1a G >
G =[G, G]>1).

ii/ Moi nhém Metabelian khéng Abel déu c6 bdc gidi dwoce bang 2.

Chu ¥ 3.4. Nhom gidi dwoc cé thé khong la Metabelian.
Phan vi du sau day, minh hoa cho van dé nay :

3.5.2. Phan vi du. S, la mot nhom giai duwoc khong la Metabelian.
Chirng minh. Theo Vi du 3.3, ta ¢6 S4 1a mdt nhém giai duogc.
Mit khac [Ss, Ss] = A4 (Ménh dé 3.2).
Voia=(123),b=(134) e Ay, nhin thdy ab= (2 3 4) = (1 2 4) = ba.
Vay [Ss, S4] khong Abel;
Nén S4 khong 1a Metabelian. |

RO



§4. NHOM LUY LINH

4.1. Khai niém nhom liiy linh

4.‘1.1. Bo6 d&. Cho G la mét nhém. Xét day cac tdp con cua G dwoc dinh nghia
bang quy nap nhuw sau :

$o(G) =1, §41(G) = {x € G/ [x, y] € &(G), Vy € G}, n €N.
Khi dé, ta cé nhitng diéu khang dinh sau day :
i/ £(G) <G, VneN.
i/ 1 =8(G) £&i(G) < -+ SE(G) < - 4)
1/ £,(G) LG, VneN.
Ching minh. i/ Quy nap theo n
Hién nhién £i(G) =1 <G.
Gia st (G) <G, Vk e N,k <n.
Nhan thiy &,.1(G) # @ (Vi1 € £mi(G) (do[1,y] =1€ E(G), Vy € G).
Lay a, b tiry ¥ thudc &,:1(G), véi y tiy ¥ thude G, ta co
[ab”, y]=ba'y"ab" y =b(a'y"ay)y'b" y =b[a, yl(y 'b"yb)b"
=b[a, y] [y, b]b" = (b[a, y]b"[a, y]") [a, yIb[y, b]b™
=[b", [a, yI"1 [a, ylly, bl([y, b] 'b[y, b]b™)
=[b", [a, y]'][a, ][y, bl[[y. b], b"']
= [[a, yI", b"1"[a, yl[b, yT'[[b, yI", b"'] €€4(G)
(vi [u, v][v, u] = 1 khi va chi khi[v,u]=[u, v]", Vu, v € G).
Vay ab” € £,,1(G), Va,b € G.
Nén £,11(G) < G.
Tir d6 ta c6 diéu phai chimg minh.
ii/ Hién nhién £,(G) < &,1(G), ¥V n € N Két hop véi i/, ta co

C(G)=1<&(G)<... <&(G) < &mi(G) < ...
111/ Quy nap theo n

Hién nhién £i(G) = 1< G.
Gia str £(G)<G, Vk e N, k<n.
Lay a tiy ¥ thudc &41(G), véi b, y tiry ¥ thude G, khi d6
[, y] = [bab,y] = b'a'by'b'aby = b'(a'bab)bay'b " aby =



= (b"[a, b Ib)@" y 'ay)y(a'b"ab)y
= [a,b"]’[a, yl(y '[a, by)
= [a,b"]"[a, y] [a, b’ €&4(G).

Vay a® € £,1(G), Va € £,1(G), Vb € G.

Nén &,.1(G)<G.

Tir d6 ta c6 diéu phai ching minh. [

Chu y 4.1. &(G) = Z(G).

Nhan xét 4.1. £(G) = 1< £(G) <+ < Ex(G) € Epa(G) L -

4.1.2. Pinh nghia. Cho G 1a mét nhom; diy (4) trinh bay trong B dé 4.1.1
duogc goi la day tam trén cia G.

Vi du 4.1. Nhém Abel G c6 day tam trén 1a o(G) =1 < &1(G) =G.

4.1.3. Ménh d@. Cho mét nhém G c6 day tam trén la (4) (B6 dé 4.1.1), khi dé
&(G) la nhom con dac trung cua G, V'n € N.

Chirng minh. Quy nap theo n

Hién nhién £)(G) = 1 char G.

Gid str (G) char G, Vk € N, k<n.

Ta c6 £4(G) 9 G va £(G) JEL(Q).

Nén Z(G / &x(G)) = Eni(G) / Ex(G)

(viva=agy(G) e G/E(G) (véia e G), taco :
a=a&(G) € Z(G / &(G))

Sain=1a Vi=uE(G) e G/E(Q), voiu e G

cali'an=1=6,G),VueG

o [ad]=1vueG

< [a,u] = [a, ulén(G) =1, Vu € G; do [3, i] = a” bab £(G) = a” bab

= [a, u]
< [a,u] € E(G),VueG

o a e &ni(G)
< a=a&uG) € &ui(Q) / E(Q)).
Hién nhién Z(G / £,(G)) char G / £,(G).



T d6 &nr1(Q) / En(G) char G/ E4(G).

Mit khac theo B6 dé 4.1.1, ta ¢6 £4(G) < £,41(G) < G.

Ma &,(G) char G (gia thuyét quy nap).

Vay &,.1(G) char G (Ménh dé 3.1.2).

Theo nguyén 1y quy nap, di dén diéu phai ching minh. [

Nhin xét 4.2. Tir chimg minh trén, thu duoc hai diéu khang dinh sau :
i/ Gue1(G) / &a(G) = Z(G / &4(G)), V'n € N.
1/&,+1(G) / &(G) la Abel, Vn € N.

4.1.4. Pinh nghia. Cho nhom G c6 diy tdm trén 1a (4), trong B6 dé 4.1.1. Khi
do, G goi la mot nhom liy linh néu ton tai s6 tu nhién n sao cho E(G) =G.

Vi du 4.2. Moi nhém Abel déu la nhém liiy linh, ddy tAm trén cia nhom Abel
trinh bay Viduy 4.1.

Chu ¥ 4.2. Ton tai nhém lily linh khong Abel, ching han nhu nhom Qg, vi Qs
1a mét 2 - nhém, theo Pinh 1y 4.3.2 (chirng minh sau), ta c6 Qg 1a liiy linh.

Nhan xét 4.3. Moi nhém Iy linh déu la nhém gidi dwoce, khi 46 day tdm
trén tré thanh day Abel.

Chu ¥ 4.3. Ton tai nhém gidi dwoc khéng liy linh, ching han nhu S;, S,.

Chirng minh. Theo cha y 3.2, ta c6 S; 1a nhém gidi dugce; S; khong liy linh duge chung
minh (bang phuong phap kiém tra Z(S;) = 1) twong ty nhu S,.

Tir Vi du 3.3, nhan thiy S, 1a nhém giai duoc.

Sau day, chimg t6 S, khong lity linh, bang phuong phap kiém tra dé khang dinh Z(S4) =

That vay,
Ss={1, (12), (13), (14),(23),(24),(34), (12)34), (13)24),

(14)(23),(123),(132),(124),(142),(134),(143),
(23 4),(2 43), (1234), (1243), (1324),(1342),
(1423),(1432)}.

Vi(12)(123)=23)#(3)=(123)12)(*),nén (12) ¢ Z(Ss).

Tuong tu (1 3), (1 4), (2 3), (24), (3 4) & Z(Ss).

Va (*) khang dinh (1 2 3) & Z(S,).



Tuong tu (132), (124),(142),(134),(143),(234),(243)eZ(Ss).
Taco (12)(34)(1234)=Q24)=(13)=(1234)(12)34) ().

Vay (12)(3 4) & Z(Ss), tuong tu (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) & Z(S4).

Va (+*) khang dinh (12 3 4) & Z(S,).

Tuwong tu (1243),(1324),(1342),(1423),(1432) ¢ Z(Sy).

Tu doé Z(Sy) = 1, suy ra §;(S4) = 1.

Vay S, c6 diy tAm trén 12 £y(Sy) = 1 =&(Sy) = - = £,(S4) = -

Do d6 S4 khong 12 mot nhém lity linh. i

4.2. Lop cia nhom liy linh

4.2.1. B(‘R) dé. Cho G la mét nhém. Xét day cac nhom con cua G dwoc dinh
nghia bang quy nap

1(G) =G, Y(G) =[1(G), G], n €N.
Khi dé, ta cé hai diéu khang dinh sau ddy :
i/ G=1)G) 21 (G)>... 2 1,(G) >... (5)
11/ Y,(G) la mot nhom con ddc trung cua G, voi moin € N.

Chirng minh. i/ Quy nap theo n.

Hién nhién Y1(G) = [G, G] = G < G = Y(G).
Gia stt Yaii(G) < Yo(G).
Khi d6 Y1:2(G) = [Y1:1(G), G] < [Y(G), G] = Y1:1(G).

11/ Quy nap theo n.
Hién nhién Yo(G) =G char G.
Gia st Y(G) char G.
Tic 12 (Y4(G)) = Y(G), V ¢ € Aut (G).
Vay ¢(Yi1(G)) = ¢[Yn(G), G] = [¢(Yn(G), 9(G)]
= [Yu(G), G] = Y1:1(G), véi moi ¢ € Aut (G).
Nén Y.+1(G) char G. i

Nhin xét 4.4. Tir két qua trén, thu dugc bdn két qua sau :

i/ Yi(G) =[G, G] =G.



i/ 1,(G) LG, V'n € N, vi moi nhom con dac trung cia mot nhom G déu chuén tic trong

iii/ Y, ,(G)LY,(G), Vn € N.

iv/ Y,(G)/ Vi1 (G) < Z(G / Y11(G)), vi v6i moi x thude Y,(G), véi moi y thuoe G ta
c6 [X,y] € [ Ya(G), G] = Y1ui(G)); nén x 'y 'xy € Ynii(G); do
46 xyYai(G) = yx Tt (G).

4.2.2. Dinh nghia. Cho G la m6t nhém. Khi do, day (5) trinh bay trong Bo
dé 4.2.1 duoc goi la day tam dwoi cua G.

Vi du 4.3. Nhom Abel G c6 day tam dudila G = Yy(G) = Y1(G) = 1.

4.2.3. Pinh nghia. Cho G 1a mot nhom lity linh ¢6 ddy tam trén 1a (4) (B6 dé 4.1.1), goi n 1a
s tunhién nho nhit thoa &,(G) = G. Khi d6, n duoc goi 1a
[6p cua nhom liy linh G.

Vi du 4.4. Moi nhom Abel déu 1a nhém lity linh ¢6 16p bang 1 (Vidu 4.1).

4.2.4. Pinh ly. Cho G la mgt nhom co day tam trén la (4), trong B6 dé 4.1.1 va cé day tam
dudi la (5), trong Bé dé 4.2.1; gid sir ton tai sé tw nhiénn sao
cho &,(G) = G hodc 1,(G) = 1. Khido Y(G) <&,(G), voimoii €N, i < n.
Chirng minh. Gia st £(G) = G.
Vi gia thuyét £,(G) = G, ching minh quy nap theo i.
Hién nhién Y((G) = G = £,(G).
Giad st Yi(G) <&,4(G), voii e N,i<n- 1.
Tacod Yii(G) =[ Yi(G), G] £ [£ni(G), G] £ &ni1(G) (Vi [X, ¥] €&ni1(G), voi moi x €
Eni(G), véimoiy € G).
Vay ¢6 dugc diéu phai chirg minh.
Véi gia thuyét Yo(G) = 1, ching minh quy nap Iui theo i (ttrc 1a quy nap theo n - i).
Hién nhién Y,(G) = 1 = £,(G).
Gid st Y1i(G) £ &i(G), voii e N, 1 <i<n.

Xétanhxa f: G/ Yui(G) > G/ £(G)
xYoi(G) = f(xYai(G)) = xE(G) (x € G).

Kiém tra duoc f 1a toan cau.

Tu nhan xét 4.4 iv/, ta co

f(Y0i1(G) / Yai(G)) < fZ(G / Y0i(G))) = Z(H(G / Yui(G))) =



=Z2(G / £(Q)) = &i+1(G) / £i(G) (Nhan xét 4.21/).
Ma f(Y0i1(G) / Y0i(G)) = Yni1(G)E(G) / &(G).
Vay Y1i1(G)&i(G) / E(G) < Ein(G) / &(G).
Nén Y,i1(G)&(G) < §ini(G).
Hon nita Y,,i.1(G) < Y4hia1(G)E(G).
Tur d6 Yui1(G) < &ii(G).
Theo nguyén 1y quy nap, di dén diéu phai chimg minh. |

4.2.5.Pinh Iy. Cho G la mét nhém c6 diy tam duwdi la (5), trong B6 dé 4.2.1.
Khi do G la mot nhom lidy linh [6p n néu va chi néu V,(G) =1va 1, ,(G) #1.

Ching minh. Diy tam dudi ctia G 1a G = Yo(G) = Y1(G) > - > Yi(G) > -

(=) : Giad st G 1a mot nhom iy linh 16p n, c6 day tdm trén cua G 1a
1 =8y(G)<E(G) < ... <E(G) =G, vbi &,.1(G) = G.

Theo Dinh 1y 4.2.4, ta c6 Y,(G) < £y(G) = 1, vay Y,(G) = 1.

Va Ypi(G) < £1(G) < &,1(G) # 1.
(<) : Gia st Yo(G) = 1 va Y0 (G) = 1,

Ap dung Pinh 1y 4.2.4, ta c6 G = Yo(G) < £4(G); nén &,(G) =G.

Va £.1(G) # G (vi gia sir £,.1(G) = G, twong tu ta ¢ Yo (G) = 1, diéu nay mau thuin
vOi Yo (G) = 1).

Do d6 G 1a mot nhém lity linh 16p n. i

4.3. Mot s6 két qua ciia nhom liiy linh

4.3.1.Pinh Y. Ta c6 hai diéu khang dinh sau :
1/ Moi nhom con cua mot nhom liiy linh lop n la nhom liy linh co lop khong vuot qua n.
11/Moi nhom thuong cua mot nhom liy linh [6p n la nhom iy linh co

[6p khong vuot qua n.

Chirng minh. Gid sir G 1a nhém Iy linh 16p n va H 1a m¢t nhém con cta G.
Theo Pinh 1y 4.2.5, tacd Y(G) =1 (v6i Y (G) # 1).
i/ Chung to Yi(H) < Y{(G), Vi € N, bang quy nap theo i.
Hién nhién Yo(H) =H < G = Y((G).
Gia st Yy(H) < Y{(G), v6ii e N.



Vay Yia(H) = [Yi(H), H] < [Yi(G), G] = Yi(G).
T do Yy(H) < Y(G)=1.

Do d6 H 1a nhom liiy linh c6 16p khong vuot qué n.
i/ Giast HL G.

Xéttoancauf: G —» G/ H
x — f(x)=xH

Chung t6 Yi(G / H) < f(Yi(G)), véimoi i1 € N, béng quy nap theo i
Hién nhién Yo(G /H) = G/ H = f(G) = f(Y(G)).

Gia st Y5(G / H) <{(Yi(G)), v6ii € N.

Tw do6 Yi(G/H)=[Yi(G/H), G/H] L [f( Yi(Q)), f(G)]=[Yi«(G), G] =

= f(Yi+1(G)).
Vay Yin(G / H) < f(Y11(G)).
Nghia 12 Yo(G / H) < f(Y«(G)) = f(1) = 1.
Do d6 G/ H 1a nhom lity linh ¢6 16p khong vuot qué n. i

4.3.2. Pinh Iy. Moi p - nhém hitu han déu la nhém lity linh.

Chirng minh. Xét G 1a mot p - nhom hiiu han, va c6 day tam trén
1 =£(G) <&(G) < - < E(G) < -
Gia str £,(G) <G va g(Q) =G.
Khido G/&,(G) #1;
Ma G/ £,(G) 1a mdt p - nhém hiru han.
Vay Z(G / &«(G)) # 1.
Mt khac Z(G / &i(G)) = En1(G) / E(G).
Nén &,:1(G) / E(G) = 1.
Tu d6 &n1(G) # E(G).
Vay &u(G) < &ni(G) va Ei(G) # Enni(G).
Vi G 14 hilu han, nén t6n tai n sao cho £,(G) = G.

Do d6 G 1a mot nhom ity linh.

4.3.3. Pinh nghia. Nhom con H ciia mot nhém G duogc goi [a mot nhdom con
d chuan tac (subnormal) trong G néu ton tai ddy nhoém con ctia G thoa :

H<H,;<H,<...<H,<G.



Vidu 4.5. Trong Sy, xét H=((12)(34)); tr Vidu3.3 suyra:
d K VW§ Ay S.
Vay H la mgt nhém con & chuan tic trong S; (nhung H khéng chuan

tic trong S4; vi (1 2)(3 4)?? = (1 3)(2 4) ¢ H).

4.3.4. Dinh ly. Cho G lamot nhom liy linh va Hla mot nhom con cua G,
khido H la mot nhom con a chuan tdac trong G.

Chung minh. Vi G 1a mt nhom liiy linh, nén tdn tai n € N dé day tdm trén ctia G c6 dang
E(G)=1<E(G)<... <E(G)=G.
Ma E(G)SG,VieN,i<n.
VayHE(G) <G, Vie N,i1<n(doH<G).
Hién nhién HE{(G) < HE;+1(G), Vie N,i<n- 1.
T d6 HE(G) <HE(G), Vie N,i<n- 1.
Vay H=HEy(G) <HE|(G) < ... <HE(G)=G.
Can chimg t6 HE(G) <HE(G), Vie N,i<n- 1.
Nhan thay véi moi h € H, véi moi x € &.41(G) ta co
h*=x 'hx =h(h 'x 'hx) = h[h, x] € HE(G)
(do x € £1(G) nén [h, x] =[x, h]" € &(G)).
Vaveimoi g € £(G), véimoix € &+1(G) taco g* € E(G) < HE(G).
Tu dé voi moi x € &i41(G), véimoi h € H, véi moi g € &(G) ta cod
(hg)* = x 'hgx = (x 'hx)(x 'gx) =h" g* € HE(G).
Nghia la x € Ng(HEi(G)), V x € &i+1(G).
Nén &;+1(G) < Ng(HE(G)).
Két hop véi H < HE(G) INGHE(G)), ta o6 HE;+1(G) < NG(HE(G)).
Vay HEi(G) < HE;1(G) < Ng(HE(G)) va HE(G) € NG(HE(G).
Do d6 HE(G) SHE(G), Vie N,i<n- 1.
Tir d6 H = HEW(G) <HE(G) € ... <HE(G) =G.
Nghia 1a H 4 chuén tic trong G. [

4.3.5.Dinh ly. Cho G la mot nhom va H, K la hai nhém con chudn tdc liy
linh cua G. Khi do HK la mét nhom con chuan tac liy linh cua G.



Chirng minh. Hién nhién HK < G.

Lay h, k, x tiiy ¥ 1an luot thuoc H, K, G ta c6

(hk)* = x'hkx = (x"hx)( x 'kx) = h*k* € HK; vi H <G, K <G.

Vay (HK)* < HK, v6i moi x € G.

Nghia la HK L G.

Bay gio chirng minh HK nhom ity linh.

That vay, vi H, K 1a nhém liiy linh; nén goi m, n lan luot 1a 16p cua chung; khong giam
tinh tong quat gia st m < n; ta co :

1 =&)L EMH) L < En(H) = H;
1 =K< &i(K)F - S E(K) =K.

Chung t6 &(H)E&(K) < &(HK), voi moi i thude N, bang phuong phap quy nap theo i.

Hién nhién &y(H)EW(K) = 1 = E¢(HK).

Gia str &(H)E(K) < &(HK), v6i i thude N.

Lay h, k tiy ¥ 1an luot thude & (H), &i1(K), va voi moi y thude G, ta ¢b

[hk, y] =k 'h'y "hky =k '(h "'y "hy)y 'ky =k '[h, yly "kyk "'k
=k"'h, ylly, k 'Tk=k"[h, y]lk !, yT' k
= ([h, yllk ", yI)* € &(HK)

(vi [h, y]e&i(H) va [k 7, y]" €&(K) nén [h, yllk 7, y]" € &(H)&(K) < &(HK); ma &(HK)
HK, két hog k e HK; vay ([h, y][k ", yI')* e &(HK)).

Suy ra hk e &;;(HK), véi moi h, k 1an lugt thude &y (H), &i+i(K).

Vay Ein(H)E+1(K) < & (HK).

Nghia 1a £(H)&(K) < &(HK), véi moi i thude N.

Tur d6 HK = &,(H)E(K) = E((H)E(K) < E(HK).

Mit khac theo B6 dé 4.1.1, ta ¢6 &,(HK) < HK.

Do d6 &,(HK) = HK.

Suy ra HK 1a nhém liiy linh ¢6 16p khong vuot qué n.

RJ



§5. NHOM CAC TU' DANG CAU CUA NHOM CYCLIC

5.1. Ménh dé. Cho G la mét nhém cyclic cdp vé han. Khi dé, ta ¢6 :
Aut G = {ldg, 6}, véi6: G > G

x> 8x)=x".

Chirng minh. Goi a 1a mot phan tir sinh ciia G, nghia 1a G = (a); lay f tuy ¥ thudc Aut G.

X4y ra mot trong ba khéa ning sau

1. Truong hop f(a) = a.
Khi dé f(a*) = (f(a))* = a", V k € Z; vay f = Idg.

ii. Truong hop f(a)=a"".
Khi dé f(a*) = (f(a))* = (@) = (a")' =, V k € Z; vay f= 8.

iii. Truong hop f(a) =a", véin =+ 1.

Khi dén#0 (Vindun=0,tacof(a") = (fa))* = @"“ =1, V k e Z; vy f khong 1a don
cdu-vo 1y).

Tir d6 ton tai k € Z" thoa |n| <k < 2/n|.

Khi d6, véi a“ € G suy ra ton tai a™ € G (m e Z) sao cho f(a™) = a* (do f 1a déng céu
nén f 13 toan ciu).

Ma f(a™) = (f(a))™ = (a")™ = a™, vay a™" = a".

Nghia 12 nm = k (vi G 12 mot nhém cyclic cip vo han).

Nén |n| < nm < 2|n|, tir d6 |n| < |n|jm| < 2[n|, do d6 1 < |m| < 2, vo ly.

Vay kha nang nay khong xay ra.

Do d6 Aut G < {Idg, 6}.

Hién nhién {Idg, 8} < Aut G;

Tir d6 Aut G = {Idg, 8}. i
Nhan xét 5.1. Gia sa G la mot nhom cyclic cip vo han, khi d6 Aut G 1a mot
nhom cyclic cap 2.
5.2. Ménh dé. Cho G la mét nhém cyclic cdp n. Khi do,

AutG={6:G—>G |k eZ k<n-1va (k,n) =1}.

X = Oo(x) = x*

Chirng minh. Goi a 1 mot phan ti sinh cia G, nghia la



G=(a)={l,a,a’,...,a"}.

PitA={8,:G—>GvéikeZ k<n-1va(k n)=1}.
X = 8(x) = x*

Lay ftuy y thuoc Aut G.
Gia st fla) =a", véik € Z, k<n-1.

Goid = (n, k)
kn k

Taco(f(a))d —ad =(a" d =

Va voim tuy y thudc Z, ta co

(fa)"=l < a"=1<km:n @ﬁmd : £d<:>km:£
‘ d " d d d
n n k
= (=, D) =1
Sm:vi (d d)

) n
Vay [f(a)| e

Mat khac voi m tuy y thudc Z, ta co
(fla))™ = 1, tir d6 f(a™) = 1 = f(1), vay a™ = 1 (vi f 1a ddng ciu).

Nénm : n (vi a 1a mot phan tir sinh ctia nhom cyclic G cép n).

Hién nhién (f(a))" = 1.
Vay f(a) 1a mot phan tir sinh cua G.

Nghialad=1.

Suy ra (k, n) = 1.

Thém nita véimoix =a" € G (vé6im e N,m<n-1),taco:
£00) = (") = (f(a))" = (@9 = (@™ = x"

Dodofe A, voimoif € Aut G.

Nghia la Aut G C A.

Hién nhién A c Aut G.

Tir d6 Aut G = A. i

T Ménh dé & 5.2, thu duoc :

Nhan xét 5.2. Néu G la mét nhém cyclic cap n thi |Aut G| = ¢(n), (V6i ¢ 13 ham Euler, nghia
1a ¢(n) bang s6 cac sO ty nhién nho hon n ma nguyén té cung nhau véi n).

> B2



Chuong 11 :

T-NEOM VAT - NHOM

§1. NHOM DEDEKIND

1.1. Nhom Dedekind

1.1.1. Pinh nghia. Nhom G duogc goi 1a mot nhom Dedekind néu moi nhom

con ciia G déu 12 nhom con chuan tic cia G.

Vi du 1.1. Moi nhém Abel déu 1a nhém Dedekind.

Vi du 1.2. Nhom Quaternion (tirc Qg) la mot nhom Dedekind khong Abel.

Chu y 1.1. Nhém Dedekind khong Abel duoc goi la nhém Hamilton.

1.1.2. Pinh nghia. Cho G la nhém, p 14 mot sO nguyén t6; G duoc goi la mot p - nhom Abel

socapneu G =Z,x Z,x ... x Z,

-

(YTan)

Dinh ly sau day la mét két qua rat quan trong vé cau trac cua cac nhom Dedekind.
Chtng minh Dinh 1y nay rat phiic tap va dugc trinh bay chi tiét
trong [5]. Sau ddy, chi phat biéu ma khong chimg minh :

1.1.3. Pinh ly. (Dedekin - Baer) Cho G la mét nhém. Khi d6 G la mét nhém Dedekind néu
va chi néu hodc G la mét nhém Abel hodc G dcfng cau véi

Qs x G; x G, voi Gy la mot nhom Abel so cci'p, G, la mot nhom Abel ma moi

phan tir déu c6 cap Ié.

1.2. T - nhém

1.2.1. Pinh nghia. Nhém G duoc goi 1a mot T- nhém néu moi nhém con

4 chuén tic ciia G déu 12 nhém con chuén tic cia G.

Vidu 1.3. 83 la mot T - nhom.

Chirng minh. Nhéan théy S; chi c6 sdu nhom con 1a 1, ((1 2)), {(1 3)), {((2 3)), A3, Ss.

Chung t6 ((1 2)) khong 1a nhém con 4 chuan tic cia Ss.



That vay, vi (1 2)"® = (1 3)™(1 2)(1 3) = (2 3) &((1 2)); nén {(1 2))
khong 1a nhoém con chuén tic cua Ss.

Mat khac [{(1 2))| =2, | S;|= 6.

Vay goi H 1a nhém con trung gian cua S; d6i véi (1 2)), suy ra [H| =2
hodc [H| =6, nén H = ((1 2)) hoac H = S;.

Kéo theo, khong ton tai day (1 2))<H, <... <H,< Ss.

Tir d6 ((1 2)) khong 1a nhém con & chuan tic cua S;.

Tuong tu ((1 3)), ((2 3)) khong 1a nhém con subnormal cua S;.

Ta c6 A3 S; (vi[Ss: As]=2); hién nhién 1< S5, S5 < S;.

Vay trong S; chi ¢6 ba nhom con 1, Az va Sz 1 4 chuan tic ciia S; dong
thoi 1a chuan tic cia S;.

Do d6 S;1a T - nhom.

—t

Phan vi du. S, khong la mot T - nhom.

Ching minh. Theo Vidu 3.3, 83 ,Ch I, tacé V, <A, IS,
Xét D =((12)(3 4)) = {1, (1 2)(34)}(do (1 2)(3 4)(1 2)3 4) = 1).
Ma Vy={1,(12)34),(13)24),(14)23)}.
SuyraD<Vy;vayD SV, (vi[V4:D]=2); tedo DLV,JA, < S,
Nghia Ia D 1a mot nhom con a chuan tic cua Sa4.
Mit khac (1 2)(3 4)?P =2 3)(12)34)23)=(13)24) ¢ ((12)3 4)).
Vay D khong 1a nhom con chuan tic ciia Ss.
Do d6 S, khong 1a T - nhém. |
Nhan xét. Moi nhém Dedekind déu 1a T - nhom. q
Chi y 1.2. Ton tai T - nhém, ma ching khong 1a nhém Dedekind, chang han
nhu S;.

1.2.2. Ménh d@é. Cho G la mét nhém. Khi @6, G la mét T - nhém néu va chi
néuvéi HLK < G ta cé HLG, véi moi H, K la cdac nhém con ciia G.

Ching minh. (=) : Hién nhién.

(<) : Gia st G 1a nhém ma vGéi moi nhom con H, K thoa HYSK<LG ta ¢o
H<G; can ching minh G 1a T - nhom.

That vay, ldy H 1a mot nhom con 4 chuan tic tiy ¥ cua G, vay ton tai



day nhom cta G sao cho H=H,;¥ H,<... <H,=G.
Chung to H Ggbéng phuong phap quy nap theo n.
Véin < 3, diéu phai ching minh 13 hién nhién.
Gia sir didu phai chting minh dung véin =k > 3.
Xét truong hopn=k + 1, nghialataco H=H;<H,<... <H\,, = G.
Khi d6 Hy.; < Hy < Hisy = G.
Theo gia thuyét H, ;< G.
Nén tir day trén, viét laiH=H;<H,<... <Hy < G (coi H, = G).

Theo gia thuyét quy nap ta c6 HS G.
Vay H 1a nhém con chuan tac cua G, voi moi H 14 & chuén tac cua G.
Do d6 G la mot T - nhom. ‘

1.2.3. Pinh ly. Cho G la mot nhom liy linh. Khi do, hai ménh dé sau la tuong
dwong :

1/ G lamot T - nhom.

11/ G la mot nhom Dedekind.
Chirng minh. i/ = ii/ : Vi G liiy linh nén theo Pinh Iy 4.3.4, § 4, Ch I, ta ¢c6 moi nhém con
ctia G déu 1a nhom con & chuén tic cua G.

Ma G 1a mot T - nhém; nén moi nhém con & chuan tic cia G déu 1a nhom con chuén
tac cua G.

Do d@6 G 1a mot nhém Dedekind.

—t

ii/ = i/ : Hién nhién.
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§2. TANM HOA TU

2.1. Pinh nghia. Cho G 1a mét nhém va & = X < G. Xét tap hop :
CoX)={x € G/xy=yx, Vy e X} (Kiém tra dugc C5(X) < G).
Khi dé, ta noi Cs(X) la tam hoa tr cua X trong G.

Vi du. Tdm héa tir ciia A4 trong Sy bang 1.

Chung minh. Dat G = Sy,
X=As={1,(12)34),(13)24),(14)23),(123),
(132),(124),(142),(134),(143),(23 4),(2 43)}.
Khi d6, van dung két qua (*) trong chimg minh Chu y 4.3, §4, Ch |, ta
co (12) ¢ Co(X); twongtu (13),(14),(23),(24),34) ¢ Cs(X).
Taco(12)34)(123)=234)=(134)=(123)(12)34).
Nén (12)(34) ¢ Cs(X), (123) ¢ Ca(X); tuong tu (1 3)(24), (14)(23),
(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)¢ Z(S4).
Va(1234)(123)=(1324)#(1342)=(123)(1234).
Vay (1234) ¢ Co(X); tuong tu (1 243),(1324),(1342),(1423),(1432)¢
Ca(X).
Do d6 Co(X) = 1. \

Nhan xét 2.1. Cho nhém G. Khi d6 Cg(G) goi la tam cua nhom G - day la
khai ni¢ém quen thudce, va ky hiéu Z(G).
2.2. Ménh dé. Cho G la mot nhém. Dit C = Co(G ), véi G = [G, G]. Khi db,
ta co hai diéu khang dinh sau :
1/ C la mot nhom liy linh.
11/ C char G.
Chimg minh. i/ ViC=Cg(G) = {x € G/xy=yx, Vy € G }, nén v6i moi ¢
thudc C va voi moi [a, b] thudc [C, C] <L [G, G], taco [a, b]c = c[a, b].
Nghia la[a, b]'c'[a,blc=1;V ¢ e C, ¥ [a,b] € [C,C], 5d6 a, b C.
Vay [[a,b],c]=1,VceC,V[ab]e[C C],ddoa,beC.
Tir d6 [[C, C],C]=1.



Do d6 day tam dudi cua C la :
C=Yo(O) 2 T1(O)=[C, C]2Y(O)=[[C, C],C]=1.
Ap dung Binh 1y 4.2.5, § 4, Ch |, ta ¢6 C 1a m{t nhom Ity linh co6 16p

khong vuot qua 2.

ii/ Lay o tuy y thudc Aut G, can chung t6 ¢(C) < C.

That vay; lay x tuy ¥ thudc o(C), ton tai a € C sao cho @(a) = x; 14y y tiy ¥ thudc [G,
G], ton tai b € G sao cho @(b) =y (do ¢ thudc Aut G).

Ma [G, G] char G (Ménh dé 3.4.2, § 3, Ch I); nén ¢([G, G]) =[G, G]; viy b € [G, GJ;
tr d6 ab = ba.

Suy ra @(ab) = ¢(ba).

Hay ¢(a)@(b) = o(b)o(a).

Tu dé xy =yx, véi moiy € [G, G].

Nénx e C.

Vay ¢(C) <C.

Do d6 C char G (Ap dung Ménh dé 3.1.2, §3, Ch ). i

Tir két qua trén, két hop Ménh dé 3.1.2 (§3, Ch I), thu dugc :

Nhin xét 2.2. Ta c6 C = C4(G )9 G.

o §8



§3. NHOM CON FITTING CUA T - NHOM

3.1. Pinh nghia. Cho G 1a mot nhém. Nhom con sinh boi tit ca cac nhom con chuan tic liy
linh cua G duoc goi la nhom con Fitting cua G, ky hi¢u la

Fit G.
Vi dl.L Az = Fit S;.

Chirng minh. Nhéan théy S; chi ¢6 sdu nhom con 1a 1, {(1 2)), ((1 3)), ((2 3)), As, S;; trong
d6 As Sz ((12)), &I 3)), (2 3)) khong 1a nhém con chuan tic cta S (Vidu 1.3, §1, Ch II).
Mat khéc |As| =3, nén A; 1a 3 - nhom hitu han, vay Az 1a mot nhom liy
linh (Pinh 1y 4.3.2, §4, Ch ).
Ma S; khéng 1a nhom lity linh (Cha y 4.3, §4, Ch ).
Tir d6 A; = Fit Sa. i
Tir Ménh dé 2.2 va Nhan xét 2.1 (§2, Ch II) di dén :
Nhan xét. Cho G 1a mot nhém. Ta ¢6 C = C4(G ) <Fit G.

Trudng hop G=S,, ta c6 G =[S, S4] = A,
Theo Vi du 2.1 (§2, ChII), suy ra C = C5(G) = 1.
MaFit Sy # 1 (Vidu3.3,§3, ChItacd V4 Ssva Vy1a nhom Abel,
nén lily linh; kéo theo V4 < Fit Sy).
Vay trong quan hé nhom con ndi trén, diéu nay minh hoa kha ning tim hoéa tir 1a nhom

con thyc sy cia nhom con Fiting. Cau héi ty nhién duogc dat
ra, khi nao chiing trung nhau ? Két qua sau, 12 mdt hudng tra 161 khang dinh.

3.2. Pinh ly. Cho G la mét T - nhém va C = Cq(G ). Khi d6 C la nhém con
Fitting cua G.

Chirng minh. Ta ¢6 C = C4(G) < Fit G.
Can ching to Fit G < C.

That vay, Lay H 1a nhom con tiiy ¥ ctia G sao cho H lily linh va HS G, va lay x tuy y
thuoc H.
Vi H lity linh nén theo Pinh 1y 4.3.4 (§4, Ch I) ta c6 (x) 1a nhém con 4 chuén tic trong

MaHd G.



Kéo theo (x) 1a mot nhém con & chuén tic cua G.
Vay(x) & (viGlamotT - nhom).
Véi a tuy y thude G, xét anh xa 1, : (x) > (x)
X" = 1(x") = (x™)* (m € N).
Vi{x)<d G nén (x™)* € (x), véimoim € N, vdimoia € G.
Tu do 1, € Aut(x), voimoi a € G.

Xét tuong ung vy : G —> Aut (x)
a— y(a) = 1, voi 1,(x™) = (x™)* (m € N).

Hién nhién v 1 4nh xa.

Khi d6 v&i moi a, b thudc G, véi moi x™ thudce (x) (m € N), ta cé :
w(ab)(x™) = ta(x™) = ()" = b2’ (x™)ab.

Pata'xa=x" b'xb=x"(vin, k € N).

Vay y(ab)(x™)  =b"(a"(x")a)b =

=b"'(a'xa)(a'xa)...(a ' xa)b =b"'x""b =

Y
m lan

= (b"xb)(b™"xb)...(b"'xb) = x"".

M
nm lan

Ma y(@)y(b)(x™) = Tato(x™) = To(b"'x""b) =

= ta(go'lxb)(b'lxb). ..(b'lxbl) = 1,(x"™) =a'x""a =

'
m lan
= (a'xa)(a'xa)...(a'xa) = x" ™ = x™,
— ~— _/
km 1an

Vay y(@b)(x™) = y(@w(b)(x™, ¥ x™ € (x) (m € N).
Nén y(ab) = y(a)y(b), V a,b € G.

Do d6 vy 1a mot dong cdu nhom.

Mait khac a € Ker vy < y(a) = ldex- & 1, = [d<>

S 1,(x7) = (x"), VX" e (x) (m e N).
sa'xMa=(x"), Vx" e (x) (m € N).
< aix™) = (x"a, VX" e (x) (m € N).
< a e Co((x)).



Vay Ker y = Cg({(x)).

Suy ra Cg((x)) < G (do Ker y & G).

Ma G/ Ker y = Im y < Aut (x) (dé y Aut (x) 1a nhom Abel).
T do G/ Cg((x)) 1a nhom Abel.

Do d6 G =[G, G] < Cg((x)).

Vay Vy € G thiy € Co((x)) nén xy = yx (do x € (x)).
Nghialaxy=yx,VyeG.

Suyrax e Cg(G), Vx € H.

Tirdo H < Cg(G), ¥V H <G thoéa H liy linh va HL G.
Nén Fit G < C = C4(G).

Do do C=FitG.

WH O3



§4. T - NHOM VA T - NHOM

4.1. T - nhom gidi duoc

Khai ni¢ém T - nhém dugce trinh bay ¢ Pinh nghia 1.2,.1 (§1, Ch II); con 1,<héi niém
nhom Metabelian trinh bay & Dinh nghia 3.5.1 (§3, Ch I); két qud sau Ia tinh chat cia T -
nhom, nho dé chirng minh duge mdt dieu ki¢n du d€ nhan biet mdt nhom 1a Metabelian.

4.1.1. Ménh dé. Ta cé hai diéu khang dinh sau :
i/ Anh d‘o”‘ng cau ciia mét T - nhém la mét T - nhém.

11/ Nhom thuong cua mot T - nhom la mot T - nhom.

Ching minh. i/ Gia sit G 1a mot T - nhém, G 12 m6t nhom va £ : G — G 1a mot dong cu
nhom.

Lay H 1a mot nhom con 4 chuén téc tiy y cia Im f.

Vay ton tai ddy nhdm con cua Im f thoa H’<l Hig..< H,<dIm £,

Taco f '(Hy)< G
(vi f(x) = f(y 'xy) = (f(y)) f(x)f(y) € Hy, V x € £ '(H,), V v € G: kéo theo
x e f'(Hy), Vxef'(Hy), Vy e G).

Tuong ty f '(H )< f'H)L ... <G f'H,) < G.

Nén f'(H ) 1a mot nhom con 4 chuén tic cua G.

Vay £ '(H )< G (vi G 1a mét T - nhom).

T dé véimoix € H, voimoiy e Im f; kéo theo ton tai x € £ '(H )
va tontaiy e G sao cho f(x) = X, f(y) = y’.

Khidox¥ e £'(H).

Nén (y )'xy = fly Hf(x)f(y) = fy "'xy)

=fx)eH,Vx eH,Vy eImf.

VayH <Imf.

Do d6 Im fla mot T - nhom.

i/ Giast Glamot T -nhomvaH G,

Xétdong cauf: G —> G /H

x — f(x) = xH.

Hién nhién f 1a toan cau.



Ap dung két qua trén, ta c6 G / H = Im f 1a mot T - nhom. |

Ta da biét, moi nhom Metabelian déu 13 nhém giai duge (Nhan xét 3.3, §3, Ch I). Piéu
nguoc lai co thé khong dung, chang han nhu S, 13 nhoém giai duoc nhung khong Metabelian
(Phan vi du 3.5.2, §3, Ch I). Két qua sau, 1a mot truong hop vé hudng bo sung gia thuyét dé
ménh dé dao 1a ding.

4.1.2. Pinh ly. Cho G la mot T - nhom giai dwoc. Khi do G la mot nhom
Metabelian.
Chirng minh. Vi G 1a m6t nhém giai duogc.
Nén theo Pinh 1y & 3.4.4 (§3, Ch I) thi ddy din xuat cia G 1a dimg,
Nghialatdntain e NthéaG=G?>G"> ... >G™=1,v6i G™" = 1.
Gia st G khong 1a Metabelian, suy ran > 3.
Theo Ménh d& 3.4.2 (§3, Ch 1) ta c6 G char G.
Nén GG, suyra GP<SGY, Vi e {0, 1,2, 3}.
VayG?/GY>G"/GP>G?P/GP>GY /G =1, v6i GP/GP = 1.
PiatH=G/GY.
TacoHY =[G /G, G/GI1=[G,G]/G®=G"/GY.
Twong ty H? =G?/G® HY =GP/ G® =1.
Vay H c6 diy dan xuat la H=H? >H® >H® >H® = 1.
Nén H 1a mgt nhom giai duge.
VaH? 14 Abel (vi 1 = H® = [H?, HY)).
Suy ra H® 13 lity linh, vi moi nhém Abel d&u 14 nhém liy linh.
Ma HP<H (Nhan xét 3.2, §3, Ch I).
Tir d6 H? < Fit H.
Vi G 1a méot T - nhém; nén theo Ménh dé 4.1.1 (§3, Ch II) suy ra
H=G/G"1amét T - nhom.
Kéo theo Fit H= Cy(H) (Ap dung Pinh Iy 3.2, §3, Ch II).
Vay H? < Cy(H).
Dodo [H?, H]=1.
Suy ra H = [H, H] c¢6 day tdm dudi 14 :
H=YH)>Y,H)=[HH]=H"H"1=H?>Y,(H)=[H?,H]
=1.



Ap dung Pinh 1y 4.2.5 (§4, Ch ) ta c6 H 12 mot nhém lity linh.
MaH = [H, H] <H (Nhan xét 3.2, §3, Ch ).

Tirdo H <FitH = Cy(H).

Suy ra H® = [H,H]=1.

Nghia 1a G¥/ G =1.

Pay la diéu mau thun.

—t

Do d@6 G 1a mot nhém Metabelian.

4.2. Nhém véi moi nhém con déu pronormal

Khai ni¢ém nhoém con pronormal dugc trinh bay & Dinh nghia 1.2.2 (§1, Ch I). Két qua

sau la kha thu vi, vi tir d6 xac dinh dugc mot di€u kién du dé nhan bi€t mét nhém 1a T -
nhom nho khéi niém nhém con pronormal.

4.2.1. Bo dé. Cho H la mét nhém con pronormal trong nhém G va cho K la mét nhém con

cua G chira H. Khi do, H la a chuan tdc cua K neu va chi

néu H la chuan tac cua K.

Ching minh. (=) : Gia sit H13 4 chuén tic cia K, vy ton tai ddy sau day :

H=I§ K .< L, Lpa=K(@meN).
Ta can ching minh H<K.,

Lay x tiy y thude K.

Vi H 1a pronormal trong G, nén véi x € G (Do x € K <G) ton tai
Uy, € (H, H*) sao cho H* = H " .
Mat khac H* < L,,"

MaL, =L, (ViL,9Lyu; =Kvax € K).

Suy ra H* < L,

Va hién nhién H < L,

Vay (H, H*) < L.

Nénu, € L.

T d6 v6i x € K ton tai uy, € Ly, sao cho H = H"" .

Tuong tu, vi H 1a pronormal trong G, voi u, € L, (suy rau, € G).
Vay ton tai uy, ;| € (H, H") sao choH " =H """

Ly ludn tuong tu, ta ¢6 Uy € L.

Vay H* =H " .



Tiép tuc qua trinh tuong ty nhu trén, ta co :

Tdn tai u; € L sao cho H*=H".

CubicungviH" =H (doH=Lo<L,vau, € L)).
Dodo H*=H, V x € K.

Nghia la HL K.

—t

(<) : Hién nhién.
4.2.2. Pinh ly. Cho G la mét nhém c6 moi nhém con déu la pronormal trong

G. Khido, G lamot T - nhom.

Chirng minh. Gia st H 1 mot nhém con 4 chuan tic trong G.

Vi H 14 pronormal trong G (gia thuyét), ma H < G < G.

Nén theo B6 d64.2.1 (§4, ChIl)tacoH G. <

—t

Do d6 G la mot T - nhom.

4.3. Nhom voi moi nhom con déu da chuan tac

4.3.1. Pinh nghia. Nhom G duoc goi 1a mot T - nhom néu véi moi nhéom con

D,K,LcuaGthéaD KJ LifotheoD L. «
Vi du. Moi nhom Abel déu 14 T - nhom.

Nhan xét. Ta c6 hai diéu khang dinh sau :
i/ Moi T - nhom la T - nhom.

ii/ Cho G la mét nhém. Khi do, G la - nhoffi néu va chi néu moi nhém

con cua G déu la T - nhom.

Khai niém nhom con da chuin trflc_du’qc trinh bay ¢ Dinh nghia 1.2.1 (§1, Ch I). Két
qua sau la sy lién h¢ gitta - nhom va nhdm con da chuan tac.

4.3.2. Pinh ly. Cho G la mét nhom. Khi do, moi nhom con cia G déu la nhém

con da chuan tic trong G néu va chi néu G la - nhont.



Chimng minh. (=) : Gia sit moi nhém con ctia G déu 1 da chuén tic trong G;
ta can chung t6 G 1a - Fhom.
That vay, ldy D, K, L 1a ba nhom con tiy y cia GsaochoD K L. &

Ta c6 D la da chuan tic trong G, ma L nhom con trung gian ctia G dbi véi D; vay theo Dinhly 1.3.1

(§1, ChI) ta co D" 1a mdt nhéom con day du

cua G doi voi D, nghia 1a

Mit khac D" < K" =K, suyra

DL KL

Tir d6 D < D.

Suy ra D* < D, v&i moi x thude L.
VayD &

Dod6Gla ~Fhom.

T
(<):GiastrGla -nhom.

Lay D 1a mot nhom con tuy ¥ ciia G, ta can chimg to D 1a nhém con da
chun tic trong G.
That vay, iy H 1a nhdm con trung gian tuy y cua G ddi véi D, nghia 1a
D<H<ZG.

D! —
T

Theo Chiiy1.1,§1,ChI tac6D D" <I; maéh la - nhom, vay
pt
g D H

Mt khac D" 12 nhom con chuén tic nho nhét cta H chira D; va D



vura duoc khéng dinh & trén 12 nhém con chuan tic cta H, hién nhién chung chura D; vi vay
D" <D.
p D"
TedoD =D"
Vay D" 1a nhom con day du caa G dbi v6i D, véi moi H 1a nhém con trung gian caa G ddi véi D.

Theo Pinh 1y 1.3.1 (§1, ChI) ta ¢c6 D 1a nhém con da chuan tic trong G.

DO



P < -
KET LUAN
Luén van xay dung khai niém T - nhém, - nhénmp mot s6 khai niém khac lién quan va nhirng vi du
minh hoa twong trng; tat ca cac van dé nay déu
duoc trinh bay trong mot so Tai li€u tham khao.

Céc két qua trinh bay trong Luan vian 1a khong méi, tit ca déu dugc phat biéu va chirng minh trong
mot s6 Tai lidu tham khao. Trong d0, ¢6 nhiéu két qua ma tac gia ctia Ludn vin da doc va suy nghi nhiéu lan
van chua hiéu sang
to; cac kho khin nay duoc Thay hudng dan goi ¥, giang giai.

Luan vin trinh bay chimg minh Dinh 1y 4.3.5 (§4. Ch I, Tr 25); cach ching minh niy, xuat phét tir
phan chirng minh Dinh 1y 9.18 (Xem [1], Tr 60); trién khai cu thé cia chirng minh Dinh 1y 4.3.5 ¢6 khac vé
mat ky thuét
s0 v6i phan ching minh Pinh Iy 9.18.

Vi thoi gian khong con cho phép nén Luan van chua thyc hién dugc viéc ching minh mot két qua kha
dep va quan trong v& T - nhom hiru han, gidi dugc lién quan dén nhém con pronormal.

T3
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