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lêi c¶m ¬n

LuËn v¨n ®−îc hoµn thµnh d−íi sù h−íng dÉn nghiªm kh¾c vµ ®Çy tr¸ch
nhiÖm cña PGS. TS. Mþ Vinh Quang. T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u
s¾c cña m×nh ®Õn víi PGS. TS. Mþ Vinh Quang.
T¸c gi¶ xin ch©n thµnh ®−îc tá lßng biÕt ¬n ®Õn quý thÇy c« gi¸o ®·

gi¶ng d¹y líp Cao häc To¸n Khãa 18 cña Tr−êng §HSP Tp Hå ChÝ Minh
v× sù gi¶ng d¹y tËn t×nh vµ sù quan t©m, ®éng viªn, khÝch lÖ t¸c gi¶ trong
suèt qu¸ tr×nh häc tËp vµ thùc hiÖn luËn v¨n.
T¸c gi¶ còng xin göi lêi c¶m ¬n ®Õn BGH Tr−êng §HSP Tp Hå ChÝ

Minh, Phßng Khoa häc C«ng nghÖ - Sau §¹i häc Tr−êng §HSP Tp Hå ChÝ
Minh ®· t¹o ®iÒu kiÖn ®Ó t¸c gi¶ hoµn thµnh c«ng viÖc häc tËp, nghiªn cøu
cña m×nh.
T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n l·nh ®¹o Së Gi¸o dôc vµ §µo t¹o §¾k

L¾k; Ban Gi¸m hiÖu, quý thÇy c« Tr−êng THPT Kr«ng Ana, §¾k L¾k ®·
t¹o mäi ®iÒu kiÖn vÒ c¬ së vËt chÊt, thêi gian vµ th−êng xuyªn ®éng viªn
t¸c gi¶ trong häc tËp.
Trong qu¸ tr×nh häc tËp t¸c gi¶ lu«n nhËn ®−îc sù ®éng viªn, khÝch lÖ

cña c¸c b¹n häc viªn trong líp th¹c sÜ khãa 18 chuyªn ngµnh §¹i sè vµ lý
thuyÕt sè cña §¹i häc s− ph¹m Tp Hå ChÝ Minh còng nh− tÊt c¶ c¸c b¹n
bÌ th©n h÷u. T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¸m ¬n.
Cuèi cïng, t¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n v« h¹n ®Õn Ba MÑ, c¸c Em,

Bµ néi, ¤ng Bµ ngo¹i, c¸c B¸c, Chó ThÝm, CËu Mî, c¸c Anh ChÞ lu«n cæ
vò, ®éng viªn ®Ó t¸c gi¶ an t©m häc tËp vµ nghiªn cøu. §Æc biÖt, luËn v¨n
kh«ng thÓ hoµn thµnh sau qu¸ tr×nh miÖt mµi häc tËp vµ nghiªn cøu nÕu
thiÕu sù c¶m th«ng s©u s¾c, sù khÝch lÖ tinh thÇn th−êng xuyªn cña Chång,
Con t¸c gi¶.

T¸c gi¶
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Danh môc kÝ hiÖu

N = {0, 1, 2, 3, ...}
N∗ = {1, 2, 3, ...}
Z = {0,±1,±2, ...}
Q: tr−êng c¸c sè h÷u tØ.
Qp: tr−êng c¸c sè p−adic.
Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}: vµnh c¸c sè nguyªn p−adic.
Tp = Zp \ pZp = {x ∈ Zp : |x|p = 1}
B0, B1, ..., Bn: c¸c sè Bernoulli.
B0(x), B1(x), ..., Bn(x): ®a thøc Bernoulli.
exp t = et, víi e = lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

expp t: hµm mò p−adic.
logp t: hµm logarit p−adic.(

x
n

)
:=


x(x− 1)...(x− n + 1)

n!
, nÕu n 6= 0

1, nÕu n = 0

víi n ∈ N, x ∈ K, trong ®ã K lµ tr−êng gi¸ trÞ phi Archimede ®Çy ®ñ chøa
Qp nh− tr−êng con.
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Më ®Çu

C¸c sè p−adic ®−îc Kurt Hensel m« t¶ ®Çu tiªn n¨m 1897, h¬n mét
tr¨m n¨m qua chóng dÇn th©m nhËp vµo c¸c lÜnh vùc kh¸c nhau cña to¸n
häc nh− lý thuyÕt sè, h×nh häc ®¹i sè, t«p« ®¹i sè, gi¶i tÝch vµ c¶ vËt lý,
®Æc biÖt lµ vËt lý l−îng tö. Vµo nh÷ng n¨m 40 cña thÕ kØ XX, gi¶i tÝch
p−adic ph¸t triÓn m¹nh mÏ thµnh mét chuyªn ngµnh ®éc lËp nhê viÖc ph¸t
hiÖn nh÷ng mèi liªn hÖ s©u s¾c cña gi¶i tÝch p−adic víi nh÷ng vÊn ®Ò lín
cña sè häc vµ h×nh häc ®¹i sè.
Trong gi¶i tÝch p−adic cã nhiÒu t−¬ng tù p−adic kh¸c nhau cña kh¸i

nhiÖm tÝch ph©n, ch¼ng h¹n nh− kh¸i niÖm t−¬ng tù p−adic cña tÝch ph©n
Riemann, tÝch ph©n Stieltjes, tÝch ph©n Shnirelman (t−¬ng tù p−adic cña
tÝch ph©n ®−êng)...
Bªn c¹nh ®ã, tÝch ph©n Volkenborn lµ mét tÝch ph©n kh¸ ®Æc biÖt, chØ cã
trong gi¶i tÝch p−adic vµ kh«ng lµ t−¬ng tù p−adic cña bÊt k× tÝch ph©n nµo
®· biÕt. H¬n thÕ n÷a, tÝch ph©n Volkenborn cã kh¸ nhiÒu øng dông trong
nghiªn cøu lý thuyÕt sè. Bëi lý do ®ã, chóng t«i chän ®Ò tµi nghiªn cøu
"TÝch ph©n Volkenborn".
Trong luËn v¨n nµy, chóng t«i sÏ giíi thiÖu mét c¸ch ®Çy ®ñ vµ chi tiÕt

c¸ch x©y dùng, c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tÝch ph©n Volkenborn, ®ång thêi
giíi thiÖu mét sè ¸p dông lý thó cña nã, qua ®ã sÏ lµm râ ý nghÜa vµ vai
trß cña tÝch ph©n Volkenborn trong gi¶i tÝch p−adic vµ lý thuyÕt sè. Cô thÓ
nh− sau
Ch−¬ng 1 KiÕn thøc c¬ b¶n: tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ sè

p−adic, gi¶i tÝch p−adic, khai triÓn Mahler cña c¸c hµm liªn tôc cÇn dïng
cho c¸c ch−¬ng sau.
Ch−¬ng 2 X©y dùng tÝch ph©n Volkenborn: giíi thiÖu vÒ kh¸i niÖm

tæng bÊt ®Þnh cña hµm sè liªn tôc, tÝnh tæng bÊt ®Þnh cña mét sè hµm liªn
tôc trªn Zp th−êng gÆp sau ®ã x©y dùng tÝch ph©n Volkenborn cña hµm sè
liªn tôc trªn Zp nh− lµ ®¹o hµm t¹i 0 cña tæng bÊt ®Þnh hµm sè. Ch−¬ng nµy
còng nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tÝch ph©n Volkenborn, chñ
yÕu lµ cña c¸c hµm sè kh¶ vi liªn tôc trªn Zp ®ång thêi tÝnh to¸n tÝch ph©n
Volkenborn cho mét sè líp hµm c¬ b¶n quan träng trong gi¶i tÝch p−adic.
Cuèi ch−¬ng lµ giíi thiÖu vÒ kh¸i niÖm tÝch ph©n trªn c¸c tËp con cña Zp.
Ch−¬ng 3 X©y dùng mét sè øng dông cña tÝch ph©n Volkenborn:

ch−¬ng nµy sÏ øng dông tÝch ph©n Volkenborn ®Ó x©y dùng vµ nghiªn cøu
mét sè tÝnh chÊt quan träng cña c¸c sè Bernoulli - c¸c sè cã vai trß quan
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träng trong lý thuyÕt sè - ®Æc biÖt lµ ®ång d− thøc næi tiÕng cña von Staudt
vµ Clausen. Song song víi viÖc chøng minh b»ng kü thuËt p−adic, chóng
t«i còng giíi thiÖu c¸ch chøng minh ®ång d− thøc nµy b»ng c¸ch sö dông
c¸c kü thuËt cña lý thuyÕt sè ®Ó tiÖn ®èi chiÕu. Cuèi ch−¬ng, chóng t«i giíi
thiÖu c¸ch x©y dùng ®a thøc Bernoulli b»ng tÝch ph©n Volkenborn.
MÆc dï b¶n th©n t¸c gi¶ ®· rÊt cè g¾ng nh−ng do tr×nh ®é vµ thêi gian

h¹n chÕ nªn luËn v¨n cã thÓ vÉn cßn nh÷ng thiÕu sãt. KÝnh mong quý thÇy,
c« vµ quý ®éc gi¶ gãp ý ®Ó luËn v¨n ®−îc hoµn thiÖn h¬n.
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Ch−¬ng 1

KiÕn thøc c¬ b¶n

1.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n

§Þnh nghÜa 1.1.1. Hµm gi¸ trÞ (valuation)

Cho K lµ mét tr−êng. Mét hµm gi¸ trÞ trªn K (cßn gäi lµ chuÈn trªn

tr−êng K) lµ mét ¸nh x¹ || : K → R tháa m·n

(i) ∀x ∈ K, |x| ≥ 0, |x| = 0 nÕu vµ chØ nÕu x = 0

(ii) |x + y| ≤ |x|+ |y|,∀x, y ∈ K

(iii) |xy| = |x||y|

CÆp (K, ||) gäi lµ tr−êng gi¸ trÞ.

VÝ dô 1.1.2.

1. Hµm lÊy gi¸ trÞ tuyÖt ®èi trªn tr−êng sè thùc R lµ mét hµm gi¸ trÞ

2. Hµm lÊy m«®un trªn tr−êng sè phøc C còng lµ mét hµm gi¸ trÞ

3. Trªn mét tr−êng K bÊt k×, hµm || ®−îc ®Þnh nghÜa

|x| :=

{
0 nÕu x = 0,

1, nÕu x 6= 0.

lµ mét hµm gi¸ trÞ, gäi lµ hµm gi¸ trÞ tÇm th−êng.
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MÖnh ®Ò 1.1.3. KÝ hiÖu 1K lµ phÇn tö ®¬n vÞ cña tr−êng gi¸ trÞ (K, ||).
Ta cã

1. |1K | = 1

2. | − x| = |x|, x ∈ K

3. |x−1| = |x|−1, x ∈ K, x 6= 0

4. |x− y| ≥ ||x| − |y||; x, y ∈ K

Gi¶ sö (K, ||) lµ mét tr−êng gi¸ trÞ. ¸nh x¹ d : K × K → R cho bëi

d(x, y) = |x−y| lµ mét metric, gäi lµ metric c¶m sinh bëi || trªn K, metric

nµy còng c¶m sinh mét t«p« trªn K, gäi lµ t«p« c¶m sinh bëi ||. K cïng
víi t«p« c¶m sinh nµy trë thµnh mét tr−êng t«p«, nghÜa lµ phÐp céng vµ

phÐp nh©n hai phÇn tö trªn K lµ c¸c ¸nh x¹ liªn tôc.

Hai hµm gi¸ trÞ trªn K gäi lµ hai hµm gi¸ trÞ t−¬ng ®−¬ng nÕu chóng

c¶m sinh cïng mét t«p« trªn K.

Trong ®Þnh nghÜa hµm gi¸ trÞ (1.1.1) ë trªn, nÕu thay ®iÒu kiÖn (ii) bëi

®iÒu kiÖn (ii′): |x + y| ≤ max{|x|, |y|} th× (K, ||) gäi lµ tr−êng gi¸ trÞ phi
Archimede, (ii′) gäi lµ bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c m¹nh. Khi ®ã mªtric c¶m

sinh bëi hµm gi¸ trÞ phi Archimede th× gäi lµ siªu mªtric. Mäi tr−êng K

cïng víi hµm gi¸ trÞ tÇm th−êng lµ tr−êng gi¸ trÞ phi Archimede. Trong

luËn v¨n nµy chØ nghiªn cøu c¸c tr−êng gi¸ trÞ K lµ phi Archimede.

VÝ dô 1.1.4.

LÊy ρ > 1, víi mçi f ∈ R[X], ®Æt

|f | :=

{
0, nÕuf = 0

ρd(f), nÕu f 6= 0

trong ®ã d(f) lµ bËc cña f .

Víi s ∈ R(X), ®Æt

|s| := |f ||g|−1, (s = fg−1; f, g ∈ R[X], g 6= 0)

Th× (R(X), ||) lµ tr−êng gi¸ trÞ phi Archimede.
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VÝ dô 1.1.5.

LÊy p lµ mét sè nguyªn tè, víi mçi n ∈ Z ta ®Þnh nghÜa ordpn lµ sè i ∈ N
sao cho pi chia hÕt n vµ pi+1 kh«ng chia hÕt n. Víi x ∈ Q, x = a

b
, a, b ∈ Z

ta ®Þnh nghÜa ordpx=ordpa-ordpb.

Khi ®ã ||p ®−îc ®Þnh nghÜa

|x|p :=

{
p−ordpx, nÕu x 6= 0

0, nÕu x = 0

lµ mét hµm gi¸ trÞ phi Archimede trªn Q

MÖnh ®Ò 1.1.6 (Nguyªn lý tam gi¸c c©n).

Cho || lµ mét hµm gi¸ trÞ phi Archimede trªn tr−êng K. Víi mäi x, y ∈
K, nÕu |x| 6= |y| th× |x + y| = max{|x|, |y|}.

MÖnh ®Ò 1.1.7 (Mäi hµm gi¸ trÞ trªn Q).

Mäi hµm gi¸ trÞ kh«ng tÇm th−êng trªn Q ®Òu t−¬ng ®−¬ng víi hoÆc ||p
víi p lµ mét sè nguyªn tè nµo ®ã hoÆc lµ hµm gi¸ trÞ tuyÖt ®èi.

§Þnh nghÜa 1.1.8. Tr−êng thÆng d−

Gi¶ sö (K, ||) lµ tr−êng gi¸ trÞ phi Archimede.
KÝ hiÖu

B(0; 1) = {x ∈ K||x| ≤ 1}

B−(0; 1) = {x ∈ K||x| < 1}

Khi ®ã k = B(0; 1)/B−(0; 1) lµ mét tr−êng, gäi lµ tr−êng thÆng d− cña K.

§Þnh nghÜa 1.1.9. Sè p−nguyªn

Cho sè nguyªn tè p. Mét sè b ∈ Q ®−îc gäi lµ p−nguyªn nÕu b =
m
k , (m, k) = 1 vµ p - k

§Þnh nghÜa 1.1.10. §ång d− modulo n

Cho n ∈ N∗; m, k ∈ Q. m gäi lµ ®ång d− víi k theo modudlo n nÕu

n | (m− k), kÝ hiÖu m ≡ k(mod n)
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1.2 Tr−êng c¸c sè p-adic

Bao ®ñ (completion) cña Q theo hµm gi¸ trÞ tuyÖt ®èi lµ tr−êng sè thùc

R. Bao ®ñ cña Q theo ||p lµ tr−êng Qp, gäi lµ tr−êng c¸c sè p-adic. Ta

còng kÝ hiÖu ||p lµ më réng cña ||p trªn Qp. Cô thÓ h¬n nh− sau

KÝ hiÖu S lµ tËp tÊt c¶ c¸c d·y sè h÷u tØ Cauchy theo ||p. Trªn S x¸c ®Þnh

quan hÖ t−¬ng ®−¬ng ∼:

{xn} ∼ {yn} ⇔ lim
n→∞

(xn − yn) = 0

PhÇn tö cña Qp chÝnh lµ c¸c líp t−¬ng ®−¬ng theo quan hÖ ∼ víi phÐp céng
vµ nh©n trªn Qp ®−îc ®Þnh nghÜa bëi:

{xn}+ {yn} = {xn + yn}

{xn}.{yn} = {xn.yn}

Q ®−îc xem lµ tr−êng con cña Qp nhê ¸nh x¹ nhóng mçi a ∈ Q thµnh {a}.
Víi α ∈ Qp ⇒ α = {an}, gi¸ trÞ cña α ®−îc x¸c ®Þnh

|α|p = lim
n→∞

|an|p

Nh− sÏ thÊy ë mÖnh ®Ò (1.3.6), nÕu α 6= 0 th× cã N ∈ N sao cho víi n > N

th× |α|p = |an|p
Bao ®ãng ®¹i sè Q̃p cña Qp kh«ng ®Çy ®ñ. Bao ®ñ cña Q̃p ®Çy ®ñ vµ

®ãng ®¹i sè, kÝ hiÖu lµ Cp.

§Þnh nghÜa 1.2.1. Sè nguyªn p−adic

Mét sè x ∈ Qp gäi lµ sè nguyªn p-adic nÕu |x|p ≤ 1. Ta kÝ hiÖu

Zp = {x ∈ Qp, |x|p ≤ 1}.

MÖnh ®Ò 1.2.2. i) Zp lµ vµnh con cña Qp mµ chøa Z thùc sù.

ii) Qp lµ tr−êng c¸c th−¬ng cña Zp.

iii) N trï mËt trong Zp.
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§Þnh nghÜa 1.2.3. Khai triÓn p-adic

Víi mçi x ∈ Qp, x cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi

x =
∞∑

j=m

ajp
j, m ∈ Z, 0 ≤ aj < p

vµ gäi lµ khai triÓn p-adic cña x

Trong khai triÓn nµy, nÕu i lµ sè nguyªn nhá nhÊt sao cho ai 6= 0 th×

|x|p = p−i.

NhËn xÐt 1.2.4.

1. Mét phÇn tö x ∈ Zp cã nghÞch ®¶o trong Zp nÕu vµ chØ nÕu |x|p = 1.

2. NÕu x lµ phÇn tö kh¸c 0 cña Zp th× x = pordp(x)y víi y ∈ Zp, |y|p = 1.

3. NÕu x ∈ Qp th× tån t¹i m ∈ Z, α ∈ Zp sao cho x = pmα

4. Trong Qp, ta cã B−(0; 1) = pZp, tõ ®ã tr−êng thÆng d− cña Qp lµ

Zp/pZp.

MÖnh ®Ò 1.2.5.

TËp tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña ||p lµ {0} ∪ {pn : n ∈ Z}. §©y lµ mét nhãm,
gäi lµ nhãm gi¸ trÞ cña Qp

1.3 Mét sè kh¸i niÖm, kÕt qu¶ vÒ gi¶i tÝch siªu mªtric

Tõ môc nµy ®Õn cuèi luËn v¨n, chØ xÐt c¸c tr−êng gi¸ trÞ phi Archimede

K ®Çy ®ñ chøa Qp nh− tr−êng con.

§Þnh nghÜa 1.3.1. ChuÈn trªn kh«ng gian vect¬

Cho E lµ mét kh«ng gian vect¬ trªn K. Mét ¸nh x¹ ‖‖ : E → R gäi lµ

mét chuÈn nÕu

(i) ‖x‖ ≥ 0,∀x ∈ E,‖x‖ = 0 nÕu vµ chØ nÕu x = 0.
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(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, víi x ∈ E, λ ∈ K.

(iii) ‖x + y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖}.

(E, ‖‖) gäi lµ kh«ng gian ®Þnh chuÈn trªn K. Ta cã thÓ chØ viÕt E thay cho

(E, ‖‖)

VÝ dô 1.3.2.

Cho X lµ mét tËp, mét hµm f : X → K gäi lµ bÞ chÆn nÕu

‖f‖∞ := sup{|f(x)| : x ∈ X} < ∞

§ÆtB(X → K) lµ tËp tÊt c¶ c¸c hµm bÞ chÆn tõX vµoK th× (B(X → K), ‖‖∞)

lµ mét kh«ng gian ®Þnh chuÈn trªn K.

§Þnh nghÜa 1.3.3. ¸nh x¹ liªn tôc trªn kh«ng gian ®Þnh chuÈn
Cho E, F lµ c¸c kh«ng gian ®Þnh chuÈn trªn K. ¸nh x¹ K-tuyÕn tÝnh

A : E → F gäi lµ liªn tôc nÕu víi mäi d·y x1, x2, ... ∈ E mµ lim
n→∞

‖xn‖E =

0 th× lim
n→∞

‖Axn‖F = 0.

MÖnh ®Ò 1.3.4.

Cho E, F lµ c¸c kh«ng gian ®Þnh chuÈn trªn K. ¸nh x¹ K-tuyÕn tÝnh

A : E → F lµ liªn tôc nÕu vµ chØ nÕu cã M ≥ 0 sao cho ‖Ax‖F ≤
M‖x‖E,∀x ∈ E

§Þnh nghÜa 1.3.5. Giíi h¹n p−adic

Mét d·y a1, a2, ... trong K gäi lµ héi tô ®Õn a ∈ K nÕu lim
n→∞

|an−a| = 0,

ta kÝ hiÖu lim
n→∞

an = a.

MÖnh ®Ò 1.3.6. LÊy a1, a2, ... lµ mét d·y trong K víi hµm gi¸ trÞ phi

Archimede ||. NÕu lim
n→∞

an = a, a 6= 0 th× |an| = |a| víi n ®ñ lín.

§Þnh nghÜa 1.3.7. Hµm liªn tôc
Cho X ⊂ K. Hµm f : X → K gäi lµ liªn tôc t¹i a ∈ X nÕu mét trong

c¸c ®iÒu kiÖn t−¬ng ®−¬ng sau ®©y ®−îc tháa
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(i) Víi mäi ε > 0 cho tr−íc, cã sè δ > 0 sao cho |x − a| < δ, x ∈ X kÐo

theo |f(x)− f(a)| < ε.

(ii) NÕu a1, a2, ... ∈ X, lim
n→∞

an = a th× lim
n→∞

f(an) = f(a).

Hµm f gäi lµ liªn tôc nÕu nã liªn tôc t¹i mäi x ∈ X .

§Þnh nghÜa 1.3.8. Hµm kh¶ vi

LÊy X ⊂ K, a ∈ X lµ mét ®iÓm tô cña X . Hµm f : X → K gäi lµ kh¶

vi t¹i a nÕu ®¹o hµm f ′(a) cña f t¹i a tån t¹i, víi

f ′(a) := lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.

f gäi lµ kh¶ vi trªn X nÕu f ′(a) tån t¹i víi mçi a ∈ X . Hµm f ′ gäi lµ ®¹o

hµm cña f, f gäi lµ nguyªn hµm cña f'.

MÖnh ®Ò 1.3.9.

C¸c quy t¾c ®· biÕt vÒ tÝnh kh¶ vi cña tæng, tÝch, th−¬ng, hîp thµnh

cña c¸c hµm biÕn thùc vÉn ®óng trong tr−êng hîp nµy. Do ®ã, ®¹o hµm

cña hµm ®a thøc f(x) =
n∑

j=0
ajx

j trªn K lµ f ′(x) =
n∑

j=1
jajx

j−1. C¸c hµm

h÷u tØ lµ kh¶ vi. Mét hµm kh¶ vi lµ liªn tôc.

§Þnh nghÜa 1.3.10. TËp låi

Cho x, y, z ∈ K. KÝ hiÖu h×nh cÇu nhá nhÊt chøa c¶ x vµ y lµ [x, y]. z

gäi lµ ë gi÷a x vµ y nÕu z ∈ [x, y], ng−îc l¹i ta nãi x, y cïng phÝa víi z.

Mét tËp con X cña K gäi lµ låi nÕu x, y ∈ X kÐo theo [x, y] ⊂ X

MÖnh ®Ò 1.3.11.

TÊt c¶ c¸c tËp låi trong K lµ c¸c h×nh cÇu, ∅, K vµ c¸c tËp gåm mét

phÇn tö {a}, a ∈ K

§Þnh nghÜa 1.3.12. PhÇn tö d−¬ng trong K

Mét phÇn tö x ∈ K gäi lµ d−¬ng nÕu |1 − x| < 1. TËp tÊt c¶ c¸c phÇn

tö d−¬ng cña K lµ mét nhãm, kÝ hiÖu lµ K+
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§Þnh nghÜa 1.3.13. Hµm gi¶i tÝch

XÐt tËp con D cña K lµ tËp låi. Mét hµm f : D → K gäi lµ gi¶i tÝch

trªn D nÕu cã c¸c phÇn tö u ∈ D vµ a0, a1, ... ∈ K sao cho

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− u)n, (x ∈ D)

MÖnh ®Ò 1.3.14.

Mét hµm gi¶i tÝch lµ kh¶ vi v« h¹n lÇn.

§Þnh lý 1.3.15.

Cho D ⊂ K lµ tËp con låi, më vµ f gi¶i tÝch trªn D. Khi ®ã víi mçi v ∈
D, tån t¹i c¸c phÇn tö b0, b1, ... ∈ K sao cho f(x) =

∞∑
n=0

bn(x−v)n,∀x ∈ D.

HÖ qu¶ 1.3.16.

NÕu D chøa 0 th× hµm f gi¶i tÝch trªn D cã thÓ biÓu diÔn d¹ng f(x) =
∞∑

n=0
anx

n.

§Þnh nghÜa 1.3.17. Hµm mò p-adic

Hµm mò p-adic ®−îc cho bëi c«ng thøc

expp x =
∞∑

n=0

xn

n!
, (x ∈ E)

Trong ®ã E := {x ∈ K : |x| < p
1

1−p} lµ miÒn héi tô cña chuçi lòy thõa
∞∑

n=0

xn

n!

§Þnh nghÜa 1.3.18. Hµm logarit p−adic

Hµm logarit p-adic ®−îc ®Þnh nghÜa lµ

logp(x) :=
∞∑

n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n
, x ∈ K+
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§Þnh nghÜa 1.3.19. Hµm kh¶ vi liªn tôc

Cho X lµ tËp con kh¸c rçng cña K kh«ng chøa ®iÓm c« lËp, f : X → K.

Sai ph©n φ1f cña f lµ hµm hai biÕn cho bëi φ1f : X ×X \4 → K,4 :=

{(x, x) : x ∈ X}

φ1f(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
, (x, y ∈ X, x 6= y)

f ®−îc gäi lµ kh¶ vi liªn tôc t¹i a ∈ X, (f lµ C1 t¹i a) nÕu lim
(x,y)→(a,a)

φ1f(x, y)

tån t¹i.

f gäi lµ kh¶ vi liªn tôc (f lµ hµm C1) nÕu f lµ C1 t¹i mäi a ∈ X . TËp

tÊt c¶ c¸c hµm f : X → K kh¶ vi liªn tôc ®−îc kÝ hiÖu lµ C1(Zp → K), lµ

K - kh«ng gian vect¬ ®ãng ®èi víi phÐp nh©n ¸nh x¹.

§Æt ‖f‖1 := ‖f‖∞ ∨ ‖φ1f‖∞, th× BC1(X → K) := {f ∈ C1(Zp → K) :

‖f‖1 < ∞} lµ kh«ng gian ®Þnh chuÈn víi chuÈn ‖‖1.

MÖnh ®Ò 1.3.20. Mäi hµm gi¶i tÝch lµ C1.

§Þnh nghÜa 1.3.21. Hµm kh¶ vi liªn tôc cÊp n XÐt X lµ tËp con kh¸c

rçng cña K kh«ng chøa ®iÓm c« lËp. Víi n ∈ N∗, ®Æt

∇nX := {(x1, x2, ..., xn) ∈ Xn : nÕu i 6= j th× xi 6= xj}

Sai ph©n bËc n φnf : ∇n+1X → K cña hµm f : X → K ®−îc ®Þnh nghÜa

quy n¹p bëi:

(i) φ0f := f

(ii) Víi n ∈ N∗, (x1, x2, ..., xn+1) ∈ ∇n+1X :

φnf(x1, x2, ..., xn+1) :=
φn−1f(x1, x3, ..., xn+1)− φn−1f(x2, x3, ..., xn+1)

x1 − x2

f lµ mét hµm Cn hay f lµ Cn nÕu φnf cã thÓ më réng thµnh mét hµm liªn

tôc φnf : Xn+1 → K.

TËp tÊt c¶ c¸c hµm Cn f : X → K ®−îc kÝ hiÖu lµ Cn(X → K)

Hµm f gäi lµ Cn t¹i a ∈ X nÕu tån t¹i giíi h¹n

lim
ν→α

φnf(ν), (α := (a, a, ..., a) ∈ Xn+1, ν ∈ ∇n+1X)
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MÖnh ®Ò 1.3.22. Mét hµm f : X → K lµ Cn nÕu vµ chØ nÕu f lµ Cn t¹i

mäi a ∈ X .

MÖnh ®Ò 1.3.23 (BiÓu diÔn Teichmuller). Ph−¬ng tr×nh xp = x cã ®óng p

nghiÖm trong Qp. TËp nghiÖm lµ {0, θ, θ2, ...θp−1} víi θ lµ mét c¨n nguyªn
thñy bËc p − 1 cña 1 trong Qp, nghÜa lµ n = p − 1 lµ sè d−¬ng nhá nhÊt

®Ó θn = 1.

Khi ®ã, mäi phÇn tö x ∈ Qp cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d¹ng x =
∞∑

n=−∞
bnp

n, bn ∈

{0, θ, θ2, ...θp−1}, b−n = 0 khi n ®ñ lín vµ ng−îc l¹i, mçi chuçi nh− thÕ lµ

biÓu diÔn cho mét sè p-adic.

§Þnh nghÜa 1.3.24. D·y néi suy ®−îc Cho A ⊂ Z, A trï mËt trong Z theo
nghÜa p-adic. n 7→ an lµ mét d·y trong K.

D·y nµy gäi lµ néi suy ®−îc nÕu tån t¹i hµm liªn tôc f : Zp → K sao cho

f(n) = an,∀n ∈ A

§Þnh lý 1.3.25.

Cho f ∈ C(Zp → K). Khi ®ã cã duy nhÊt mét hµm F ∈ C(Zp → K)

sao cho

F (x + 1)− F (x) = f(x), (x ∈ Zp),

F (0) = 0

HÖ qu¶ 1.3.26.

NÕu mét d·y un trong K néi suy ®−îc th× d·y tæng riªng cña un còng

néi suy ®−îc.

§Þnh lý 1.3.27.

Víi a ∈ K th× d·y 1, a, a2... néi suy ®−îc nÕu vµ chØ nÕu a ∈ K+. §Æt

ax := lim
n→x

an, x ∈ Zp, a ∈ K+

Khi ®ã, ∀x, y ∈ Zp, a ∈ K+ ta cã

• ax ∈ K
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• ax+y = axay

• a−x = (ax)−1

§Þnh lý 1.3.28. §Æt E = {x ∈ K : |x| < p
1

1−p}.
C¸c hµm mò p-adic, hµm logarit p-adic vµ hµm ax cã c¸c tÝnh chÊt sau

1. expp lµ kh¶ vi trªn E vµ exp′p = exp.

2. logp lµ kh¶ vi trªn K+ vµ (logp x)′ = 1
x , x ∈ K+

3. expp(x + y) = (expp x)(expp y), (x, y ∈ E)

4. logp(xy) = logp x + logp y, (x, y ∈ K+)

5. logp(expp x) = x, expp(logp y) = y, (x ∈ E, y ∈ 1 + E)

6. lim
x→0

ax − 1

x
= logp a

§Þnh nghÜa 1.3.29.
(

x
n

)
Cho n ∈ N, x ∈ K(

x

n

)
:=


x(x− 1)...(x− n + 1)

n!
, nÕu n 6= 0

1, nÕu n = 0

MÖnh ®Ò 1.3.30. KÝ hiÖu
(
X
n

)
lµ hµm x 7→

(
x
n

)
. Ta cã

(i)
(
X
n

)
lµ hµm ®a thøc bËc n. NÕu j ∈ N, j < n th×

(
j
n

)
= 0,

(
n
n

)
= 1

(ii) Víi mäi x, y ∈ K, n ∈ N ta cã
(
x+y
n

)
=

n∑
j=0

(
x
j

)(
y

n−j

)
(iii) Víi mäi x ∈ K, n ∈ N ta cã

(
x+1
n

)
=
(

x
n

)
+
(

x
n−1

)
(iv) |

(
x
n

)
|p ≤ 1, x ∈ Zp

§Þnh lý 1.3.31.

C¸c hµm
(
X
0

)
,
(
X
1

)
,
(
X
2

)
, ... lËp thµnh mét c¬ së trùc giao (gäi lµ c¬ së

Mahler) cña C(Zp → K), nghÜa lµ:
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(i) Víi mçi f ∈ C(Zp → K) th× cã duy nhÊt c¸c sè a0, a1, ... ∈ K sao cho

f(x) =
∞∑

n=0

an

(
x

n

)
, x ∈ Zp

Chuçi nµy héi tô ®Òu, ta gäi ®©y lµ khai triÓn Mahler cña f . C¸c sè

a0, a1, ... gäi lµ c¸c hÖ sè Mahler cña f

(ii) NÕu a0, a1... lµ d·y dÇn vÒ 0 trong K th× x 7→
∞∑

n=0
an

(
x
n

)
x¸c ®Þnh mét

hµm liªn tôc trªn Zp.

Bæ ®Ò 1.3.32. §Æt |K∗| = {|x|, x ∈ K, x 6= 0}.
Cho r ∈ |K∗| vµ hµm f(x) =

∞∑
j=0

ajx
j víi x ∈ B0(r). Khi ®ã, víi mçi

n ∈ N, d·y c¸c tæng riªng m 7→
m∑

j=0
ajx

j héi tô ®Õn f trong Cn(Zp → K).

§Þnh nghÜa 1.3.33. γn

Víi mçi n ∈ N ta ®Þnh nghÜa γn lµ c¸c sè nguyªn sao cho

• Víi n = 0, γ0 := 1

• Víi n > 0, n cã khai triÓn p−adic lµ n = a0 + a1p + ... + asp
s th×

γn := asp
s

Bæ ®Ò 1.3.34. C¸c sè γn cã c¸c tÝnh chÊt sau

(i) 1
n ≤ |γn|p ≤ p

n , n > 0

(ii) 1
p |γn|p ≤ |γn+1|p ≤ |γn|p, n ∈ N

§Þnh lý 1.3.35 (§Æc tr−ng cña c¸c hµm C1 bëi hÖ sè Mahler).

Cho f ∈ C(Zp → K) cã khai triÓn Mahler lµ f =
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
. Khi

®ã f ∈ C1(Zp → K) nÕu vµ chØ nÕu lim
n→∞

|an|n = 0. H¬n n÷a nÕu

f ∈ C1(Zp → K) th× ‖f‖1 = max{|an||γn|−1
p : n ∈ N} víi

‖f‖1 := ‖f‖∞ ∨ ‖φ1f‖∞
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Ch−¬ng 2

X©y dùng tÝch ph©n Volkenborn

2.1 Tæng bÊt ®Þnh

§Þnh nghÜa 2.1.1. Tæng bÊt ®Þnh

Cho f ∈ C(Zp → K), khi ®ã theo hÖ qu¶ (1.3.26), d·y n 7→
n−1∑
j=0

f(j), n ∈

N lµ néi suy ®−îc. Hµm sè liªn tôc néi suy d·y n 7→
n−1∑
j=0

f(j), n ∈ N gäi

lµ tæng bÊt ®Þnh cña f , kÝ hiÖu lµ Sf .

Sf(x) =
x−1∑
j=0

f(j) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j), n ∈ N∗

NhËn xÐt 2.1.2. Tõ ®Þnh lý (1.3.25), ta cã :

Sf(x + 1)− Sf(x) = f(x), (x ∈ Zp),

Sf(0) = 0

VÝ dô 2.1.3. Tæng bÊt ®Þnh cña mét vµi hµm sè trªn Zp

1. Hµm sè f(x) = 1

Víi n ∈ N∗, ta cã

n−1∑
j=0

f(j) = n
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Suy ra

Sf(x) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j) = x

2. Hµm sè f(x) = x, x ∈ Zp

Víi n ∈ N, n > 0, ta cã

n−1∑
j=0

f(j) = 0 + 1 + ... + (n− 1) =
(n− 1)n

2

Suy ra

Sf(x) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j) =
(x− 1)x

2

3. Hµm sè f(x) = x2, x ∈ Zp

Víi n ∈ N, n > 1, ta cã

n−1∑
j=0

f(j) = 02 + 12 + ... + (n− 1)2 =
(n− 1)n(2n− 1)

6

Suy ra

Sf(x) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j) =
(x− 1)x(2x− 1)

6
=

1

3
x3 − 1

2
x2 +

1

6
x

4. Hµm sè f(x) = x3, x ∈ Zp

Víi n ∈ N, n > 1, ta cã

n−1∑
j=0

f(j) = 03 + 13 + ... + (n− 1)3 =
(n− 1)2n2

4

Suy ra

Sf(x) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j) =
(x− 1)2x2

4
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5. Hµm sè f(x) = ax, x ∈ Zp, a ∈ C+
p , a 6= 1

XÐt n ∈ N, n > 1, ta thÊy

n−1∑
j=0

f(j) = a0 + a1 + ... + an−1 =
an − 1

a− 1

Suy ra

Sf(x) = lim
n→x

n−1∑
j=0

f(j) =
ax − 1

a− 1

Ta ®· biÕt víi mét hµm sè f ∈ C(Zp → K) cho tr−íc, c¸c hÖ sè Mahler

trong khai triÓn Mahler hoµn toµn ®−îc x¸c ®Þnh. §Þnh lý sau ®©y ®−a ra

mét c«ng thøc biÓu diÔn c¸c hÖ sè Mahler qua c¸c gi¸ trÞ cña f .

§Þnh lý 2.1.4.

Cho f ∈ C(Zp → K) cã khai triÓn Mahler lµ
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
th× c¸c hÖ sè

an sÏ ®−îc x¸c ®Þnh lµ

an =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)
f(j), n ∈ N

Chøng minh. Gäi I lµ to¸n tö ®ång nhÊt. §Æt

(L1f)(x) := f(x + 1), (x ∈ Zp)

∆f := L1f − f

th×

L1 : C(Zp → K) → C(Zp → K), ∆ : C(Zp → K) → C(Zp → K)

Ta cã (∆f)(x) = f(x + 1)− f(x), x ∈ Zp.

Gi¶ sö f ∈ C(Zp → K) cã khai triÓn Mahler lµ f =
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
th×

f(x + 1) =
∞∑

n=0

an

(
x + 1

n

)
, (x ∈ Zp)
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MÆt kh¸c, (
x + 1

n

)
=

{(
x
n

)
+
(

x
n−1

)
, nÕu n ≥ 1

1, nÕu n = 0

Nªn ta tÝnh ®−îc

f(x + 1) = a0 +
∞∑

n=1

an

(
x + 1

n

)
= a0 +

∞∑
n=1

an

(
x

n

)
+

∞∑
n=1

an

(
x

n− 1

)
= f(x) +

∞∑
n=0

an+1

(
x

n

)

⇒ (∆f)(x) = f(x + 1)− f(x) =
∞∑

n=0

an+1

(
x

n

)
Do ®ã

(∆f) =
∞∑

n=0

an+1

(
X

n

)
Víi k ∈ N

∆kf =
∞∑

n=0

an+k

(
X

n

)
V×

(
0

0

)
= 1 vµ

(
0

n

)
= 0, n > 0 nªn

(∆kf)(0) = ak (2.1)

MÆt kh¸c, ∆ = L1 − I nªn ®Æt Ljf(x) := f(x + j), x ∈ Zp ta cã:

∆k = (L1 − I)k =
k∑

j=0

Lj
1(−1)k−j

(
k

j

)
=

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
Lj

Suy ra

(∆kf)(0) =
k∑

j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
f(j) (2.2)
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Tõ (2.1) vµ (2.2) ta cã

an =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)
f(j), n ∈ N

MÖnh ®Ò 2.1.5 (HÖ sè Mahler cña tæng bÊt ®Þnh).

LÊy f =
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
∈ C(Zp → K) th× tæng bÊt ®Þnh cña f cã khai triÓn

Mahler lµ

Sf =
∞∑

n=1

an−1

(
X

n

)
§Æc biÖt, S

(
X

n

)
=

(
X

n + 1

)
Chøng minh. Do Sf liªn tôc nªn theo ®Þnh lý (1.3.31), cã c¸c hÖ sè Mahler

b0, b1, ... ∈ K sao cho

Sf =
∞∑

n=0

bn

(
X

n

)
Tõ Sf(0) = 0 ta cã b0 = 0. MÆt kh¸c, Sf(x + 1)− Sf(x) = f(x) nªn

∞∑
n=0

an

(
X

n

)
= f =

∞∑
n=1

bn

(
X + 1

n

)
−

∞∑
n=1

bn

(
X

n

)

¸p dông

(
x + 1

n

)
=

(
x

n

)
+

(
x

n− 1

)
, ta ®−îc

∞∑
n=0

an

(
X

n

)
=

∞∑
n=1

bn

(
X

n− 1

)
=

∞∑
n=0

bn+1

(
X

n

)
VËy bn = an−1, n ∈ N, n > 0.

Víi n = 0,
(
x
0

)
= 1,

(
x
1

)
= x, theo vÝ dô (2.1.3) ta cã S

(
X
0

)
=
(

X
0+1

)
Víi n > 0, xÐt hµm f =

(
X
n

)
=

∞∑
n=0

an

(
X
n

)
víi a0 = ... = an−1 = an+1 =

... = 0, an = 1, ta cã Sf =
∞∑

n=1
an−1

(
X
n

)
=
(

X
n+1

)
.

VËy S

(
X

n

)
=

(
X

n + 1

)
.
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§Þnh lý 2.1.6.

Cho f ∈ C1(Zp → K). Khi ®ã tæng bÊt ®Þnh cña f lµ Sf còng thuéc

C1(Zp → K) vµ

‖f‖1 ≤ ‖Sf‖1 ≤ p‖f‖1

Chøng minh: V× f ∈ C1(Zp → K) nªn cã c¸c a0, a1, ... ∈ K sao cho

f =
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
vµ theo ®Þnh lý (1.3.35),

‖f‖1 = max
n≥0

|an||γn|−1
p

lim
n→∞

|an|n = 0

Khi ®ã theo mÖnh ®Ò (2.1.5), Sf =
∞∑

n=1
an−1

(
X
n

)
. DÔ thÊy lim

n→∞
|an|n = 0

nÕu vµ chØ nÕu lim
n→∞

|an−1|n = 0. Theo ®Þnh lý (1.3.35)

Sf ∈ C1(Zp → K), ‖Sf‖1 = max
n≥0

|an|γn+1|−1
p

Theo bæ ®Ò (1.3.34), ta cã ‖f‖1 ≤ ‖Sf‖1 ≤ p‖f‖1.

2.2 §Þnh nghÜa vµ mét sè kÕt qu¶ vÒ tÝch ph©n Volken-
born

§Þnh nghÜa 2.2.1. TÝch ph©n Volkenborn

Cho hµm f ∈ C(Zp → K). f ®−îc gäi lµ kh¶ tÝch (kh¶ tÝch Volkenborn)

nÕu tån t¹i h÷u h¹n giíi h¹n

lim
n→∞

p−n

pn−1∑
j=0

f(j)

Khi ®ã, giíi h¹n nµy gäi lµ tÝch ph©n Volkenborn cña f vµ kÝ hiÖu:∫
Zp

f(x)dx := lim
n→∞

p−n

pn−1∑
j=0

f(j)
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NhËn xÐt 2.2.2. 1. Do p−n
pn−1∑
j=0

f(j) = Sf(pn)−Sf(0)
pn nªn

∫
Zp

f(x)dx = (Sf)′(0)

2. Theo ®Þnh lý (2.1.6), nÕu f ∈ C1(Zp → K) th× Sf ∈ C1(Zp → K)

nªn Sf ′(0) lu«n tån t¹i, v× vËy mäi hµm C1 ®Òu kh¶ tÝch.

3. Víi α, β ∈ K; f, g kh¶ tÝch, ta cã:∫
Zp

αf(x) + βg(x)dx = α

∫
Zp

f(x)dx + β

∫
Zp

g(x)dx

4. Kh¸c víi hµm biÕn thùc, tån t¹i nh÷ng hµm liªn tôc trªn Zp mµ kh«ng

kh¶ tÝch.

VÝ dô 2.2.3. XÐt hµm f(x) := |x|p.

(i) f liªn tôc trªn Zp v×

• T¹i x = 0, víi mäi d·y {xn} ⊂ Zp, lim
n→∞

xn = 0 th× theo ®Þnh

nghÜa giíi h¹n p−adic,

f(0) = 0 = lim
n→∞

|xn − 0|p = lim
n→∞

|xn|p = lim
n→∞

f(xn)

Suy ra f liªn tôc t¹i x = 0.

• T¹i x 6= 0, víi mäi d·y {xn} ⊂ Zp, lim
n→∞

xn = x th× theo mÖnh

®Ò (1.3.6), víi n ®ñ lín, |xn|p = |x|p hay lim
n→∞

f(xn) = f(x),

nghÜa lµ f liªn tôc t¹i x.

(ii) XÐt giíi h¹n

lim
n→∞

|pn|p − |0|p
pn

= lim
n→∞

p−2n = ∞

suy ra f kh«ng kh¶ vi t¹i 0.
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(iii) §Æt g := ∆f , nghÜa lµ g(x) = |x + 1|p − |x|p, x ∈ Zp.

Ta thÊy g ∈ C(Zp → K) vµ víi m ∈ N∗ ta cã

Sg(m) = g(0) + g(1) + ... + g(m− 1)

= (f(1)− f(0)) + (f(2)− f(1)) + ... + (f(m)− f(m− 1))

= f(m)− f(0) = |m|p

Do Sg liªn tôc vµ N trï mËt trong Zp nªn Sg(s) = |s|p, s ∈ Zp

Ta chøng minh g kh«ng kh¶ tÝch.

ThËt vËy

lim
n→∞

g(0) + g(1) + ... + g(pn − 1)

pn
= lim

n→∞

|pn|p
pn

= ∞

Mét c¸ch t−¬ng tù ®èi víi bÊt k× hµm f ∈ C(Zp → K) mµ kh«ng kh¶

vi t¹i 0, nghÜa lµ kh«ng tån t¹i giíi h¹n

lim
n→∞

f(pn)− f(0)

pn

XÐt g := ∆f , nghÜa lµ g(x) = f(x + 1) − f(x), x ∈ Zp th× g liªn tôc

trªn Zp vµ g kh«ng kh¶ tÝch. Víi m ∈ N∗ ta cã

Sg(m) = g(0) + g(1) + ... + g(m− 1)

= (f(1)− f(0)) + (f(2)− f(1)) + ... + (f(m)− f(m− 1))

= f(m)− f(0)

Do Sg liªn tôc vµ N trï mËt trong Zp nªn Sg(s) = f(s)−f(0), s ∈ Zp

Ta cã

lim
n→∞

g(0) + g(1) + ... + g(pn − 1)

pn
= lim

n→∞

f(pn)− f(0)

pn

Theo c¸ch chän cña f th× giíi h¹n lim
n→∞

f(pn)− f(0)

pn
kh«ng tån t¹i

nªn g kh«ng kh¶ tÝch.

5. Nh− ®· thÊy ë nhËn xÐt (2), tÝnh kh¶ vi liªn tôc lµ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó mét

hµm kh¶ tÝch, tuy nhiªn ®ã kh«ng ph¶i lµ ®iÒu kiÖn cÇn. Thùc tÕ, tån
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t¹i nh÷ng hµm kh«ng kh¶ vi liªn tôc t¹i bÊt k× ®iÓm nµo trªn Zp nh−ng

vÉn kh¶ tÝch.

VÝ dô 2.2.4. Hµm sè

f : Z5 → Z5, f(
∞∑

k=0

ak5
k) =

∞∑
k=0

σ(ak)5
k

víi σ = (2; 4) lµ mét ho¸n vÞ cña {0, 1, 2, 3, 4} kh«ng kh¶ vi liªn tôc
t¹i bÊt k× ®iÓm nµo trªn Zp nh−ng vÉn kh¶ tÝch.

Chøng minh. (i) XÐt x =
∞∑

k=0
ak5

k, y =
∞∑

k=0
bk5

k ∈ Z5 ta cã |x−y|5 =

5−i, nghÜa lµ i lµ sè nhá nhÊt mµ ai 6= bi.

Khi ®ã, σ(ak) = σ(bk) víi mäi k < i, σ(ai) 6= σ(bi) nªn |f(x)−
f(y)|5 = 5−i.

Nh− vËy, víi mäi sè d−¬ng ε cho tr−íc, chän δ = ε th× hµm f

tháa ®iÒu kiÖn liªn tôc trªn Z5.

(ii) Ta chøng minh f kh«ng C1 t¹i bÊt k× ®iÓm a ∈ Z5.

ThËt vËy, gi¶ sö a = a0 + a15 + ... + an−15
n−1 + an5

n + ...

XÐt c¸c d·y

xn = a0 + a15 + ... + an−15
n−1 + 3.5n

yn = a0 + a15 + ... + an−15
n−1 + 5n

Ta cã lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a,

f(xn)− f(yn) = 2.5n, xn − yn = 2.5n nªn

lim
n→∞

f(xn)− f(yn)

xn − yn
= 1

L¹i xÐt c¸c d·y

x′n = a0 + a15 + ... + an−15
n−1 + 2.5n

y′n = a0 + a15 + ... + an−15
n−1

Ta cã lim
n→∞

x′n = lim
n→∞

y′n = a,

f(x′n)− f(y′n) = 4.5n, x′n − y′n = 2.5n nªn

lim
n→∞

f(x′n)− f(y′n)

x′n − y′n
= lim

n→∞

4.5n

2.5n
= 2 6= 1
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VËy f kh«ng C1 t¹i a.

(iii) f kh¶ tÝch.

XÐt M = {0, 1, 2, ..., pn − 1}.
z ∈ M, z =

n∑
k=0

ak5
k

Víi mçi ak ∈ I := {0, 1, 2, 3, 4}, tån t¹i bk ∈ I sao cho bk = σ(ak)

nªn f lµ toµn ¸nh, l¹i do M h÷u h¹n nªn f lµ song ¸nh.

Suy ra

f(0) + f(1) + ... + f(pn− 1) = 0 + 1 + ... + pn− 1 =
(pn − 1)pn

2

Tõ ®ã

lim
n→∞

f(0) + f(1) + ... + f(pn − 1)

pn
= lim

n→∞

(pn − 1)pn

2pn
= −1

2

MÖnh ®Ò 2.2.5. Cho f kh¶ tÝch, víi mçi m ∈ N∗ ta cã∫
Zp

f(x)dx =
1

m

m−1∑
j=0

∫
Zp

f(j + mx)dx

Chøng minh. §Æt

g(x) :=
1

m

m−1∑
j=0

f(j + mx)

th× g ∈ C(Zp → K) vµ

g(0) =
1

m
[f(0) + f(1) + ... + f(m− 1)] (2.3)

g(1) =
1

m
[f(m) + f(m + 1) + ... + f(2m− 1)] (2.4)

g(2) =
1

m
[f(2m) + f(2m + 1) + ... + f(3m− 1)] (2.5)

... (2.6)

g(pn − 1) =
1

m
[f(mpn −m) + ... + f(mpn − 1)] (2.7)
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Tõ c¸c ph−¬ng tr×nh (2.3), (2.4), (2.5),..., (2.7) ta cã

Sg(pn) =
1

m
Sf(pn.m)

Do ®ã

1

m

m−1∑
j=0

∫
Zp

f(j + mx)dx =

∫
Zp

g(x)dx

= lim
n→∞

Sg(pn)− Sg(0)

pn

=
1

m
lim
n→∞

Sf(mpn)− Sf(0)

pn

= lim
n→∞

Sf(mpn)− Sf(0)

mpn

= lim
x→0

Sf(x)− Sf(0)

x

=

∫
Zp

f(x)dx

MÖnh ®Ò 2.2.6. Víi f ∈ C1(Zp → K) ta cã∫
Zp

Sf(x)dx = −
∫
Zp

(x + 1)f(x)dx

Chøng minh. Ta chøng minh∫
Zp

Sf(x)dx +

∫
Zp

(x + 1)f(x)dx =

∫
Zp

Sf(x) + (x + 1)f(x)dx = 0
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ThËt vËy, ta cã

Sf(0) = 0

Sf(1) = f(0)

Sf(2) = f(0) + f(1)

Sf(3) = f(0) + f(1) + f(2)
...

Sf(pn − 1) = f(0) + f(1) + f(2) + ... + f(pn − 2)

Suy ra

Sf(0)+Sf(1)+...+Sf(pn−1) = (pn−1)f(0)+(pn−2)f(1)+...+f(pn−2)

Tõ ®ã∫
Zp

Sf(x) + (x + 1)f(x)dx

= lim
n→∞

[Sf(0)+Sf(1)+...+Sf(pn−1)]+[f(0)+2f(1)+...+pnf(pn−1)]
pn

= lim
n→∞

[(pn−1)f(0)+(pn−2)f(1)+...+f(pn−2)]+[f(0)+2f(1)+...+(pn−1)f(pn−2)+pnf(pn−1)]
pn

= lim
n→∞

pn f(0)+f(1)+...+f(pn−1)
pn

= 0.
∫
Zp

f(x)dx = 0

MÖnh ®Ò 2.2.7.∫
Zp

lµ mét hµm liªn tôc K - tuyÕn tÝnh trªn C1(Zp → K). §Æc biÖt, nÕu

f, f1, f2, . . . ∈ C1(Zp → K) vµ lim
n→∞

fn = f theo chuÈn ‖‖1 th×

lim
n→∞

∫
Zp

fn(x)dx =

∫
Zp

f(x)dx

Chøng minh: Theo ®Þnh lý (2.1.6) ta cã

|
∫
Zp

f(x)dx| = |(Sf)′(0)| ≤ ‖Sf‖1 ≤ p‖f‖1
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Suy ra
∫
Zp

liªn tôc K - tuyÕn tÝnh trªn C1(Zp → K).

NÕu lim
n→∞

fn = f th× víi mäi ε > 0 cho tr−íc, tån t¹i sè nguyªn d−¬ng N

sao cho

‖fn − f‖1 <
ε

p
,∀n > N, n ∈ N.

Do ®ã, víi n > N

|
∫
Zp

fn(x)dx−
∫
Zp

f(x)dx| = |
∫
Zp

fn(x)− f(x)dx| ≤ p‖fn − f‖1 < ε

VËy

lim
n→∞

∫
Zp

fn(x)dx =

∫
Zp

f(x)dx

MÖnh ®Ò 2.2.8.

Cho f ∈ C1(Zp → K), f cã khai triÓn Mahler lµ f =
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
.

Khi ®ã ∫
Zp

f(x)dx =
∞∑

n=0

an
(−1)n

n + 1

Chøng minh: Theo mÖnh ®Ò 2.1.5 ta cã S
(
X
n

)
=
(

X
n+1

)
víi mäi n do ®ã∫

Zp

(
x

n

)
dx = lim

x→0
x−1
(

x

n + 1

)
= lim

x→0

x(x− 1) . . . (x− n)

x(n + 1)!

= lim
x→0

(x− 1) . . . (x− 1− n + 1)

(n + 1)n!

=
−1.(−2)...(−n)

(n + 1)n!
=

(−1)n.n!

(n + 1)n!
=

(−1)n

n + 1

MÆt kh¸c
∞∑

n=0
an

(
X
n

)
héi tô trong C1(Zp → K) nªn theo mÖnh ®Ò (2.2.7) ta

cã ∫
Zp

∞∑
n=0

an

(
x

n

)
dx =

∞∑
n=0

an

∫
Zp

(
x

n

)
dx =

∞∑
n=0

an
(−1)n

n + 1
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MÖnh ®Ò 2.2.9 (TÝch ph©n Volkenborn cña hµm gi¶i tÝch).

Cho f : Zp → K lµ hµm gi¶i tÝch, f(x) =
∞∑

n=0
anx

n, (x ∈ Zp). Khi ®ã

∫
Zp

f(x)dx =
∞∑

n=0

an

∫
Zp

xndx

Chøng minh: XÐt d·y c¸c hµm fn =
n∑

j=0
ajx

j th× theo bæ ®Ò (1.3.32), d·y

fn héi tô vÒ f . B©y giê ¸p dông mÖnh ®Ò (2.2.7), ta cã∫
Zp

f(x)dx =
∞∑

n=0

an

∫
Zp

xndx

MÖnh ®Ò 2.2.10. Víi mçi hµm f ∈ C1(Zp → K)

(i) (Sf)′ − Sf ′ =
∫
Zp

f(x)dx hay (Sf)′ − Sf ′ lµ hµm h»ng.

(ii) Víi s ∈ Zp th× ∫
Zp

f(x + s)dx = (Sf)′(s) (2.8)

∫
Zp

f(x + s)dx−
∫
Zp

f(x)dx = (Sf ′)(s) (2.9)

∫
Zp

f(x + s + 1)dx−
∫
Zp

f(x + s)dx = f ′(s) (2.10)

∫
Zp

f(x + 1)dx =
∫
Zp

f(x)dx + f ′(0) (2.11)
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(iii) LÊy Pf lµ mét nguyªn hµm bÊt k× cña f . Víi s ∈ Zp ta cã∫
Zp

Pf(x + s)dx−
∫
Zp

Pf(x)dx = (Sf)(s) (2.12)

∫
Zp

Pf(x + s + 1)dx−
∫
Zp

Pf(x + s)dx = f(s) (2.13)

Chøng minh. Gäi D lµ to¸n tö vi ph©n, D : C1(Zp → K) → C(Zp → K),

®Æt (L1f)(x) := f(x + 1), víi x ∈ Zp, ∆ : C(Zp → K) → C(Zp →
K), ∆(f) := L1f − f .

Khi ®ã ta cã (∆f)(x) = f(x + 1) − f(x), f ∈ C(Zp → K), x ∈ Zp.

LÊy bÊt k× f ∈ C1(Zp → K), ∆D(f)(x) = Df(x + 1) − Df(x)(x ∈
Zp), D∆(f)(x) = D (f(x + 1)− f(x)) = Df(x + 1) − Df(x)(x ∈ Zp).

Nh− vËy víi mäi x ∈ Zp, ∆D(f)(x) = D∆(f)(x) suy ra ∆D = D∆ trªn

C1(Zp → K).

MÆt kh¸c ∆S lµ ®ång nhÊt v× víi f ∈ C(Zp → K),

∆S(f)(x) = Sf(x + 1)− Sf(x) = f(x),∀x ∈ Zp

Ngoµi ra ta cã, víi n ∈ N∗

(S∆f)(n) = ∆f(0) + ∆f(1) + . . . + ∆f(n− 1)

= f(1)− (0) + f(2)− f(1) + . . . + f(n)− f(n− 1)

= f(n)− f(0)

Víi mäi x ∈ Zp, do N trï mËt trong Zp nªn tån t¹i d·y x1, x2, ...xn ∈ N
sao cho lim

n→∞
xn = x.

Do S∆f liªn tôc nªn

S∆f(x) = lim
n→∞

S∆f(xn) = lim
n→∞

(f(xn)− f(0))

L¹i do f liªn tôc trªn Zp nªn S∆f(x) = f(x)− f(0)

∆S lµ ®ång nhÊt nªn ta cã SD = SD∆S = S∆DS (v× ∆D = D∆).

Nh− vËy, víi f ∈ C(Zp → K), s ∈ Zp ta cã

SDf(s) = S∆(DSf)(s) = DSf(s)−DSf(0)
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hay

Sf ′(s) = (Sf)′(s)− (Sf)′(0) = (Sf)′(s)−
∫
Zp

f(x)dx víi mäi s ∈ Zp.

VËy ta cã (i).

§Æt Lsf(x) := f(x + s) víi f ∈ C1(Zp → K); x, s ∈ Zp. Khi ®ã ta cã∫
Zp

f(x + s)dx =

∫
Zp

Lsf(x)dx

= DSLsf(0) = LsDSf(0) = DSf(0 + s) = (Sf)′(s)

VËy ta cã (2.8).

Tõ (i) ta cã

(Sf)′(s)− Sf ′(s) =

∫
Zp

f(x)dx ⇐⇒ (Sf)′(s)−
∫
Zp

f(x)dx = Sf ′(s)

Theo (2.8),
∫
Zp

f(x + s)dx = (Sf)′(s) ta cã (2.9).

§Ó chøng minh (2.10), ta thÊy∫
Zp

f(x + s + 1)dx−
∫
Zp

f(x + s)dx

=

(∫
Zp

f(x + s + 1)dx−
∫
Zp

f(x)dx

)
−

(∫
Zp

f(x + s)dx−
∫
Zp

f(x)dx

)
Theo (2.9) ta cã(∫

Zp

f(x + s + 1)dx−
∫
Zp

f(x)dx

)
−

(∫
Zp

f(x + s)dx−
∫
Zp

f(x)dx

)
= Sf ′(s + 1)− Sf ′(s) = f ′(s)

Cho s = 0, tõ (2.10) ta cã (2.11).

Tõ (2.9) ta suy ra∫
Zp

Pf(x + s)dx−
∫
Zp

Pf(x)dx = (S(Pf)′) (s) = Sf(s)

Ta cã (2.12)

Tõ (2.10) ta ®−îc∫
Zp

Pf(x + s + 1)dx−
∫
Zp

Pf(x + s)dx = (Pf)′(s) = f(s)
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Ta cã (2.13)

HÖ qu¶ 2.2.11. §Æt N 1(Zp → K) := {f ∈ C1(Zp → K) : f ′ = 0} th× ta
cã ∫

Zp

f(x + s)dx =

∫
Zp

f(x)dx, f ∈ N 1(Zp → K), s ∈ Zp

Chøng minh: Do f ′ = 0 nªn Sf ′ = 0, ¸p dông c«ng thøc (2.9) ta cã ngay

kÕt qu¶.

MÖnh ®Ò 2.2.12.

Cho hµm f ∈ C1(Zp → K). Khi ®ã∫
Zp

f(−x)dx =

∫
Zp

f(x + 1)dx

Chøng minh. Ta cã∫
Zp

f(−x)dx = lim
n→∞

p−n

pn−1∑
j=0

f(−j)

= lim
n→∞

p−n
0∑

j=1−pn

f(j)

= lim
n→∞

p−n(Sf(1)− Sf(1− pn))

= lim
n→∞

(Sf(1)− Sf(1− pn))

1− (1− pn)

= (Sf)′(1)

=

∫
Zp

f(x + 1)dx (theo (2.8))

HÖ qu¶ 2.2.13.

NÕu f ∈ C1(Zp → K), f lµ hµm lÎ th×
∫
Zp

f(x)dx = −1
2f

′(0).
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Chøng minh. NÕu f lµ hµm lÎ th× f(−x) = −f(x) víi mäi x nªn ta cã

−
∫
Zp

f(x)dx =

∫
Zp

f(−x)dx =

∫
Zp

f(x + 1)dx

=

∫
Zp

f(x)dx + f(0) theo (2.11).

Do ®ã ta cã −2
∫
Zp

f(x)dx = f ′(0) hay
∫
Zp

f(x)dx = −1
2f

′(0).

2.3 TÝch ph©n Volkenborn cña mét sè hµm ®¬n gi¶n

VÝ dô 2.3.1.

TÝnh ∫
Zp

axdx, (a ∈ C+
p , a 6= 1)

Gi¶i

§Æt f(x) := ax theo vÝ dô (2.1.3) ta cã Sf(x) = ax − 1
a− 1 , Sf(0) = 0.

Suy ra∫
Zp

axdx = lim
x→0

Sf(x)− Sf(0)

x
= lim

x→0

ax − 1

x(a− 1)
=

logp a

a− 1
(theo (1.3.28))

VËy
∫
Zp

axdx =
logp a
a− 1

VÝ dô 2.3.2.

TÝnh ∫
Zp

expp(αx)dx, (α ∈ E, α 6= 0)

Gi¶i

Ta cã víi α ∈ E, n ∈ N : expp(αn) = (expp α)n
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Nªn

expp(αx) = lim
n→x

expp(αn) = lim
n→x

(expp α)n = (expp α)x

Do ®ã ∫
Zp

expp(αx)dx =

∫
Zp

(expp α)xdx =
logp expp α

expα−1
=

α

expp α− 1

.

VÝ dô 2.3.3. (i) Theo hÖ qu¶ (2.2.13) ta cã:∫
Zp

xdx = −1

2∫
Zp

x3dx = −1

2
.0 = 0

(ii)
∫
Zp

x2dx = 1
6

ThËt vËy, v× víi f(x) = x2, th× theo vÝ dô (2.1.3) ta cã

Sf(x) =
1

3
x3 − 1

2
x2 +

1

6
x

Suy ra
∫
Zp

x2dx = (Sf)′(0) = 1
6

(iii)
∫
Zp

dx = 1 v× tõ vÝ dô (2.1.3) ta ®· tÝnh ®−îc S1 = x vµ

∫
Zp

dx = (x)′(0) = 1
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2.4 TÝch ph©n trªn c¸c tËp con

§Þnh nghÜa 2.4.1. TÝch ph©n trªn tËp con

LÊy U lµ tËp con më compact cña Zp.

1. Víi f ∈ C1(Zp → K), ta ®Þnh nghÜa∫
U

f(x)dx :=

∫
Zp

f(x)ξU(x)dx

víi ξU lµ hµm ®Æc tr−ng cña U , ®Þnh nghÜa bëi

ξU(x) =

{
0, nÕu x 6∈ U,

1 nÕu x ∈ U.

2. Víi f ∈ C1(U → K), ta ®Þnh nghÜa∫
U

f(x)dx :=

∫
Zp

g(x)dx

víi

g(x) =

{
f(x) nÕu x ∈ U,

0, nÕu x ∈ Zp \ U.
(2.14)

MÖnh ®Ò 2.4.2.

Víi f ∈ C1(Zp → K), n ∈ N, j ∈ {0, 1, ..., pn − 1} ta cã:∫
j+pnZp

f(x) =
∫

pnZp

f(j + x)dx = p−n
∫
Zp

f(j + pnx)dx (2.15)

∫
Tp

f(x)dx = p−1
∫
Zp

(pf(x)− f(px)) dx (2.16)

trong ®ã Tp = Zp \ pZp
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Chøng minh. Ta cã
∫

j+pnZp

f(x) =
∫

pnZp

f(j + x)dx

V×

f(j + 0)ξpnZp
(0) + ... + f(j + pm − 1)ξpnZp

(pm − 1)

= f(j + 0).1 + f(j + 1).0 + ... + f(j + pn − 1).0 + f(j + pn).1

+ ... + f(j + pm − pn).1 + f(j + pm − pn + 1).0 + ... + f(j + pm − 1).0

= f(j) + f(j + pn) + ... + f(j + pm − pn).

nªn∫
pnZp

f(j + x)dx =

∫
Zp

f(j + x)ξpnZp
(x)dx

= lim
m→∞

f(j) + f(j + pn) + ... + f(j + pm − pn)

pm

= lim
m→∞

f(j) + f(j + pn) + ... + f (j + (pm−n − 1)pn)

pm

NÕu ®Æt h(x) := f(j + pnx), x ∈ Zp th× ta cã∫
pnZp

f(j + x)dx = lim
m→∞

h(0) + h(1) + h(2) + ... + h(pm−n − 1)
pm

= p−n lim
m→∞

h(0) + h(1) + h(2) + ... + h(pm−n − 1)
pm−n

= p−n
∫
Zp

h(x)dx

= p−n
∫
Zp

f(j + pnx)dx

VËy ta cã c«ng thøc (2.15).

Víi c«ng thøc (2.16), tr−íc hÕt ta thÊy∫
Tp

f(x)dx =

∫
Zp

f(x)ξTp
(x)dx

=

∫
Zp

f(x)dx−
∫
Zp

f(x)ξpZp
(x)dx

=

∫
Zp

f(x)dx−
∫

pZp

f(x)dx
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VËn dông c«ng thøc (2.15) víi j = 0, n = 1 ta cã∫
pZp

f(x)dx = p−1
∫
Zp

f(px)dx

Tõ ®ã suy ra∫
Tp

f(x)dx =

∫
Zp

f(x)dx− p−1
∫
Zp

f(px) = p−1
∫
Zp

(pf(x)− f(px)) dx

VÝ dô 2.4.3.

1. Cho f ∈ C1(Tp → Qp) vµ f(−x) = −f(x), x ∈ Tp. Ta cã∫
Tp

f(x)dx = 0

2.
∫
Tp

x−1dx =
∫
Tp

x−3dx =
∫
Tp

x−5dx = ... = 0

Chøng minh. 1. §Æt

g(x) =

{
f(x) nÕu x ∈ Tp,

0, nÕu x ∈ pZp.
(2.17)

Ta cã g(−x) = −g(x), x ∈ Zp vµ
∫
Tp

f(x)dx =
∫
Zp

g(x)dx

Theo hÖ qu¶ (2.2.13) ta cã
∫
Zp

g(x)dx = −1
2g
′(0) = 0, do 0 ∈ pZp

VËy
∫
Tp

f(x)dx = 0

2. V× 0 ∈ pZp nªn c¸c hµm x 7→ x−1, x 7→ x−3, ... tháa m·n gi¶ thiÕt cña

1) vµ ta cã ∫
Tp

x−1dx =

∫
Tp

x−3dx =

∫
Tp

x−5dx = ... = 0
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Ch−¬ng 3

Mét sè øng dông cña tÝch ph©n
Volkenborn

Trong ch−¬ng nµy sÏ tr×nh bµy vµi øng dông cña tÝch ph©n Volkenborn

vµo nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt cña c¸c sè Bernoulli, ®Æc biÖt lµ ®ång d− thøc

næi tiÕng cña von Staudt vµ Clausen.

3.1 Giíi thiÖu vÒ sè Bernoulli vµ ®a thøc Bernoulli

Trong to¸n häc, c¸c sè Bernoulli lµ mét d·y c¸c sè h÷u tØ cã mèi liªn

hÖ s©u s¾c víi lý thuyÕt sè. Cã nhiÒu c¸ch ®Þnh nghÜa kh¸c nhau ®èi víi

c¸c sè nµy. Sau ®©y, xin giíi thiÖu mét c¸ch ®Þnh nghÜa th−êng gÆp trong

lý thuyÕt sè.

§Þnh nghÜa 3.1.1. Sè Bernoulli
C¸c sè Bernoulli Bn lµ c¸c sè tháa m·n ®ång nhÊt thøc

t

exp t− 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!

C¸c ®a thøc Bernoulli cã thÓ xem lµ sù tæng qu¸t hãa cña c¸c sè Bernoulli,

®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù c¸c sè Bernoulli.

§Þnh nghÜa 3.1.2. §a thøc Bernoulli

C¸c ®a thøc Bernoulli Bn(x) lµ c¸c ®a thøc tháa m·n:

t exp(xt)

exp t− 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
.
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Sau ®©y lµ mét vµi tÝnh chÊt sè häc cña c¸c sè Bernoulli ®· ®−îc chøng

minh trong lý thuyÕt sè.

3.1.3. Vµi tÝnh chÊt sè häc cña c¸c sè Bernoulli

1. C¸c sè Bernoulli Bn víi n lÎ bÞ triÖt tiªu, trõ B1 = −1

2
.

2. §Þnh lý Kummer 1

NÕu p lµ sè nguyªn tè lÎ kh«ng chia hÕt tö sè cña bÊt k× sè Bernoulli

B2, B4, ..., Bp−3 th× ph−¬ng tr×nh xp + yp + zp = 0 kh«ng cã nghiÖm

nguyªn d−¬ng.

C¸c sè nguyªn tè p cã tÝnh chÊt nµy gäi lµ c¸c sè nguyªn tè chÝnh quy.

3. §Þnh lý Kummer 2

Cho p lµ sè nguyªn tè lÎ vµ b lµ sè ch½n sao cho p− 1 kh«ng chia hÕt

b. Khi ®ã víi bÊt k× sè nguyªn kh«ng ©m k ta cã

Bk(p−1)+b

k(p− 1) + b
≡ Bb

b
mod p.

4. C¸c ®ång d− Ramanujan

m ≡ 0 mod 6

(
m + 3

m

)
Bm =

m + 3

3
−

m/6∑
j=1

(
m + 3

m− 6j

)
Bm−6j

m ≡ 2 mod 6

(
m + 3

m

)
Bm =

m + 3

3
−

(m−2)/6∑
j=1

(
m + 3

m− 6j

)
Bm−6j

m ≡ 4 mod 6

(
m + 3

m

)
Bm = −m + 3

6
−

(m−4)/6∑
j=1

(
m + 3

m− 6j

)
Bm−6j.

5. pBn lµ p-nguyªn víi mäi sè nguyªn tè p.
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6. §Þnh lý von Staudt - Claussen (sÏ tr×nh bµy chi tiÕt ë c¸c môc (3.4)

vµ (3.5)) NÕu n ch½n th×

Bn +
∑
p−1pn

1

p
∈ Z

Sau ®©y ta sÏ x©y dùng vµ chøng minh mét sè tÝnh chÊt cña c¸c sè Bernoulli

nhê tÝch ph©n Volkenborn.

3.2 X©y dùng c¸c sè Bernoulli b»ng tÝch ph©n Volken-
born

§Þnh nghÜa 3.2.1. Sè Bernoulli

C¸c sè Bernoulli lµ c¸c sè B0, B1, ... cho bëi

Bn :=

∫
Zp

xndx, (n ∈ N)

NhËn xÐt 3.2.2.

1. Tõ c«ng thøc
∫
Zp

f(x + 1)dx−
∫
Zp

f(x)dx = f ′(0) ta cã

∫
Zp

(x + 1)ndx−
∫
Zp

xndx =

{
1, nÕu n = 1

0, nÕu n 6= 1
(3.1)

2. B»ng c¸ch khai triÓn nhÞ thøc ta cã∫
Zp

(x + 1)ndx =
n∑

j=0

(
n

j

)∫
Zp

xjdx

Tõ ®ã ∫
Zp

(x + 1)ndx−
∫
Zp

xndx =


0 NÕu n = 0
n−1∑
j=0

(
n
j

)
Bj NÕu n 6= 0

(3.2)
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3. • Cho n = 1, tõ (3.1) ta cã∫
Zp

(x + 1)dx−
∫
Zp

xdx = 1

Vµ theo (3.2) ta l¹i cã∫
Zp

(x + 1)dx−
∫
Zp

xdx = B0

nªn ta ®−îc B0 = 1 nh− ®· tÝnh ë vÝ dô (2.3.3)

• Víi n ≥ 2, tõ (3.1) vµ (3.2) ta cã
n−1∑
j=0

(
n
j

)
Bj = 0

4. Tõ nhËn xÐt (3) ta thÊy ®−îc mèi liªn hÖ gi÷a c¸c Bi, i ∈ N. H¬n n÷a
Bi lµ c¸c sè h÷u tØ vµ chóng kh«ng phô thuéc vµo p. NghÜa lµ, víi

p, q lµ hai sè nguyªn tè kh¸c nhau th×
∫
Zp

xndx =
∫
Zq

xndx

TiÕp theo ®©y ta ¸p dông c¸c tÝnh chÊt cña tÝch ph©n Volkenborn ®Ó thÊy

®−îc c¸c sè Bernoulli trong ®Þnh nghÜa (3.1.1).

Nh− ®· tÝnh ë vÝ dô (2.3.2), ta cã∫
Zp

expp(αx)dx =
α

expp α− 1
, (α ∈ E, α 6= 0).

MÆt kh¸c, theo mÖnh ®Ò (2.2.9) ta cã∫
Zp

expp(αx)dx =

∫
Zp

∞∑
n=0

αnxn

n!
dx =

∞∑
n=0

Bn
αn

n!

Do ®ã,
α

expp α− 1
=

∞∑
n=0

Bn
αn

n!
, (α ∈ E, α 6= 0)

C«ng thøc nµy phï hîp víi ®Þnh nghÜa ®· giíi thiÖu ë ®Çu ch−¬ng cña c¸c

sè Bernoulli.
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3.3 Dïng tÝch ph©n Volkenborn ®Ó chøng minh mét
sè tÝnh chÊt cña c¸c sè Bernoulli

MÖnh ®Ò 3.3.1.

B1 = −1
2 vµ (−1)nBn = Bn, n ≥ 2

Chøng minh. Tõ mÖnh ®Ò (2.2.13) ta cã
∫
Zp

(−x)ndx =
∫
Zp

(x + 1)ndx

KÕt hîp víi (3.1) ë nhËn xÐt (3.2.2),
∫
Zp

−xdx = B1 +1 vµ
∫
Zp

(−x)ndx = Bn

nÕu n ∈ {0, 2, 3...}. Do ®ã (−1)nBn =
∫
Zp

(−x)ndx = Bn, n ≥ 2

MÆt kh¸c, theo mÖnh ®Ò (2.2.13),∫
Zp

−xdx = −1

2
.(−1) =

1

2

Suy ra B1 + 1 =
1

2
hay B1 = −1

2

Tõ c«ng thøc (−1)nBn =
∫
Zp

(−x)ndx = Bn, n ≥ 2 ta cã ngay hÖ qu¶ sau

HÖ qu¶ 3.3.2.

B3 = B5 = ... = 0

§Þnh lý 3.3.3.

pBn lµ p-nguyªn víi mäi sè nguyªn tè p.

Chøng minh: §Æt f(x) := xn, ta thÊy

‖f‖1 = sup
x∈Zp

|xn|p = 1

Theo phÇn chøng minh mÖnh ®Ò (2.2.7) ta cã

|
∫
Zp

f(x)dx |p≤ p‖f‖1,
(
f ∈ C1(Zp → Qp)

)
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Do ®ã

| Bn |p=|
∫
Zp

xndx |p≤ p‖f‖1 = p

Tõ nhËn xÐt (3.2.2), môc 4, ta biÕt Bn lµ sè h÷u tØ, gi¶ sö Bn = t
m , víi

t,m ∈ Z, (t,m) = 1 th× do | Bn |p≤ p nªn ordp(m) = 0 hoÆc ordp(m) = 1.

ThËt vËy, nÕu | Bn |p≤ 1 th× p kh«ng chia hÕt m nªn ordp(m) = 0; ng−îc

l¹i, gi¶ sö m = pn th× | Bn |p=| t
pn |p= p | t

n |p≤ p kÐo theo | t
n |p≤ 1 suy

ra ordp(n) = 0 nªn ordp(m) = 1. Theo nhËn xÐt (3.2.2), môc 4, víi c¸c sè

nguyªn tè q 6= p ta còng cã ordq(m) = 0 hoÆc ordq(m) = 1 nªn m lµ tÝch

cña c¸c sè nguyªn tè kh¸c nhau.

VËy pBn lµ p-nguyªn víi mäi p nguyªn tè.

§Þnh lý 3.3.4 ( §Þnh lý von Staudt - Clausen).

NÕu n ch½n th×

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z

Chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen sÏ ®−îc tr×nh bµy hai c¸ch ®Ó so

s¸nh ë hai môc sau.

3.4 Chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen theo
lý thuyÕt sè

§Þnh lý 3.4.1.

Víi m ≥ 1, ta cã

(m + 1)Sm(n) =
m∑

k=0

(
m + 1

k

)
Bkn

m+1−k (3.3)

víi Sm(n) = 1m + 2m + ... + (n− 1)m.
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Chøng minh. Tõ ph−¬ng tr×nh

exp(kt) =
∞∑

m=0

km tm

m!

cho k = 1, 2, ..., n− 1 ta cã

exp t =
∞∑

m=0

tm

m! (3.4)

exp(2t) =
∞∑

m=0
2m tm

m! (3.5)

...

exp((n− 1)t) =
∞∑

m=0
(n− 1)m tm

m! (3.6)

Céng vÕ theo vÕ c¸c ph−¬ng tr×nh (3.4), (3.5),..., (3.6) ta cã

exp t + exp(2t) + ... + exp((n− 1)t) =
exp(nt)− 1

exp t− 1
=

∞∑
m=0

Sm(n)
tm

m!

MÆt kh¸c,
exp(nt)− 1

exp t− 1
=

exp(nt)− 1

t
.

t

exp t− 1

vµ
exp(nt)− 1

t
=

∞∑
k=1

nk tk−1

k!
,

t

exp t− 1
=

∞∑
j=0

Bj
tj

j!

nªn
∞∑

m=0

Sm(n)
tm

m!
=

∞∑
j=1

nj t
j−1

j!

∞∑
k=0

Bk
tk

k!

§ång nhÊt hÖ sè cña tm ë hai vÕ, ta ®−îc

Sm(n)
1

m!
=

m∑
k=0

nm−k+1Bk

k!(m + 1− k)!

Suy ra

(m + 1)Sm(n) =
m∑

k=0

(m + 1)!nm−k+1Bk

k!(m + 1− k)!
=

m∑
k=0

(
m + 1

k

)
Bkn

m−k+1
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Trong (3.3), thay k bëi m− k ta cã

(m + 1)Sm(n) =
m∑

k=0

(
m + 1

m− k

)
Bm−kn

k+1

V× (
m + 1

m− k

)
=

(m + 1)!

(k + 1)!(m− k)!
=

m + 1

k + 1

m!

k!(m− k)!
=

m + 1

k + 1

(
m

k

)
nªn

Sm(n) =
m∑

k=0

(
m

k

)
Bm−k

nk+1

k + 1
(3.7)

= Bmn +

(
m

1

)
Bm−1

n2

2
+ ... +

nm+1

m + 1
(3.8)

MÖnh ®Ò 3.4.2.

Cho p lµ sè nguyªn tè vµ sè nguyªn m ≥ 1.Khi ®ã pBm lµ p-nguyªn vµ

nÕu m ≥ 2 ch½n th×

pBm ≡ Sm(p)(mod p) (3.9)

Chøng minh. Ta ®· chøng minh ý thø nhÊt ë ®Þnh lý (3.3.3) sö dông tÝch

ph©n Volkenborn, ë ®©y tr×nh bµy mét chøng minh kh¸c b»ng quy n¹p víi

c¸c sè Bernoulli ®−îc ®Þnh nghÜa trong lý thuyÕt sè.

Víi B1 =
−1

2
ta cã pB1 =

−p

2
lµ p−nguyªn víi mäi sè nguyªn tè p.

Gi¶ sö m > 1, k = 1, 2, ...,m− 1 ta cã pBm−k lµ p-nguyªn.

Trong (3.8), thay n = p ta cã

Sm(p) = pBm +

(
m

1

)
Bm−1

p2

2
+ ... +

pm+1

m + 1
(3.10)

⇔ pBm = Sm(p)−
(

m

1

)
Bm−1

p2

2
− ...− pm+1

m + 1
(3.11)

⇔ pBm = Sm(p)−
(

m

1

)
pBm−1

p

2
− ...− pB0

pm

m + 1
(3.12)

Ta thÊy Sm(p) ∈ Z,

(
m

k

)
∈ Z,

pk

k + 1
lµ p−nguyªn v× k + 1 ≤ pk víi mäi

sè nguyªn tè p vµ theo gi¶ thiÕt quy n¹p th× víi k ≥ 1, pBm−k lµ p−nguyªn
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nªn tõ (3.12) ta cã pBm lµ p−nguyªn.
§Ó chøng minh ®ång d− thøc (3.9), ta chøng minh mét ®iÒu kiÖn ®ñ lµ(

m

k

)
pBm−k

pk

k + 1
≡ 0( mod p), k ≥ 1

ThËt vËy, víi k ≥ 2, v× k + 1 < 2k ≤ pk nªn
pk

k + 1
≡ 0( mod p) suy ra(

m

k

)
pBm−k

pk

k + 1
≡ 0( mod p).

Víi k = 1, do m ch½n nªn

m

2
(pBm−1)p ≡ 0( mod p)

Nh− vËy, ∀k ∈ N∗,
(
m
k

)
pBm−k

pk

k+1 ≡ 0( mod p) nªn tõ (3.12) ta cã (3.9).

Bæ ®Ò 3.4.3.

Cho p lµ sè nguyªn tè, ta cã

Sm(p) ≡

{
0( mod p), nÕu p− 1 - m

−1( mod p), nÕu p− 1 | m

Chøng minh. LÊy g lµ mét c¨n nguyªn thñy (primitive root) modulo p,

nghÜa lµ g lµ phÇn tö sinh cña nhãm nh©n xiclic cÊp p − 1 c¸c sè nguyªn

modulo p lµ (Z/pZ)∗. Khi ®ã {1, 2, ..., p− 1} vµ {1, g, g2, ..., gp−2} ®Òu lµ
c¸c tËp ®¹i diÖn ®Çy ®ñ cña (Z/pZ)∗ nªn

Sm(p) =1m + 2m + ... + (p− 1)m

≡1m + gm + ... + g(p−2)m( mod p)
(3.13)

NÕu p − 1 | m th× 1m ≡ gm ≡ ... ≡ g(p−2)m ≡ 1(mod p) nªn Sm(p) ≡
p− 1 ≡ −1(mod p)

NÕu p− 1 - m th× gm 6≡ 1(mod p). Tõ (3.13) ta cã

(gm − 1)Sm(p) ≡ gm(p−1) − 1 ≡ 0(mod p)

Do ®ã Sm(p) ≡ 0(mod p) v× gm 6≡ 1(mod p).
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Chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen. Gi¶ sö n ch½n, p lµ mét sè

nguyªn tè th× theo mÖnh ®Ò (3.4.2), pBn lµ p−nguyªn vµ pBn ≡ Sn(p)(mod p).

Khi ®ã theo bæ ®Ò (3.4.3), nÕu p−1 - n th× Bn lµ p-nguyªn vµ nÕu p−1 | n
th× pBn ≡ −1(mod p).

§Æt An = Bn+
∑

p−1|n

1

p
, ta sÏ chøng minh An lµ p-nguyªn víi mäi sè nguyªn

tè p.

ThËt vËy, gi¶ sö q lµ mét sè nguyªn tè vµ q − 1 - n th× Bn lµ q-nguyªn vµ

tæng
∑

p−1|n

1

p
kh«ng lÊy q nªn lµ q-nguyªn, do ®ã An q-nguyªn.

Ng−îc l¹i, nÕu sè nguyªn tè q mµ q − 1 | n th× qBn ≡ −1(mod q) hay
qBn + 1

q
∈ Z

Do ®ã

An = Bn +
1

q
+

∑
p−1|n,p 6=q

1

p

=
qBn + 1

q
+

∑
p−1|n,p 6=q

1

p

≡
∑

p−1|n,p 6=q

1

p
(mod Z)

HiÓn nhiªn
∑

p−1|n,p 6=q

1

p
lµ q-nguyªn nªn An lµ q-nguyªn.

Nh− vËy, An lµ p-nguyªn víi mäi sè nguyªn tè p nªn An ∈ Z hay Bn +∑
p−1|n

1

p
∈ Z.

3.5 Chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen b»ng
gi¶i tÝch p−adic

TiÕp theo ta sÏ chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen b»ng c¸ch sö

dông c¸c kÜ thuËt cña gi¶i tÝch p-adic. Tr−íc hÕt ta cã c¸c bæ ®Ò sau
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Bæ ®Ò 3.5.1. Víi k ∈ N∗, n ∈ N, ®Æt R0(k) = 1 víi mäi k,

Rn(k) :=
1

pk

(
0n + 1n + ... + (pk − 1)n

)
, n > 0

th× ta cã lim
k→∞

Rn(k) = Bn vµ

Rn(k + 1)−Rn(k) =
n∑

s=1

(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks

Chøng minh. §Æt f(x) = xn, ta thÊy

lim
k→∞

Rn(k) = (Sf)′(0) =

∫
Zp

xndx = Bn

Ta cã

Rn(k + 1) =
1

pk+1

pk+1−1∑
s=0

zn

Chia z cho pk ®−îc th−¬ng j vµ sè d− i, ta viÕt z = i + jpk vµ

Rn(k + 1) =
1

pk+1

pk−1∑
i=0

p−1∑
j=0

(i + jpk)n

=
1

pk+1

pk−1∑
i=0

p−1∑
j=0

n∑
s=0

(
n

s

)
in−s(jpk)s

=
n∑

s=0

(
n

s

) 1

pk

pk−1∑
i=0

in−s

(1

p

p−1∑
j=0

js

)
pks

=
n∑

s=0

(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks

= Rn(k) +
n∑

s=1

(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks (3.14)

Tõ ®ã ta rót ra ®−îc Rn(k + 1)−Rn(k) =
n∑

s=1

(
n
s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks

48



Bæ ®Ò 3.5.2. Víi mäi sè nguyªn tè p 6= 2, n ∈ N∗ ta cã

| Bn −
1

p
(0n + 1n + ... + (p− 1)n) |p≤ 1

C«ng thøc trªn còng ®óng khi p = 2 víi n ∈ N∗, n ch½n.

Chøng minh. Ta cÇn chøng minh | Bn − Rn(1) |p≤ 1 víi Rn(k) ®−îc x¸c

®Þnh nh− trong bæ ®Ò (3.5.1).

Tr−íc hÕt ta cã

R1(1) =
1

p
(0 + 1 + 2 + ... + (p− 1)) =

(p− 1)p

2p
=

p− 1

2

• Víi s ∈ {2, 3, ...} ta cã:(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks =

(
n

s

)
pkRn−s(k)pRs(1)pks−k−1 ∈ Z (3.15)

v× víi s > 1, pks−k−1 = pk(s−1)−1 ∈ Z, ptRj(t) =
pt−1∑
i=0

ij ∈ Z.

• Víi s = 1 vµ p lÎ: p−1
2 ∈ Z, pkRn−1(k) ∈ Z, ta ®−îc(

n

1

)
Rn−1(k)R1(1)pk = npkRn−1(k)

p− 1

2
∈ Z (3.16)

• Víi s = 1, p = 2, n ch½n: R1(1) = 1
2 ,

n
2 ∈ Z, Rn−1(k)2k ∈ Z ta cã(

n

1

)
Rn−1(k)R1(1)2k =

n

2
Rn−1(k)2k ∈ Z (3.16′)

Nh− vËy, tõ (3.15), (3.16) vµ ((3.16)′) ta thÊy víi c¶ hai tr−êng hîp p lÎ vµ

p = 2, n ch½n ta ®Òu cã

Rn(k + 1)−Rn(k) =
n∑

s=1

(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks ∈ Z

Tõ ®ã suy ra

| Rn(k + 1)−Rn(k) |p=|
n∑

s=1

(
n

s

)
Rn−s(k)Rs(1)pks |p≤ 1, (k ∈ N∗)
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Ta còng cã

| Rn(k+2)−Rn(k) |p=| (Rn(k + 2)−Rn(k + 1))+(Rn(k + 1)−Rn(k)) |p
≤ max {| Rn(k + 2)−Rn(k + 1) |p, | Rn(k + 1)−Rn(k) |p} ≤ 1. Suy ra

víi k > m, (k, m ∈ N)

| Rn(k)−Rn(m) |p≤ 1

Cho k →∞ vµ lÊy m = 1 ta ®−îc

| Bn −Rn(1) |p≤ 1

VËy bæ ®Ò ®−îc chøng minh xong.

Chøng minh ®Þnh lý von Staudt - Clausen. Gäi θ, θ2, ..., θp−1 lµ c¸c c¨n

bËc p−1 cña ®¬n vÞ Qp (mÖnh ®Ò 1.3.23). Khi ®ã c¶ hai tËp {0, 1, ..., p−1}
vµ {0, θ, θ2, ..., θp−1} ®Òu lµ c¸c tËp ®¹i diÖn ®Çy ®ñ cña Zp/pZp. Do ®ã,

víi n ∈ N∗ :

0n + 1n + ... + (p− 1)n ≡ θn + θ2n + ... + θ(p−1)n(mod pZp) (3.17)

Ta cã θp = θ nªn

θn − 1 = θnp − 1

= (θn − 1)

(
p−1∑
j=0

θnj

)
= (θn − 1)(θn(p−1) + θn(p−2) + ... + θn + 1)

Suy ra

(θn − 1)

(
p−1∑
j=0

θnj − 1

)
= (θn − 1)

(
p−1∑
j=1

θnj

)
= 0

Do ®ã nÕu n kh«ng chia hÕt cho p− 1 th× θn 6= 1 nªn
p−1∑
j=1

θnj = 0

NÕu n chia hÕt cho p− 1 th× θn = 1, θ2n = 1, ..., θ(p−1)n = 1 dÉn tíi

p−1∑
j=1

θnj = p− 1
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Tõ (3.17) ta cã

(0n + 1n + ... + (p− 1)n)−
(
θn + θ2n + ... + θ(p−1)n

)
= xp, x ∈ Zp

Nh− vËy

• NÕu n kh«ng chia hÕt cho p− 1 th× v×
p−1∑
j=1

θnj = 0 nªn

x =
(0n + 1n + ... + (p− 1)n)− (θn + θ2n + ... + θ(p−1)n)

p

=
1

p
(0n + 1n + ... + (p− 1)n) ∈ Zp

• NÕu n chia hÕt cho p− 1 th×
p−1∑
j=1

θnj = p− 1 nªn

x =
(0n + 1n + ... + (p− 1)n)− (θn + θ2n + ... + θ(p−1)n)

p

=
0n + 1n + ... + (p− 1)n

p
− p− 1

p

=
0n + 1n + ... + (p− 1)n

p
+

1

p
− 1 ∈ Zp

⇒ 0n + 1n + ... + (p− 1)n

p
+

1

p
= y ∈ Zp

Theo bæ ®Ò (3.5.2)

| Bn −
1

p
(0n + 1n + ... + (p− 1)n) |p≤ 1

NÕu n ch½n, n kh«ng chia hÕt cho p− 1 th× ta cã

| Bn − x |p≤ 1, (x ∈ Zp)

suy ra | Bn |p≤ 1

NÕu n ch½n, n chia hÕt cho p− 1 th×

| Bn +
1

p
− y |p≤ 1, (y ∈ Zp)
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suy ra | Bn + 1
p |p≤ 1

XÐt mçi sè nguyªn tè q, ta cã

• NÕu n kh«ng chia hÕt cho q − 1 th× | Bn |q≤ 1 vµ víi mäi sè nguyªn

tè p mµ p− 1 | n (khi ®ã p 6= q), | 1
p |q= 1 nªn

| Bn +
∑
p−1|n

1

p
|q≤ max{| Bn |q, 1} ≤ 1

• NÕu n chia hÕt cho q− 1 th× | Bn + 1
q |q≤ 1 suy ra víi mäi sè nguyªn

tè p, ta cã

| Bn +
∑
p−1|n

1

p
|q=| Bn +

1

q
+

∑
p−1|n,p 6=q

1

p
|q≤ max{| Bn +

1

q
|q, 1} ≤ 1

Tãm l¹i, ta cã víi mçi sè nguyªn tè q

| Bn +
∑

p−1|n

1
p |q≤ 1 hay Bn +

∑
p−1|n

1
p ∈ Zq víi mäi q nguyªn tè.

Nh− vËy, Bn +
∑

p−1|n

1
p = m

k
∈ (Zq ∩Q), (m, k) = 1 víi mäi sè nguyªn tè q.

NghÜa lµ, víi mäi sè nguyªn tè q th× k ®Òu kh«ng chia hÕt cho q (v×

|m
k
|q ≤ 1) nªn k ∈ {1,−1} hay

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z

TiÕp theo, ta sÏ dïng tÝch ph©n Volkenborn ®Ó ®Þnh nghÜa ®a thøc

Bernoulli vµ chØ ra ®−îc sù t−¬ng ®−¬ng víi ®Þnh nghÜa ®· biÕt.
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3.6 §Þnh nghÜa ®a thøc Bernoulli b»ng tÝch ph©n
Volkenborn

§Þnh nghÜa 3.6.1. §a thøc Bernoulli
§a thøc Bernoulli Bn(x) ®−îc cho bëi c«ng thøc

Bn(x) :=

∫
Zp

(x + t)ndt, (n ∈ N, x ∈ Zp)

Ta cã ®Þnh nghÜa quen thuéc cña ®a thøc Bernoulli trong lý thuyÕt sè

nh− ®· giíi thiÖu ë ®Çu ch−¬ng qua mÖnh ®Ò sau.

MÖnh ®Ò 3.6.2.

Víi x ∈ Zp, α ∈ E, α 6= 0, ta cã

α expp(αx)

expp α− 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
αn

n!

Chøng minh. Ta cã∫
Zp

expp(α(x + t))dt =

∫
Zp

expp(αx) expp(αt)dt = expp(αx)

∫
Zp

expp(αt)dt

¸p dông vÝ dô (2.3.2)∫
Zp

expp(α(x + t))dt =
α expp(αx)

expp α− 1
(3.18)

MÆt kh¸c, expp(α(x + t)) =
∞∑

n=0

αn(x + t)n

n!
nªn∫

Zp

expp(α(x + t))dt =
∞∑

n=0

αn

n!

∫
Zp

(x + t)ndt =
∞∑

n=0

Bn(x)
αn

n!
(3.19)

VËy tõ (3.18) vµ (3.19) ta cã

α expp(αx)

expp α− 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
αn

n!
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MÖnh ®Ò sau ®©y chØ ra mèi liªn hÖ gi÷a ®a thøc Bernoulli vµ c¸c sè

Bernoulli.

MÖnh ®Ò 3.6.3.

Víi x ∈ Zp, ta cã

(i) Bn(x) =
n∑

j=0

(
n
j

)
xn−jBj

(ii)

Bn(x + 1)−Bn(x) =

{
0, nÕu n = 0,

nxn−1, nÕu n ∈ N∗.

Chøng minh. Ta cã

Bn(x) =

∫
Zp

(t + x)ndt =

∫
Zp

n∑
j=0

(
n

j

)
xn−jtjdt

=
n∑

j=0

(
n

j

)
xn−j

∫
Zp

tjdt

=
n∑

j=0

(
n

j

)
xn−jBj

VËy ta cã (i)

Víi (ii) ta thÊy

NÕu n = 0 th× B0(x + 1) = B0(x) = 1 nªn Bn(x + 1)−Bn(x) = 0

NÕu n > 0 th× ®Æt f(t) = tn, ¸p dông (2.10) ta cã

Bn(x + 1)−Bn(x) =

∫
Zp

f(t + x + 1)dt−
∫
Zp

f(t + x)dt = f ′(x) = nxn−1

Mét hµm p−adic cã liªn quan ®Õn ®a thøc Bernoulli lµ tæng bÊt ®Þnh cña
"hµm lòy thõa"
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MÖnh ®Ò 3.6.4. XÐt hµm sè f(x) = xn, x ∈ Zp.

Tæng bÊt ®Þnh cña f lµ hµm sè

x 7→ 1

n + 1
(Bn+1 (x)−Bn+1(0))

Chøng minh. Mét nguyªn hµm cña f lµ Pf víi Pf(x) =
xn+1

n + 1
.

Theo (2.12), ta cã

Sf(x) =

∫
Zp

Pf(t + x)dt−
∫
Zp

Pf(t)dt

=

∫
Zp

(t + x)n+1

n + 1
dt−

∫
Zp

tn+1

n + 1
dt

=
1

n + 1
Bn+1(x)− 1

n + 1
Bn+1

Víi Bn+1(0) = Bn+1, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
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KÕt luËn
Tãm l¹i, trong luËn v¨n nµy chóng t«i ®· lµm ®−îc mét sè vÊn ®Ò sau

®©y:

- X©y dùng ®Þnh nghÜa, nªu vµ chøng minh c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tÝch

ph©n Volkenborn.

- §Þnh nghÜa tÝch ph©n trªn c¸c tËp con më, compact cña Zp. Nªu vµ

chøng minh mét vµi tÝnh chÊt cña tÝch ph©n trªn c¸c tËp con ®Æc biÖt

cña Zp.

- TÝnh to¸n ®−îc tÝch ph©n Volkenborn cña mét sè hµm c¬ b¶n quan

träng trong gi¶i tÝch p−adic.

- §Æc biÖt, chóng t«i ®· t×m ra mét sè vÝ dô cô thÓ minh häa cho c¸c

hµm kh¶ tÝch nh−ng kh«ng kh¶ vi liªn tôc, hµm liªn tôc nh−ng kh«ng

kh¶ tÝch.

- §−a ra mét sè øng dông cña tÝch ph©n Volkenborn: dïng tÝch ph©n

Volkenborn ®Ó ®Þnh nghÜa sè Bernoulli vµ ®a thøc Bernoulli, chØ ra mèi

quan hÖ gi÷a sè Bernoulli vµ ®a thøc Bernoulli theo c¸ch ®Þnh nghÜa

nµy; chøng minh mét sè tÝnh chÊt quan träng cña c¸c sè Bernoulli mµ

quan träng nhÊt lµ ®ång d− thøc von Staudt - Clausen.

VÒ øng dông cña tÝch ph©n Volkenborn trong gi¶i tÝch p−adic vµ trong
lý thuyÕt sè vÉn cßn nhiÒu bµi to¸n më. NÕu cã ®iÒu kiÖn cho phÐp chóng

t«i sÏ trë l¹i víi vÊn ®Ò nµy trong nh÷ng lÇn tiÕp theo.
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