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MỞ ĐẦU 

 

Lý thuyết Fredholm (ra đời vào 1903) là lý thuyết về phương trình vi phân. Theo nghĩa hẹp, 

nó liên quan đến nghiệm của phương trình tích phân Fredholm. Theo nghĩa rộng, cấu trúc trừu 

tượng của lý thuyết Fredholm được thể hiện dưới dạng lý thuyết phổ của toán tử Fredholm và nhân 

Fredholm trên không gian Hilbert. Và công cụ để nghiên cứu tính ổn định phổ của phương trình 

truyền sóng là lý thuyết lưỡng phân.  

Một họ tiến hoá ( ){ }, , ,
t

U t t
τ

τ τ
≥

∈¡  liên kết với phương trình vi phân tuyến tính chỉnh, 

không tự sinh  trên không gian Banach X với các hệ số toán tử sinh ra ba toán tử 

quan trọng xác định trên không gian các hàm nhận giá trị trong X: 

(1) toán tử vi phân G, ( )
d

G A t
dt

−
= + ; (0.1) 

(2) toán tử hàm số Et, ( )( ) ( ) ( ), , , 0tE u U t u t tτ τ τ τ τ= − − ∈ ≥¡ ; (0.2) 

(3) toán tử sai phân Dτ
,  

( ) ( )( ) [ )1: , 1 , 0,1n n nn n
D x x U n n xτ τ τ τ−∈ ∈

− + + − ∈
¢ ¢

a . (0.3) 

Trong khuôn khổ luận văn này, đầu tiên tác giả trình bày một chứng minh của Định lý lưỡng 

phân trong trường hợp vô hạn chiều mà không có bất kỳ ràng buộc đặc biệt nào của toán tử ( )A t . 

Tiếp theo, tác giả trình bày tính chất Fredholm, tính chất phổ và tính đóng của miền giá trị của ba 

toán tử nêu trên. 

Luận văn được trình bày theo bố cục như sau: 

Phần mở đầu giới thiệu tổng quan về các vấn đề chính được nghiên cứu trong luận văn, đồng thời 

nêu bố cục của luận văn. 

Chương 1 là các kiến thức chuẩn bị cơ bản về lý thuyết Fredholm, nửa nhóm tiến hóa, lưỡng phân 

lũy thừa. 

Chương 2 được xây dựng gồm hệ thống các Định lý và Bổ đề dùng để chứng minh Định lý lưỡng 

phân (Định lý 2.1, Định lý 2.2) trong trường hợp vô hạn chiều mà không có bất kỳ ràng buộc nào 

của toán tử A(t). 

Chương 3 là sự nối tiếp của chương 2, tác giả trình bày tính chất Fredholm, tính chất phổ và tính 

đóng của miền giá trị của các toán tử , ,tE G Dτ . 

Cuối cùng là phần Kết luận và Tài liệu tham khảo. 



Chương 1 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1 Lý thuyết Fredholm 

Định nghĩa 1.1 

Cho X và Y là các không gian Banach, gọi :T X Y→  là toán tử tuyến tính bị chặn, T được gọi là 

Fredholm nếu: 

(i) dim Ker T < ∞ ; 

(ii) ImT  đóng; 

(iii) dim CoKer T < ∞ .( ( )dim dim / ImCoKerT Y T= ). 

Khi T là ánh xạ Fredholm, chỉ số của T kí hiệu IndT là số nguyên xác định bởi: 

Ind dim dimImT KerT co T= −  

Tính chất 1.2 

Từ định nghĩa trên và từ những kết quả cơ bản của giải tích hàm tuyến tính, tồn tại các phép chiếu 

liên tục 

:P X X→ , :Q Y Y→  thỏa: Im KerP T= ; Ker ImQ T= . 

Do đó, 

er er

Im Im

X K T K P

Y T Q

= ⊕

= ⊕
 

Bổ đề 1.3 Cho :T X Y→  là toán tử thỏa ImT chứa một không gian con đầy, đóng thì ImT  đóng.  

Bổ đề 1.4 Kí hiệu ( )Fred ,X Y là không gian các toán tử Ferdholm từ X vào Y và ( )Fred X là tập các 

toán tử Fredholm xác định trên X. Ta có ( )Fred ,X Y là tập mở của B(X,Y) và chỉ số Fredholm là 

hàm hằng trên Fred(X,Y). 

Bổ đề 1.5 Cho :T X X→ là toán tử compact, khi đó I T+ là Fredholm. 

Bổ đề 1.6 Cho :T X Y→ và :S Y Z→ là các toán tử Fredholm. Khi đó, :ST X Z→ cũng là Fredholm. 

Hơn nữa, ( ) ( ) ( )Ind Ind IndST T S= + . 

 

Định nghĩa 1.7 

Cặp Fredholm: cặp không gian con ( )W,V  trong X được gọi là cặp Fredholm nếu: 

i) ( ) ( )W, dim W VVα = < ∞I  

ii) W V+ : đóng 

iii) ( ) ( )W, dim WV co Vβ = + < ∞  



Chỉ số Fredholm: Chỉ số Fredholm của cặp không gian con ( )W,V  là  

( ) ( ) ( )ind W, W, W, .V V Vα β= −
 

1.2 Họ tiến hoá và nửa nhóm tiến hoá 

Định nghĩa 1.2.1 Cho X là không gian Banach, L(X) là không gian các toán tử tuyến tính bị chặn 

trên X. Họ ( ){ } ( )
0t

T t L X
≥

= ⊂T  được gọi là nửa nhóm trên X nếu  

( )0T I=  và ( ) ( ) ( )T t s T t T s+ =  với mọi , 0t s ≥ . 

Nửa nhóm ( ){ }
0t

T t
≥

=T  được gọi là bị chặn lũy thừa nếu tồn tại 1M ≥  và ω > 0 sao cho 

( ) , 0tT t Me tω≤ ∀ ≥ . 

Định nghĩa 1.2.2 Toán tử ( )P L X∈  được gọi là phép chiếu nếu 2P P= . Nửa nhóm ( ){ }
0t

T t
≥

=T  

được gọi là lưỡng phân lũy thừa nếu tồn tại một phép chiếu ( )P L X∈  và hai hằng số 1K ≥  và 0ν >  

sao cho 

(i) ( ) ( ) , 0;T t P PT t t= ∀ ≥  

(ii) ( ) , ImtT t x Ker x x Pν−≤ ∀ ∈  và 0t∀ ≥ ; 

(iii) ( )
1

,tT t x e x x KerP
K

ν≥ ∈  và 0t∀ ≥ ; 

(iv) ( ) er : er erK PT t K P K P→  là một đẳng cấu 0t∀ ≥ . 

Ví dụ: Trên 2X R=  được trang bị chuẩn ( )1 2 1 2,x x x x= + , ta định nghĩa ( ) :T t X X→  như sau 

( )( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2 1 2, , , , , 0t tT t x x e x e x x x x R t−= ∀ = ∈ ∀ ≥ . 

Khi đó, nửa nhóm ( ){ }
0t

T t
≥

=T  là lưỡng phân lũy thừa.  

Định nghĩa 1.2.3 Nếu ( ){ }
0t

T t
≥

=T  là nửa nhóm trên X và U X⊂  là một không gian con tuyến tính, 

U được gọi là T – bất biến nếu ( ) , 0T t U U t⊂ ∀ ≥ . 

Một họ ( ){ }, , ,
t

U t t J
τ

τ τ
≥

∈ gồm các toán tử tuyến tính bị chặn trên X được gọi là họ tiến hóa bị 

chặn lũy thừa liên tục mạnh trên J nếu: 

i) Với mỗi x X∈ , ánh xạ ( ) ( ), ,t U t xτ τa  liên tục với mọi t τ≥  thuộc J 

ii) 
( ) ( ){ }sup , : , ,te U t t J tω τ τ τ τ− − ∈ ≥ < ∞ , với Rω ∈ tùy ý 



iii) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,U t t I U t U t s U sτ τ= =  với mọi t s τ≥ ≥  thuộc J. 

Nửa nhóm tiến hóa:  

{ }
0

t

t
E

≥
là nửa nhóm tiến hóa xác định trên không gian ( ),pL R X , 1 p≤ < ∞  hoặc 

( )0 ,C R X _không gian các hàm liên tục triệt tiêu tại ±∞ , theo qui tắc: 

( )( ) ( ) ( ), , , 0tE u U t u t R tτ τ τ τ τ= − − ∈ ≥ . 

Ta định nghĩa toán tử G trên Lp liên kết với nửa nhóm tiến hóa trên như sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'Gu t u t A t u t= − + với miền xác định: 

                              
( ) ( ){ }1dom W :p pG u L u t domA t= ∩ ∈ ∈ . (1.1) 

Ta gọi G là mở rộng đóng của G. 

Nửa nhóm liên hợp: 

Cho { }
0

tA

t
E

≥
 là nửa nhóm liên tục mạnh trên X, khi đó, nửa nhóm liên hợp ( ){ }

0
*tA

t
e

≥

trên không gian 

Banach X*  nói chung là không liên tục mạnh. Không gian con: 

( ){ }* *: * * 0 khi 0tAX x X e x x t= ∈ − → →e
 

là không gian con tuyến tính đóng của X* và ( ) ( )* 0tAe X X t⊆ ∀ ≥e e . Thu hẹp tAe
e  của ( )*tAe  xác 

định một nửa nhóm liên tục mạnh trên X e . Hơn nữa,  

( ) ( ) ( )* * \X A X Aρ λ σ= ∀ ∈e £ . 

Chú ý 1.2.4 

Từ định nghĩa của X e  suy ra ( )er *tAK I e X− ⊂ e  và ( ) ( )er * ertA tAK I e K I e− = −
e

 với mỗi 0t ≥ ; 

( )*Ker A Xµ− ⊂ e
 và ( ) ( )er * erK A K Aµ µ− = −e  với µ ∈£  bất kỳ.  

Lý thuyết lưỡng phân 

Định nghĩa 1.3.1 Cho X là không gian Banach, J  là ,R R− +
hoặc R, họ tiến hóa ( ){ },

t
U t

τ
τ

≥
 được 

gọi là có lưỡng phân lũy thừa { }t t J
P

∈
trên J với hệ số lưỡng phân 1M ≥  và 0α > nếu ,tP t J∈ , là các 

phép chiếu trên X và mọi t Jτ≥ ∈ , các khẳng định sau thỏa: 

i) ( ) ( ), ,tU t P PU tττ τ=  

 ii) Thu hẹp: của toán tử ( ),U t τ  trên erK Pτ
, ( ) er, K PU t

τ
τ , là toán tử khả nghịch từ erK Pτ

 đến er tK P .
 

iii) Thỏa các ước lượng lưỡng phân sau: 

                   
( ) ( )

Im,
t

PU t Me
τ

α ττ − −
≤  và ( )( ) ( )1

er,
t

K PU t Me
τ

α ττ
−

− −
≤ . (1.2) 



Chương 2 

TOÁN TỬ VI PHÂN FREDHOLM VỚI HỆ SỐ KHÔNG BỊ CHẶN 

 

Trong chương này, tác giả trình bày một chứng minh của Định lý lưỡng phân trong trường 

hợp vô hạn chiều mà không có bất kỳ ràng buộc đặc biệt nào của toán tử ( )A t : Định lý 2.1 và Định 

lý 2.2 

Định lý 2.1 Giả sử ( ){ }, , ,
t

U t t R
τ

τ τ
≥

∈  là một họ tiến hóa bị chặn lũy thừa liên tục mạnh trên không 

gian Banach phản xạ X, G là toán tử sinh của nửa nhóm tiến hóa tương ứng xác định trên 

( ) [ ), , 1,pL R X p∈ ∞  hoặc trên ( )0 ,C R X . Khi đó: toán tử G là Fredholm nếu và chỉ nếu tồn tại 

,a b R∈ , a b≤ sao cho hai điều kiện sau thỏa: 

(i) Họ tiến hóa ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥

có lưỡng phân lũy thừa { }t t a
P−

≤
trên ( ],a−∞  và { }t t b

P+

≥
trên [ ),b ∞ . 

ii) Toán tử nút ( ), :Ker Kera bN b a P P− +→ , định bởi: 

( ) ( ) ( )
Ker

, ,
a

b P
N b a I P U b a −

+= − , là toán tử Fredholm. 

Hơn nữa, nếu toán tử G là Fredholm thỏa thì  

a) dim Ker G = dim Ker N(b,a); 

b) codim ImG = codim Im N(b,a); ind G = ind N(b,a). 

Định lý 2.2 Với các giả thiết như Định lý 2.1, toán tử G là Fredholm  khi và chỉ khi hai điều kiện 

sau đây thỏa: 

i') Họ tiến hóa ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥

có lưỡng phân lũy thừa { }t t a
P−

≤
trên R−

và { }t t b
P+

≥
trên R+

. 

ii') Cặp không gian con ( )0 0Ker , ImP P− + trong X là Fredholm. 

Hơn nữa, nếu toán tử G là Fredholm thì: 

a') dim Ker G ( )0 0er , ImK P Pα − +=  

b’) codim Im G ( )0 0erP , ImK Pβ − +=  

c’) ind G ( )0 0ind er ,ImK P P− +=  

Ta ký hiệu: 

{ } { } { } { }: 0 , : 0 , : 0 , : 0 ,t t t t n n n n+ − + −= ∈ ≥ = ∈ ≤ = ∈ ≥ = ∈ ≤¡ ¡ ¡ ¡ ¢ ¢ ¢ ¢

{ }: 1 ;λ λ= ∈ =T £ X là không gian Banach; X* là không gian liên hợp; A*, domA, Ker A, Im 

A, ( ) ( ){ }: , , : song ánh ,A A I L X A Iρ λ λ λ λ= ∈ − ∈ −£ ( )Aσ , 

( )fred Aσ = { }:  không FredholmAλ λ∈ −£ , và sprad(A) ( ){ }sup : Aλ λ σ= ∈  lần lượt là liên hợp, 



miền xác định, nhân, ảnh,
 
tập giá trị chính quy (tập giải), phổ, phổ Fredholm, và bán kính 

phổ của A; |YA là thu hẹp của A trên Y X⊂ ; ( ),L X Y  là không gian Banach các toán tử 

tuyến tính bị chặn từ X đến Y; ( )L X là tập các toán tử bị chặn trên X; 

( ) [ ), , 1,p pL L X p= ∈ +∞¡  là không gian Banach gồm các hàm từ X vào ¡  sao cho 
p

f  khả 

tích Lebesgue; ( )0 ,C X¡  là không gian các hàm liên tục triệt tiêu tại ±∞ ; ( ),pl X¢  là không 

gian Banach gồm tất cả các dãy ( )nx=x  các phần tử trong ¢  sao cho 
1

p

n
n

x
∞

=

< ∞∑ ; ( )0 ,c X¢  là 

không gian các dãy triệt tiêu tại ±∞  . Không gian hàm ( )ε ¡ là một trong các không gian 

( ),pL X¡  hoặc ( )0 ,C X¡ , không gian dãy ( )ε ¢ là một trong các không gian ( ),pl X¢  hoặc 

( )0 ,c X¢ , ( )ε +¡ là một trong các không gian ( ),pL X+¡  hoặc ( )0 ,C X+¡ , 

( ) ( )0 00 ,C Xε + +=¡ ¡  là không gian các hàm liên tục trên 
+¡  triệt tiêu tại 0 và ∞ , không gian 

dãy ( )ε +¢ là một trong các không gian ( ),pl X+¢  hoặc ( )0 ,c X+¢ , [ ]( )0,2ε π là một trong các 

không gian [ ]( )0,2 ,pL Xπ  hoặc [ ]( )per 0,2 ,C Xπ  - là không gian các hàm tuần hoàn chu kỳ 

2π trên đoạn [ ]0,2π .  Ta dùng hình thức in đậm để ký hiệu cho dãy, chẳng hạn, 

( ) ,n nn
x x X

∈
= ∈x

¢
. Với n∈¢ , trực chuẩn thứ n trong ( ),pl X¢  hoặc ( )0 ,c X¢  là ( )n nk k

δ
∈

=e
¢

, 

với 
nkδ  là hệ số Kronecker. Nếu x X∈  thì ta ký hiệu dãy ( )n k k

x x
∈

⊗ =e
¢

bởi ( )n nk k
x xδ

∈
⊗ =e

¢
 

sao cho 
nx x= và 0kx =  với k n≠ . 

Với Y X⊂  và 
*

*Y X⊂ , ta ký hiệu { }* : , 0,Y X x x Yξ ξ⊥ = ∈ = ∀ ∈  và 

{ }* *: , 0,Y x X x Yξ ξ⊥ = ∈ = ∀ ∈ . Nếu 
1 2X X X= ⊕  thì ( )

*

1 2X X ⊥=  và ( )
*

2 1X X ⊥= . 

Nếu P là một phép chiếu trên X thì P* cũng là một phép chiếu trên X* với 

( ) ( )
*

Im * er ImP K P P
⊥

= =  và ( ) ( )* Im er *KerP P K P
⊥

= = . 

Nếu ( ),P Q  là một cặp phép chiếu trên X thì Im erX P K P= ⊕  và  

Im erX Q K Q= ⊕ . 

Bất kỳ một toán tử A bị chặn trên X có thể được viết dưới dạng toán tử ma trận như sau:

  

[ ]
( )

( ) ( ) ( )

PAQ PA I QP
A A Q I Q

I P I P AQ I P A I Q

 − 
= − =   − − − −    

   (2.1) 

Nếu AQ PA=  ma trận này là ma trận chéo với các phần tử trên đường chéo là Im| QA và er|K QA . 



Nếu ( )Im ImA Q P⊆  hoặc AQ PAQ= thì ta đồng nhất Im| QA AQ= : Im ImQ P→ , ta viết: 

( )

( )
Im

er

|

0 |

Q

K Q

A PA I Q
A

I P A

 −
=  

−  
. (2.2) 

Cho toán tử sai phân D xác định trên không gian ( ) [ ), , 1,pl Z X p∈ ∞ như sau: 

 ( ) ( )( )1: , 1n n nn Z n Z
D x x U n n x −∈ ∈

− −a  

Toán tử liên hợp của D là: 

                               
( ) ( )( )1*: 1, *n n nn Z n Z

D U n nξ ξ ξ +∈ ∈
− +a . (2.3) 

Ta có: 

                          
( ) ( ){ }er : , ; , , ,n n mn Z

K D x x U n m x m n Z n m
∈

= = ∀ ∈ ≥   (2.4) 

                          
( ) ( ){ }er * : , * ; , , .n m nn Z

K D U n m m n Z n mξ ξ ξ
∈

= = ∀ ∈ ≥  (2.5) 

Với mỗi n Z∈ , ta định nghĩa các không gian con sau: 

                        
( ){ }: , ,n k nk Z

X x X x KerD x x
∈

= ∈ ∃ ∈ =   (2.6) 

                       
( ){ }, * : *, .n k nk Z

X X KerDξ ξ ξ ξ∗ ∈
= ∈ ∃ ∈ =

 

(2.7) 

 

X* là không gian liên hợp của X, cho các không gian con: 

* *

Y X

Y X

⊂

⊂
, 

Ta kí hiệu: 

{ }
{ }* *

* : , 0

: , 0

Y X x x Y

Y x X x Y

ξ ξ

ξ ξ

⊥

⊥

= ∈ = ∀ ∈

= ∈ = ∀ ∈
 

Bổ đề 2.3 Với mọi n∈¢  và m∈¢ , m n≤ , các khẳng định sau thỏa: 

(i) d im d imnX K erD≤ < ∞  và ,*dim dim *nX D≤ <∞ ; 

(ii) ( ), m nU n m X X⊂ , hơn nữa, toán tử ( ), | :
mX m nU n m X X→  khả nghịch; 

(iii) ( ) ,* ,*, * n mU n m X X⊂ , hơn nữa, toán tử ( )
,* ,* ,*, * | :

nX n mU n m X X→  khả nghịch; 

(iv) ( ) ,* ,*, m nU n m X X⊥ ⊥⊂  và ,* ,*dim dimn nco X X⊥ = < ∞ ; ( ), * n mU n m X X⊥ ⊥⊂  và  

dim dimn nco X X⊥ = < ∞ ; 

(v) ,*n nX X ⊥⊂  và ,*n nX X ⊥⊂ . 

Chứng minh 

(i) Theo định nghĩa của 
nX  và ,*nX  thì D  là toán tử Fredholm. 

(ii) Cố định 
mx X∈  và lấy một dãy ( )k k Z

x KerD
∈

∈  sao cho 
mx x= .  



Từ (2.4), ta có: ( ),n mx U n m x= . 

Vì ( )k k Z
x KerD

∈
∈  nên theo định nghĩa của 

nX thì ( ), m nU n m x X∈ . 

Vì dim nX < ∞ nên để chứng minh toán tử ( ), | :
mX m nU n m X X→  khả nghịch, ta chỉ cần chứng minh 

( ), | :
mX m nU n m X X→  là toàn ánh là đủ. 

Thật vậy, 

Cố định 
mx X∈  và lấy một dãy ( )k k Z

x KerD
∈

∈  sao cho 
mx x= . Từ (2.4), ta có:  

( ),n mx U n m x= . 

Theo định nghĩa của 
mX , ta có 

m mx X∈ . Do đó, ( ), mx U n m x=  với 
m mx X∈  và ( ), | :

mX m nU n m X X→  

là một đẳng cấu. 

(iii) Tương tự như (ii) bằng cách sử dụng (2.5) 

(iv) Với ,*my X ⊥∈ , ta có , 0y ξ =  với mọi ,*mXξ ∈ . Nếu ,*nXη∈  thì ( ) ,*, * mU n m Xη∈ (do (iii)) và 

( ) ( ), , , , * 0U n m y y U n mη η= = .  

Do đó, ( ) ,*, nU n m y X ⊥∈ . 

Tương tự đối với ( ), *U n m . 

(v) Cố định 
nx X∈  và ,*nXξ∈  lấy dãy ( )k k Z

x KerD
∈

∈  và ( ) *k k Z
KerDξ

∈
∈  sao cho 

nx x=  và 
nξ ξ= . Khi 

đó, theo (2.4) và (2.5), ta có: 

( ) ( )

, , ,

, , , , *

k k k k k k
k Z k n k n

n k k n
k n

x x x

U k n x x U n k

ξ ξ ξ

ξ ξ

∈ ≥ <

≥

∞ > = +

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( ), , * , ,n k k n
k n k n

x U k n U n k xξ ξ
≥ ≥

= +∑ ∑ , , , .n n n n
k n k n k Z

x x xξ ξ ξ
≥ < ∈

= + =∑ ∑ ∑
 

Do đó, , 0x ξ = . □ 

Đặt '
,*n nX X ⊥⊂  là phần bù trực tiếp của không gian con hữu hạn chiều 

nX  trong ,*nX ⊥ , 
nY  là phần bù 

trực tiếp của không gian con hữu hạn chiều ,*nX ⊥
 trong X. Khi đó, ta có: 

                      
'

,* , .n n n n nX X Y X X Y n⊥= ⊕ = ⊕ ⊕ ∈¢
 

(2.8) 

Ta định nghĩa không gian con đóng của ( ) [ ), , 1,pl X p∈ ∞¢  hoặc ( )0 ,c X¢ : 

                     
( ){ },*: , .n n nn

y y X n⊥

∈
= ∈ ∈F

¢
¢

 
(2.9)  

Bổ đề 2.4 F là D – bất biến và |D F
 là toàn ánh trên F. 



Nếu ,*n ny X ⊥∈ và 1 1,*n ny X ⊥
− −∈  thì ( ) ,*, 1n ny U n n X ⊥− − ∈ theo (iv) của Bổ đề 2.3 và .D ⊂F F Để chứng minh 

|D F
là toàn ánh, đầu tiên ta chứng minh ImD⊂F . Vì D là toán tử Fredholm  nên miền giá trị của nó 

đóng. Do đó, ImD là tập hợp các dãy y thỏa , 0ξ =y  với mọi dãy *Ker Dξ ∈ . Vì thế, ta chỉ cần 

chứng minh rằng ξ⊥y  với mọi dãy ( )n n Z
y F

∈
= ∈y  và *Ker Dξ ∈ .  

Nếu ( )n n Z
y F

∈
= ∈y  thì ,*n ny X ⊥∈  theo định nghĩa của F. Và điều khẳng định đã được chứng minh. 

Tiếp theo, cố định ( ) Imk k Z
y F D

∈
= ∈ ⊂y  và tìm dãy ( ) ( ),k pk Z

x l Z X
∈

= ∈x  sao cho D =x y  hay với 

mỗi n Z∈  và mọi k N∈  thì: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1

1

0

, 1 , 1 1, 2

... , , .

n n n n n n

k

n k n j
j

x U n n x y U n n U n n x y y

U n n k x U n n j y

− − −

−

− −
=

= − + = − − − + +  

= = − + −∑
 

Để chứng minh |D F
 toàn ánh trên F, ta cần chứng minh ,*n nx X ⊥∈  với mỗi n Z∈ . 

Cố định ,*nXξ∈  và lấy một dãy ( ) *k k Z
KerDξ

∈
∈  sao cho

nξ ξ= . 

Theo (2.5), ta có ( ), * n n kU n n k ξ ξ −− = .  

Vì ( )k k Z
y

∈
∈F  nên theo Bổ đề 2.3 (iv), ta có ( ) ,*, n j nU n n j y X ⊥

−− ∈  và 

( ), , 0n j nU n n j y ξ−− = . 

Khi đó: 

( ) ( )
1

0

, , , * , ,
k

n n n k n n j n
j

x x U n n k U n n j yξ ξ ξ
−

− −
=

= − + −∑  

            
, 0n k n kx ξ− −= → khi k → ∞  vì 0n kx − →  khi k → ∞ . 

Do đó, , 0nx ξ = . □ 

Ta biết 
'
0X  là phần bù trực tiếp của 

0X  trong 0,*X ⊥
, xác định không gian con đóng 

0F của F như sau: 

( ){ }'
0 0 0: .n n

x x X
∈

= ∈ ∈F F
¢

 

Gọi 
0 |D D= F

 xác định trên F với 
0 0dom D = F . 

Bổ đề 2.5 Toán tử 
0D khả nghịch trên F, nghĩa là với mỗi ( )n n

z
∈

∈F
¢

, tồn tại duy nhất dãy 

( ) 0n n
x

∈
∈F

¢
 sao cho ( ) ( )n nn n

D x z
∈ ∈

=
¢ ¢

. 

Chứng minh 

Theo Bổ đề 2.4, với mỗi ( )n n Z
z F

∈
= ∈z  thì tồn tại một dãy ( )n n Z

y
∈

= ∈y F  sao cho  

D z=y  



Theo định nghĩa của F, ta có ,*n ny X ⊥∈ . 

Sử dụng sự phân tích 0,* 0 'X X X⊥ = ⊕ , biểu diễn 
0 'y y y= + , với 

0y X∈  và 
'
0'y X∈ . 

Theo định nghĩa của 
0X , tồn tại dãy ( )n n Z

KerDω
∈

∈  sao cho 
0 yω = . 

Đặt: ,n n nx y n Zω= − ∈ . 

Vì ,*n ny X ⊥∈  và ,*n n nX Xω ⊥∈ ⊂ (theo Bổ đề 2.3) nên ta suy ra ( )n n Z
x F

∈
= ∈x . 

Nhưng 
'

0 0 0 0 0'x y y y y Xω= − = − = ∈ . Do đó, 
0F∈x . 

Vì ( )n n Z
KerDω

∈
∈  nên ta cũng có D D z= =x y . 

Để chứng minh tính duy nhất, ta giả sử rằng 
0F∈x và KerD∈x . 

Theo định nghĩa của 
nX  ta có 

n nx X∈  với mọi n Z∈  nên 
0 0x X∈ . 

Nhưng ( ) 0n n Z
x F

∈
∈  nghĩa là 

'
0 0x X∈ . 

Vì KerD∈x  nên theo (2.4) ta suy ra ( ) 0,0 0nx U n x= =  với 0n ≥ . 

Cũng theo (2.4), ta để ý rằng ( )00 0, nx U n x= =  với n<0. 

Theo Bổ đề 2.3 (ii), ( ) 00, | : , 0
nX nU n X X n→ < , khả nghịch và do đó 

n nx X∈ suy ra 0nx =  với 0n < . □ 

Mệnh đề 2.6 Tồn tại một họ { }n n Z
P

∈
gồm các phép chiếu xác định trên ,*nX ⊥

sao cho sup n
n Z

P
∈

< ∞ , M>1 

và 0α >  thỏa: 

(i) Nếu 0n m≥ >  hoặc 0 n m≥ ≥  thì 

                                          
( ) ( ) ,*, ,n m mPU n m x U n m P x x X ⊥= ∀ ∈   (2.10) 

Với thu hẹp ( ) Im, : Im Im
mP m nU n m P P→ , ta có: 

                                        
( ) ( )

Im,
m

n m

PU n m Me
α− −

≤    (2.11) 

(ii) Nếu 0n m> ≥  và ,*mx X ⊥∈  thì ( ) ( ) '
0, ,0m nU n m P x PU n y=  với 

' '
0 0y X∈ là phần hợp thành của 

( )0,y U m x=  trong biểu diễn: 
'

0 0 0 0,y y y y X= + ∈ ứng với tổng trực tiếp 
'

0,* 0 0X X X⊥ = ⊕ . 

(iii) Nếu 0n m≥ >  hoặc 0 n m≥ ≥  thì  

thu hẹp ( ), :
mKerP m nU n m KerP KerP→ là toán tử khả nghịch và 

( )( ) ( )1

,
m

n m

KerPU n m Me
α

−
− −

≤  ; 

(iv) Nếu 0n m> ≥  thì toán tử nút thu gọn ( ),N n m  định bởi 

( ) ( ) ( ), , :
mn KerP m nN n m I P U n m KerP KerP= − →  

là toàn ánh với ( ), mKerN n m X= . 



Chứng minh 

Gọi T là toán tử tuyến tính đóng trên F có 
0d o m T = F  định bởi: 

( ) ( )( )1: , 1n nn Z n Z
T x U n n x −∈ ∈

−a  thỏa 
0D I T= − . 

Theo định lý phổ, toán tử ( )
1

I Tλ
−

−  bị chặn trên F, với ( )Tλ ρ∈ . 

Với mỗi λ ∈T, gọi ( )V λ  là phép đẳng cự trên F định bởi: 

( ) ( )n
n nn Z n Z

x xλ
∈ ∈

a . 

Khi đó:  

                                
( ) ( )1 1 ,| | 1V TV Tλ λ λ λ− −= =

 
(2.12) 

Do đó, ( ) ( ).T Tσ σ= T , nghĩa là ( )Tσ  bất biến.  

Vì ( )1 Tρ∈  theo Bổ đề 2.5 nên ( )Tσ = ∅TI . 

Xét phép chiếu Riesz: ( ) ( )
1 1

| | 1

2P i T d
λ

π λ λ
− −

=

= −∫  với T xác định trên F ứng với phần ( )Tσ thuộc đĩa 

đơn vị: 

                                
( ) ( ) { }Im| :| | 1PT Tσ σ λ λ= ∈ <I £  (2.13) 

Ta thấy P là toán tử bị chặn trên F và 
0Im P F⊂ vì ( ) ( )

1

0n n Z
I T x domTλ

−

∈
− ∈ = F  với mỗi ( )n n Z

x F
∈

∈  

và λ ∈T. 

Hơn nữa, toán tử TP xác định trên F là bị chặn trong khi PT chỉ xác định trên F0, tuy nhiên 

TP PT⊃ , nghĩa là: 

                            
( ) ( )n nn Z n Z

TP x PT x
∈ ∈

=  với mọi ( ) 0n n Z
x

∈
∈F . 

 (2.14) 

Cũng theo (2.13), ( )Im| 1Psprad T < . 

Thu hẹp 
er|K PT  là một toán tử xác định trên KerP với  

e r 0| e rK Pdo m T K P= FI và  

( ) ( ) { }er| : 1K PT Tσ σ λ λ= ∈ >I £ . 

Đặc biệt, 
er|K PT  khả nghịch trên KerP và ( )( )1

er| 1K Psprad T
−

< . 

Lấy α  bất kì thỏa: 

( ) ( )( ){ }1

Im er0 ln max | , |P K Psprad T sprad Tα
−

< < −  

Do đó, tồn tại 1M ≥  thỏa: 

                       
( )Im|

k k
PT Me α−≤  và ( )er| ,

k k
K PT Me k Zα− −

+≤ ∈ . (2.15) 



Tiếp theo ta chứng minh tồn tại một họ các phép chiếu { }P xác định trên ,*nX ⊥
 thỏa sup n

n Z

P
∈

< ∞  và 

[ ]n
n Z

P diag P
∈

= , nghĩa là với mỗi ( )n n Z
x

∈
∈F , ta có: 

( ) ( )n n nn Z n Z
P x P x

∈ ∈
= . 

Thật vậy, từ (2.12) và biểu thức tích phân P ta suy ra ( ) ( )1V PV Pλ λ− =  với mọi λ ∈T. 

Vì P giao hoán với mọi họ ( ){ }: 1V λ λ = nên P là toán tử chéo, nghĩa là [ ].n
n Z

P diag P
∈

=  

Các toán tử Pn được xác định như sau: 

Cố định ,*nx X⊥∈  và định nghĩa 
nP x  như là phần tử thứ n của dãy ( )nP x⊗e . 

Chú ý rằng sup n
n Z

P P
∈

= < ∞ . 

Cố định m Z∈ , lấy tùy ý ,*mx X ⊥∈  và đặt 
mx= ⊗x e . 

Chú ý rằng 
0F∈x và 

'
0x X∈ . Nếu 

0F∈x  thì từ (2.14) suy ra: 

( ) ( )1 1 11, 1,m m m mTP U m m P x e PT P U m m x+ + += + ⊗ = = + ⊕x x e  

Do đó, nếu 
'
0x X∈  thì ( ) ( )11, 1,m mU m m P x P m m x++ = +U . 

Nếu n m> thì ( ) ( ) ( ), , 1 1,U n m U n m U m m= + + . 

Điều này suy ra (2.10) 

Với 
mx= ⊗x e , ta thấy rằng ( ) 0,j

m jT U m j m x F+= + ⊗ ∈x e , 0,1,..,j n m= −  với 0n m≥ >  hoặc 

0 n m> ≥  hoặc 0n m= ≥  và ( ) '
00,U m x X∈ .  

Khi đó, (2.15) suy ra (2.11) và (i) trong Mệnh đề 2.6 được chứng minh. 

Bổ đề 2.7 Các khẳng định sau thỏa: 

                       n nX K erP⊂  với 0n ≤  và Imn nX P⊂  với 0n > . (2.16) 

Chứng minh 

Theo (2.6) và (2.4), nếu 
nx X∈  thì tồn tại một dãy ( ) ( ),n pn Z

x l Z X
∈

∈  thỏa 
nx x=  và  

( ),n mx U n m x=  với mọi n m Z≥ ∈ . 

Ta thấy: ( ) 0Im .n n Z
P x P F n N

∈
∈ ⊂ ∀ ∈  

Nếu ( ) ( )k
n n nn Z n Z

y T P x
∈ ∈

= , với ( )n ny y k=  thì ( ),n n k n ky U n n k P x− −= − . 

Từ (2.10), ta có: nếu 0n k− >  hoặc 0 n≥  thì  

( ) ( ), ,n n k n k n n ky U n n k P x PU n n k x− − −= − = − . 

Nhưng ( )n n Z
x KerD

∈
∈  và do đó ( ), n k nU n n k x x−− = . Vì vậy, 



                                   n n ny P x=  với n k>  hoặc 0 n≥ . (2.17) 

Theo (2.15), ta thấy: 

( ) ( )lim lim 0
p p

k
n n nn Z n Zl lk k

y T P x
∈ ∈→∞ →∞

= = . 

Từ (2.17), ta có: 

( )
0 0p

p p p p

n n n n nn Z l
n Z n n

y y y P x
∈

∈ ≤ ≤

= ≥ =∑ ∑ ∑ . 

Vì thế, 0n nP x = , nghĩa là 
n nX K erP⊂  với 0n ≤ . 

Để chứng minh ý thứ hai của (2.16), ta chú ý rằng ( )( )n n n Z
I P x KerP

∈
− ∈ . 

Vì 
er|K PT  khả nghịch trên KerP và bất đẳng thức thứ hai của (2.15) thỏa nên với mỗi k N∈ , tồn tại 

một dãy ( ) 0 ern n Z
y F K P

∈
∈ I , với ( )n ny y k=

 
sao cho 

( ) ( )( )k
n n nn Z n Z

T y I P x
∈ ∈

= −   và 

                    ( ) ( ) ( )( )erlim lim lim | 0
p p

k

n K P n nn Z n Zlk k l
y T I P x

−

∈ ∈→∞ →∞
= − =

 
(2.18) 

Sử dụng đẳng thức ( ),n mx U n m x=  và (2.10), ta thấy nếu 0n k− >  hoặc nếu 0 n≥ nên phần tử thứ n 

của dãy ( ) ( )( )k
n n nn Z n Z

T y I P x
∈ ∈

= −  bằng 

( ) ( ) ( )

( )( )

, ,

,

n k n n k

n k n k

U n n k y I P U n n k x

U n n k I P x

− −

− −

− = − −

= − −
 

Mặt khác, ( ) ( ),n k n k n ky I P x KerU n n k− − −− − ∈ − . 

Suy ra: 

                              ( ) 0n k n k n ky I P x− − −− − =  với n k> . 

 (2.19) 

Ta viết: 

( ) ( ) ( ) ( )
0p p

p p p pp

n n k n k n k n k n nn Z n Zl l
n k n k n

y y y I P x I P x− − − −∈ ∈
> > >

= ≥ = − = −∑ ∑ ∑  

Từ (2.18) suy ra: ( ) 0n nI P x− = , nghĩa là, , 0n nX K erP n⊂ > .  

Ta biết ( ) ern n Z
y K P

∈
∈  và do đó ( ) ,n k n k n k n ky I P x KerP n k− − − −− − ∈ > . 

Vì thế, ta chỉ cần kiểm tra ( ) { }erU , er 0 , , 0nK n k n K P n k k+ = ∀ > ∀ >I  là đủ. 

Nếu 0n >  và ( ), er nx KerU n k n K P∈ + I  thì dãy 
nx= ⊗x e  

0K e rP F∈ I . 

Với j N∈ , ta có ( ),j
n jT U n j n x += + ⊗x e . Do đó, 0kT =x  vì ( ), 0U u k n x+ = . 

Từ bất đẳng thức trong (2.15), ta suy ra: 
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pp

k k k

ll
T M e M e xα α− − −= ≥ =x x  

Do đó, (2.19) đã được chứng minh và ta đã chứng minh xong kết luận của (2.16) và Bổ đề 2.7. 

Để chứng minh (ii) trong Mệnh đề 2.6, trước hết ta xét 1n =  và 0m = . Chúng ta có thể áp dụng 

(2.14) đối với dãy ( ) 0n n Z
x x

∈
= ⊗e  chỉ khi 

'
0x X∈ và nhận được: 

( ) ( )0 11,0 1,0U P x PU x=  với 
'
0x X∈ . Điều này suy ra: nếu 0n m> =  thì  

                            
( ) ( )0,0 ,0nU n P x PU n x= với mọi 

'
0x X∈ . (2.20) 

Tiếp theo, ta xét trường hợp 0n m> ≥ : 

Cố định ,*mx X ⊥∈  và đặt 
'

0 0y y y= + , với 
0 0y X∈  và 

' '
0 0y X∈ . 

Ta biết: 
0 0 0P y =  theo (2.16) 

Khi đó, từ (2.20), ta kết luận : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' '
0 0 0 0 0 0, ,0 ,0 ,0m nU n m P x U n P y y U n P y PU n y= + = = . 

Để chứng minh (iii) của Mệnh đề (2.10), ta để ý rằng theo bất đẳng thức thứ hai trong (2.15) ta có: 

( ) ( ) ( )er|
k k

K P n nn Z n Z FF
T x Me xα− −

∈ ∈
≤ . 

Vì ( ) 0
j

n n Z
T x KerP F

∈
∈ I  với 0,1, ..., 1j k= − , nên ta có: 

( ) ( )1k k
n nn Z n ZF F

T x M e xα−

∈ ∈
≥ . 

Đặc biệt: 

( ) ( ) 0,j
m m jT x U n j m x F+⊗ = + ⊗ ∈e e  nếu và chỉ nếu 0m >  hoặc 0m j+ <  hoặc m j= −  và 

( ) '
00,U j x X− ∈ . 

Điều này suy ra: 

( ) 1, kU m k m x M e xα−+ ≥  nếu một trong ba điều kiện sau được thỏa: 

a) 0 , , er mm k Z x K P+> ∈ ∈ ; 

b) 0, 0,1, ..., , ;mm k m x K erP< = − ∈  

c) 
'
0 00, ,m k Z x X KerP+= ∈ ∈ I . 

Tiếp theo ta chứng minh (iv) của Mệnh đề 2.6 

Ta xét toán tử nút: 

( ) ( ) ( )
01 er 0 11,0 1,0 | : er erK PN I P U K P K P= − → . 

Ta biết: ( ) ( ){ }0 1er 1,0 : 1,0 ImK N x KerP U x P= ∈ ∈  

Ta chứng minh: ( )0 1,0X KerN= . Thật vậy: 



( )( )0 1 11,0 ImU X X P= ⊂  theo Bổ đề 2.3 (ii) và (2.16), điều này suy ra ( )0 er 1,0X K N∈  

Để chứng minh chiều ngược lại, ta giả sử 
0e rx K P∈  và ( ) 11,0 ImU x P∈ . 

Sử dụng 
'

0,* 0 0X X X⊥ = ⊕ , phân tích 
'

0 0x x x= + . Khi đó: 

( ) ( ) ( )'
0 0 11,0 1,0 1,0 ImU x U x U x P= − ∈  vì ( ) 11,0 ImU x P∈  (theo giả thuyết) và  

( ) 0 1 11,0 ImU x X P∈ ⊂  theo Bổ đề 2.3 (ii) và (2.16). 

Ngoài ra, 
' '
0 0 0erx K P X∈ I  vì 

'
0 0x x x= −  và 

0e rx K P∈  (theo giả thuyết) và  

0 0 0x X K erP∈ ⊂  theo (2.16). 

Do đó, 
'
0 0 0erx K P F⊗ ∈e I và từ (2.15), với k N∈ , ta có: 

Nhưng theo (2.11), với ( ) '
0 11,0 ImU x P∈  suy ra '

0 0x =  và do đó 
0x x= , chứng tỏ  

( ) 0er 1,0K N X⊂ . 

Tiếp theo ta chứng tỏ rằng với mọi ( ) ( )1 0 1er , er : 1,0y K P x K P I P U x y∈ ∃ ∈ − = . 

Lấy 
1 ery K P⊗ ∈e  và tìm ( ) 0n n Z

x KerP F
∈

∈ I  sao cho ( ) 1n n Z
T x y

∈
= ⊗e . 

Đặc biệt, ( ) 01,0U x y=  với 
'

0 0 0erx K P X∈ I . 

Khi đó, ( ) ( ) ( )1 1 01,0y I P y I P U x= − = −  và ( )1,0N là toàn ánh từ 
0erK P  đến 

1e rK P  với  

( ) 0er 1,0K N X= . 

Để hoàn thành chứng minh (iv) trong Mệnh đề 2.6 với 0n m> ≥ , ta để ý rằng: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,1 1,0 0,U n m U n U U m=  và (2.10) suy ra: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 0, ,1 1,0 0,n m n mI P U n m I P I P U n I P N I P U m I P− − = − − − −        

Theo (iii), các toán tử trong ngoặc khả nghịch, và trong tường hợp tổng quát 0n m> ≥  trong (iv) 

suy ra từ trường hợp 1n =  và 0m =  đã được chứng minh ở trên. □ 

Với , ,k l k l≥ ∈ ¢ , ta định nghĩa một họ tiến hóa bị chặn lũy thừa ( ){ }* ,
k l

U k l
≥

 trên *X bởi 

( ) ( )* , , *U k l U l k= − − U, gọi ( ) ( )( )* * 1: , 1k k kk k
D U k kξ ξ ξ −∈ ∈

− −
¢ ¢

a  là toán tử sai phân tương ứng. 

Ta cũng định nghĩa toán tử 
#D  theo qui tắc:  

( ) ( )( )# 1: 1, *n n nn n
D U n nξ ξ ξ +∈ ∈

− +
¢ ¢

a  

#D  xác định trên không gian ( ) ( ),*

1 1
, * , 1, , 1q ql l X q

p q
= ∈ ∞ + =¢  nếu D xác định trên ( ), 1,pl p∈ ∞ và 

khi đó, 
# *D D= . 

#D  xác định trên không gian ( )0,* 0 , *c c X= ¢  nếu D xác định trên không gian 
1l và khi đó, ( )# *D D= . 



#D  xác định trên không gian 1,*l  nếu D xác định trên 
0c  và khi đó, 

# *D D= . 

Nếu ( ) ( ): k kk k
j ξ ξ−∈ ∈¢ ¢

a  và toán tử 
*D  được xác định trên cùng một không gian dãy như 

#D  thì 

1
* #D jD j−= . 

Vì D là Fredholm nếu và chỉ nếu D* là Fredholm nên ta suy ra 
#D  là Fredholm và do đó, 

*D  là 

Fredholm. Hơn nữa, 
*in d in dD D= . 

Áp dụng (2.4) – (2.5) cho 
*D  và ( ){ }* ,

k l
U k l

≥
 và chú ý rằng ( ) ( )* , * ,U k l U l k= − −  xác định trên 

không gian phản xạ X. Khi đó, với dãy ( )k k
ξ

∈¢
 và ( )k k

z
∈¢

 từ những không gian dãy tương ứng, ta có: 

                          
( ) ( ){ }* *er : , ,k k lk

K D U k l k lξ ξ ξ
∈

= = ≥
¢

,  

                          
( ) ( ) ( ){ }* *er * : , ,k l kk

K D z z U k l z k l
∈

= = ≥
¢

. (2.21) 

Với ,K ∈ ¢ ta giới thiệu các không gian con ,* *,k kZ X Z X⊂ ⊂  như sau: 

                        
( ){ },* ** : ,k l kl

Z X KerDξ ξ ξ ξ
∈

= ∈ ∃ ∈ =
¢

,  

                        
( ) ( ){ }*: *,k l kl

Z z X z Ker D z z
∈

= ∈ ∃ ∈ =
¢

 (2.22) 

Bổ đề 2.8  

Với mỗi k ∈¢ , ta có 
k kX −=¢  và ,* ,*k kX−=¢ . 

Chứng minh 

Theo các biểu thức (2.21) và (2.22), 
kz Z∈  nếu và chỉ nếu 

kz z=  với dãy ( )l l Z
z

∈
 thỏa  

( ) ( )( ) ( )* , * * * ,l k k kz U k l z U l k z U l k z k l= = − − = − − ∀ ≥ . 

Theo các biểu thức (2.4) và (2.6), 
mx X∈  nếu và chỉ nếu 

mx x=  với dãy ( )n n Z
x

∈
 thỏa  

( ),n mx U n m x n m= ∀ ≥ . 

Đặt ,n nz x n Z− = ∈ , do đó: 
k kZ X −= .  

Việc chứng minh ,* ,*k kZ X−=  là tương tự. □ 

Áp dụng Mệnh đề 2.6 cho họ tiến hóa ( ){ }* ,
k l

U k l
≥

: một lưỡng phân của họ thu hẹp ( ){ }* , |
lZ k l

U k l ⊥

≥
, 

với 0k l≥ >  và 0 k l≥ ≥  giống như Bổ để 2.5 và tính chất toàn ánh của toán tử nút thu gọn tương 

ứng với họ thu hẹp này. Sử dụng Bổ đề 2.8 và đặt n l= −  và m l= −  với n m≥  trong ¢ , ta có các 

kết luận sau đối với họ ( ){ }, *|
nX n m

U n m ⊥

≥
 như sau: 

Mệnh đề 2.9 Tồn tại một họ { },*n n
P

∈¢
 gồm các phép chiếu định nghĩa trên nX ⊥

 sao cho ,*sup n
n

P
∈

< ∞
¢

 

và các hằng số 1, 0M α≥ >  thỏa: 



(i) Nếu 0n m≥ ≥  hoặc 0 n m> ≥  thì  

                        
( ) ( ),* ,*, * , *m nP U n m U n m Pξ ξ=  với mọi nXξ ⊥∈ .  

Với thu hẹp ( ) Im ,* ,*, *| : Im Im
nP n mU n m P P→ , ta có: 

                                    
( ) ( )

,*Im, * |
n

n m

PU n m Me
α− −

≤   ;  

(ii) Nếu 0n m≥ >  và nXξ ⊥∈  thì  

                           
( ) ( ) '

,* ,* 0, * 0, *n mU n m P P U mξ ς= , (2.23) 

với 
' '
0 0,*Xς ∈  là phần bù của ( ),0 *U nς ξ=  trong sự biểu diễn 

'
0 0 0 0,*, Xς ς ς ς= ⊕ ∈ , tương ứng với 

tổng trực tiếp 
'

0 0,* 0,*X X X⊥ = ⊕ . 

(iii) Nếu 0n m≥ ≥  hoặc 0 n m> ≥  thì thu hẹp ( )
,*er ,* ,*, * | : erP er

nK P n mU n m K K P→  là toán tử khả nghịch 

và  

                                
( )( ) ( )

,*

1

er, * |
n

n m

K PU n m Me
α

−
− −

≤ , (2.24) 

(iv) Nếu 0n m≥ >  thì toán tử nút thu gọn ( )* ,N n m  được định nghĩa như sau: 

             
( ) ( ) ( )

,** ,* er ,* ,*, , * | : er er
nm K P n mN n m I P U n m K P K P= − →    (2.25) 

là toàn ánh với ( )* ,*er , .nK N n m X=  

(v) Các khẳng định sau thỏa: 

                  ,* ,*n nX KerP⊂  với 0n ≥  và ,* ,*Imn nX P⊂  với 0n < . (2.26) 

Tính bất biến của phần bù trực tiếp: 

Từ tổng trực tiếp: ,*n nX X Y⊥= ⊕ , ta suy ra: 

                              
( ) ( )

,* ,** ,
nn nY X X n

⊥
⊥= = ∈¢    (2.27) 

 

Theo Bổ đề 2.3 (i), ,*dim nX < ∞ và do đó ,*nX  có phần bù trực tiếp trong *X .  

Gọi ,*nQ  là một phép chiếu bị chặn trên *X  thỏa ,* ,*Im n nQ X= . 

Theo Bổ đề 2.3 (iii), ta có: ( ) ( ),* ,*, * ,n mU n m X X n m⊆ ≥  hoặc 

                            
( ) ( ),* ,* ,*, * , *n m nU n m Q Q U n m Q= . (2.28) 

Chú ý rằng 
nY  là phần bù trực tiếp tùy ý của của không gian con ,*nX ⊥

có đối chiều hữu hạn trong X 

và nói chung ( )( ), m nU n m Y Y⊄ . Áp dụng công thức (2.2) với ,*mP Q=  và ,*nQ Q=  với ( ), *A U n m=  



trong sự phân tích ,* ,** Im erm mX Q K Q= ⊕  và ,* ,** Im ern nX Q K Q= ⊕ , ta sẽ đồng nhất thu hẹp 

( )
,*

, * |
nXU n m  và toán tử ( ) ,* ,* ,*, * :n n mU n m Q X X→ . Đây là toán tử khả nghịch, hữu hạn chiều. 

Theo (2.27) và (2.28), ( )( ) ( )* *
,* ,* ,*, * * , :n n m m nU n m Q Q U n m Q Y Y= → . 

Nếu 0n ≥ thì ,* ,*n nX KerP⊂  theo (2.26) và do đó (2.24) suy ra: 

                        
( ) ( )1

,*, *
n m

nU n m M e X
αξ ξ ξ−−≥ ∀ ∈ . (2.29) 

Do đó, ( )( )
( )

( )

,* ,*

1

,*
,

, *
m n

n m

n
L X X

U n m Q Me α− − −≤ . 

Lấy liên hợp (2.28) và sử dụng (2.27), ta kết luận rằng toán tử: 

                            
( ) ( )* * *

,* ,* ,*, , :n n m m nQ U n m Q U n m Q Y Y= →    (2.30) 

khả nghịch, và 

                         
( )( )

( )

( )1
* *
,* ,*

,

, , 0,
n m

n m

n m
L Y Y

Q U n m Q Me n mα− − −≤ ≥ ≥    (2.31) 

với 
nY  là phần bù trực tiếp của ,*nX ⊥

 trong X. 

Tiếp theo, ta đồng nhất phần bù trực tiếp của ,*nX ⊥
 trong X, 0n ≥ , mà ( ),U n m −  bất biến. Cố định 

0Y  

bất kỳ sao cho 0,* 0X Y X⊥ ⊕ = . Với mỗi 0n ≥ , ta định nghĩa  

( ){ }0 0 0W ,0 :n U n y y Y= ∈ . 

Bổ đề 2.10 Với mọi 0n m≥ ≥  trong 
+¢ , các khẳng định sau thỏa: 

(i) Không gian con Wn
 đóng; 

(ii) ,* Wn nX X⊥ ⊕ = ; 

(iii) ( ), W W , 0m nU n m n m⊆ ≥ ≥ ; 

(iv) Thu hẹp ( ) W, | : W W
m m nU n m →  khả nghịch và  

                                     
( )( ) ( )1

W, |
m

n mU n m Me α− − −≤ . (2.32) 

Chứng minh 

(i) Các đẳng thức (2.30) và (2.31) với 0n m≥ =  suy ra : 

           
( ) ( )1 * * *

0 0 0 ,* 0,* 0 ,* 0: ,0 ,0n
n ny Y M e y Q U n Q y Q U n yα−∀ ∈ ≤ =

 
(2.33) 

Do đó, ( ) 0 0,0U n y c y≥  với c >0, và (i) thỏa. 

(ii) Để chứng minh { },* W 0n nX ⊥ =I , ta giả sử ( ) 0 ,*,0 nx U n y X ⊥= ∈  với 
0 0y Y∈ . 

Vì ( ) ,* 0,*,0 *: nU n X X→  là đẳng cấu theo Bổ đề 2.3 (iii), nếu 0 0,*Xξ ∈  thì 



( )0 ,0 * nU nξ ξ=  với ,*n nXξ ∈ . 

Vì ,*nx X⊥∈ , với mỗi 
0 0Xξ ∈  ta có: 

( ) ( )0 0 0 0, , ,0 * ,0 , , 0n n ny y U n U n y xξ ξ ξ ξ= = = . 

Do đó, 0 0,* 0y X Y⊥∈ I  và 
0 0y x= = . 

Để chứng minh ( ) { },* ,*W W 0n n n nX X
⊥⊥ ⊥+ = =I , ta giả sử rằng ,*n n nW Xξ ⊥∈ I . 

Khi đó, với mỗi 
0 0y Y∈  và ( ) 0,0 nx U n y W= ∈ , ta có:  

( ) ( )0 00 , , ,0 ,0 * ,n n nx U n y U n yξ ξ ξ= = = . 

Do đó, ( ) ( )0,0 * nU n Yξ
⊥

∈ . 

Mặt khác, ,*n nXξ ∈ và theo Bổ đề 2.3 (iii) suy ra ( ) 0,*,0 * nU n Xξ ∈ .  

Do đó, ( ),0 * 0nU n ξ =  và 0nξ =  theo Bổ đề 2.3 (iii) 

Vậy, ta chứng minh xong (ii). 

(iii) Nếu ( ) 0,0 mx U m y W= ∈  thì ( ) ( ) 0, ,0 nU n m x U n y W= ∈ . 

(iv) Theo (ii), ta có: ( ) ( ),* ,*W *n n nX X
⊥⊥= = . 

Theo (iii), ta đang trong trường hợp khi mà ( )
,* ,* ,*, * | :

nX n mU n m X X→  là toán tử liên hợp của toán tử 

( ) W, | :W W
m m nU n m → . 

Theo (2.29) suy ra (2.32) vì các toán tử khả nghịch thì chuẩn của các nghịch đảo là bằng nhau. □ 

Ta xét tổng trực tiếp ,** , 0n nX X Y n⊥= ⊕ ≤ , với ,*nY  là một phần bù trực tiếp bất kỳ ( ), *U n m − bất 

biến của nX ⊥
 (có đối chiều hữu hạn) trong *X . Ta có thể đồng nhất ( ) ( ),* *n n nY X X

⊥
⊥= =  và định 

nghĩa ( ){ },* 0 0,*W 0, * , 0n U n Y nξ= ∈ ≤ . 

Bổ đề 2.11 Với mọi 0m n≤ ≤  trong 
−¢ , các khẳng định sau thỏa: 

(i) Không gian con ,*Wn  đóng; 

(ii) ,*W *n nX X⊥ ⊕ = ; 

(iii) ( ) ,* ,*, *W Wn mU n m ⊆ ; 

(iv) thu hẹp ( )
,*W ,* ,*, *| : W W

n n mU n m →  khả nghịch và  

                                 
( )( ) ( )

,*

1

W, * |
n

n m
U n m Me

α
−

− −
≤ . 

Chứng minh 

Ta có: 



, 0n nX K erP n⊂ ≤  trong (2.16) và Mệnh đề 2.6 (iii) suy ra : 

( ) 00, | :
nX nU n X X→  khả nghịch với ( )( )

1

0, | , 0
n

n
XU n Me nα

−

≤ ≤ . 

Với mọi phép chiếu bị chặn 
nQ  trên X với Im n nQ X= , ta có: 

( ) ( ) ( )00, | 0, 0,
nX n nU n U n Q QU n Q= = . Qua toán tử liên hợp , (2.33), ta kết luận: 

( ) ( )0,* 00, * *.U n c Y Xξ ξ ξ≥ ∀ ∈ =  

Điều này suy ra (i). 

Các chứng minh (ii) – (iv) tương tự như Bổ đề 2.10 □ 

Định lý 2.12 Cho X là không gian Banach phản xạ, toán tử D là Fredholm trên ( ) [ ), , 1,pl Z X p∈ ∞  

hoặc trên ( )0 ,c Z X , khi đó, họ tiến hóa rời rạc ( ){ }, , ,
n m

U n m n m Z
≥

∈ có lưỡng phân lũy thừa 

{ }
0n n

P+

≥
trên Z +

 và { }
0n n

P−

≤
trên Z −

. 

Chứng minh 

Với 0n > : 

Theo Mệnh đề 2.6 và Bổ đề 2.10 (ii) ta có: 

,* W Im erP W , 0n n n n nX X P K n⊥= ⊕ = ⊕ ⊕ > . 

Gọi nP
+
 là phép chiếu trên X với  

                      
Im Imn nP P+ =  và er er W, 0n n nK P K P n+ = ⊕ >

  (2.34) 

Với 0n m≥ > : nếu Im mx P+∈  thì ( ), Im nU n m x P+∈  theo (2.10). 

Nếu mx y z KerP+= + ∈  với ,m my K erP z W∈ ∈ , thì  

( ) ( ) ( ), , , nU n m x U n m y U n m z KerP+= + ∈  theo (2.10) và Bổ đề 2.10 (iii). Điều này suy ra: 

( ) ( ), ,m nU n m P P U n m+ +=  với 0n m≥ > . 

Từ (2.11) ta có: 

( ) ( ) ( )
ImIm

, | , | , 0
mm

n m

PP
U n m U n m Me n mα

+

− −= ≤ ≥ > . 

Ma trận biểu diễn (2.2) của toán tử ( )
er

, |
mK P

A U n m +=  trong er er Wm m mK P K P+ = ⊕  và 

er er Wn n nK P K P+ += ⊕  có dạng chéo (theo (2.10) và Bổ đề 2.10 (iii)) với các ma trận con chéo hóa 

khả nghịch ( ) er, |
mK PU n m  và ( ) W, |

m
U n m . 

Khi đó, toán tử ( ) er, |
mK PU n m  khả nghịch và nghịch đảo của nó thỏa Mệnh đề 2.6 (iii) 

Toán tử ( ) W, |
m

U n m  thỏa (2.27) 



Do đó, ta có: ( )( ) ( )
1

er
, |

m

n m

K P
U n m Me

α
+

−
− −

≤  với 0n m≥ > . 

Tiếp theo, ta xét 0n = : 

Ta biết 
'
0X  là phầ bù trực tiếp của 

0X  trong 0,*X ⊥
, và 

0 0X K erP⊂  theo (2.16) và 0 0,*erK P X ⊥⊂  theo 

Mệnh đề 2.6 

Ta ký hiệu: 

'
0 0 0X X KerP=% I . 

Với mỗi 
0x K erP∈ , sử dụng sự biểu diễn tổng trực tiếp 

'
0,* 0 0X X X⊥ = ⊕ , ta viết: 

'
0 0x x x= + với duy nhất 

' '
0 0 0 0,x X x X∈ ∈ . 

Khi đó, 
'
0 0 0x x x KerP= − ∈  và do đó 

'
0 0x X∈ % . 

Do đó, 0X%  là phần bù trực tiếp của 
0X  trong 

0erK P , nghĩa là 0 0 0erX X K P⊕ =% . 

Ta chứng minh:  

                         
( ) 0 11,0 : erU X K P→%  là một đẳng cấu. (2.35) 

Thật vậy, nếu 
1x K e r P∈  thì theo tính toàn ánh của toán tử nút ( )1,0N , từ Mệnh đề 2.6 (iv), tồn tại 

0e ry K P∈  thỏa ( ) ( ) ( )11,0 1,0N y I P U y x= − = . 

Dùng tổng trực tiếp 0 0 0erK P X X= ⊕ %  để viết 
0 0y y y= + %  với 0 0 0 0,y X y X∈ ∈ %% . 

Vì ( ) 0er 1,0K N X=  nên ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 01,0 1,0 1,0x N y N y I P U y= = = −% % . 

Vì 0 0 0y X KerP∈ ⊂%%  nên ta có:
0 0 0P y =%  

Nhưng 
'

0 0 0y X X∈ ⊂%%  và (2.20) nên suy ra: 

( ) ( )0 0 1 00 1,0 1,0U P y PU y= =% % . 

Do đó, ( ) 0 11,0U y KerP∈%  và ( ) ( ) ( )0 1 01,0 1,0U y I P U y x= − =% % . 

Do đó, ( ) 0 11,0 : erU X K P→%  là toàn ánh. 

Tiếp theo, nếu ( ) 01,0 0U y =%  với 0 0 0y X KerP∈ ⊂%% , thì ( ) 01,0 0N y =% . 

Vì ( ) 0er 1,0K N X=  nên theo Mệnh đề 2.6, ta có 
0 0y X∈%  và do đó, 

0 0y =%  vì  

{ }0 0 0X X =%I . 

Ta chứng minh xong (2.35) 

Định nghĩa một phép chiếu 0P
+
 trên X như sau: 



                          0 0 0Im ImP P X+ = ⊕  và 0 0 0erK P Y X+ = ⊕ %
 (2.36) 

Sao cho 0 0Im erX P K P+ += ⊕  theo (2.8) và 0,* 0 0er ImX K P P⊥ = ⊕  theo Mệnh đề 2.6 

Theo (2.34), ta biết: 

1 1Im ImP P+ =  và 1 1 1er W erK P K P+ = ⊕ . 

Chú ý rằng, theo Bổ đề 2.3 (ii) và (2.16), ta có: ( )( )0 1 11,0 ImU X X P= ⊂ . 

Cũng như:  

                                 ( )( )0 11,0 Im Im .U P P⊂
 

(2.37) 

Thật vây, theo Mệnh đề 2.6 (ii), ta có: 

Nếu 
0x P x=  thì ( ) ( ) ( ) '

0 1 0 11,0 1,0 1,0 ImU x U Px PU y P= = ∈ . 

Do đó, ( ) 0 11,0 Im ImU P P+ +⊂ . 

Ta cũng có: ( )( )0 1 11,0 WU Y KerP+= ⊂  theo Bổ đề 2.10 (iii) và 

( )( )0 1 11,0 erU X K P KerP+= ⊂%  theo (2.35). 

Điều này chứng tỏ ( )( )0 11,0 erU K P KerP+ +⊂  và ( ) ( )0 11,0 1,0U P P U+ += . 

Với 2n ≥  và 0Imx P+∈ , ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,0 ,1 1,0 1,0 '

n nU n x U n x Me U x M e x
α α− − −= ≤ ≤U  vì ( ) 11,0 ImU x P+∈ . 

Thu hẹp ( ) ( ) ( )
0 1 0er er er

,0 | ,1 | 1,0 |
K P K P K P

U n U n U+ + += +  là khả nghịch từ 0erK P+
 đến er nK P+

. Thật vậy, 

( )
1

1er
,1 | : er er nK P

U n K P K P+

+ +→  khả nghịch theo chứng minh về tính lưỡng phân với 1n≥ . 

( )
0

0 1er
1,0 | : er er

K P
U K P K P+

+ +→  là tổng trực tiếp của hai toán tử: 

( )
0 0 11,0 | : WYU Y →  và ( )

0
0 11,0 | : er

X
U X K P→%

% . 

Toán tử đầu tiên khả nghịch theo Bổ đề 2.10 (iv) và toán tử thứ hai khả nghịch theo (2.35). 

Ước lượng lũy thừa cho ( )( )
0

1

er
,0 |

K P
U n +

−

 suy ra từ ước lượng cho ( )( )
1

1

er
,1 |

K P
U n +

−

. 

Với 0n ≤ : 

Đầu tiên ta xet 0n < : 

Theo Mệnh đề 2.9 và Bổ đề 2.11 (ii), ta có tổng trực tiếp  

,* ,* ,** W Im W , 0n n n nX X P n⊥= ⊕ = ⊕ < . 

Gọi ,*nR  là phép chiếu trên *X  thỏa  

                          ,* ,*Im Imn nR P=  và ,* ,* ,*er er W , 0n n nK R K P n= ⊕ < . (2.38) 



Như trong chứng minh Định lý 2.12 với trường hợp n>0, : với 0 n m> ≥ , người ta chứng minh 

được: 

                         
( ) ( ),* ,*, * , *n mU n m R R U n m= ; (2.39) 

                         
( ) ( )

,*Im, * |
n

n m

RU n m Me
α− −

≤ ; (2.40) 

Thu hẹp ( )
,,*er ,* ,*, *| : er er

nK R n mU n m K R K R→  là khả nghịch và  

                          
( )( ) ( )

,*

1

er, * |
n

n m

K RU n m Me
α

−
− −

≤ . (2.41) 

Tiếp theo ta xét 0n = : 

Gọi 
'
0,*X  là phần bù trực tiếp của 0,*X  trong 0X ⊥

 và theo (2.26), 0,* 0,*erX K P⊂ . 

Đặt: 
'

0,* 0,* 0,*X X KerP=% I sao cho 

0,* 0,* 0,*erK P X X= ⊕ % . 

Định nghĩa phép chiếu 0,*R  trên *X  như sau: 

                              0,* 0,* 0,* 0,* 0,* 0,*Im Im ,R P X KerR Y X= ⊕ = ⊕ % . (2.42) 

Bây giờ ta chứng minh (2.39) – (2.41) thỏa với 0 n m≥ ≥ : 

Từ (2.38), ta có: 

                             1,* 1,* 1,* 1,* 1,*Im Im ,R P KerR KerP W− − − − −= = ⊕ . (2.43) 

Theo Bổ đề 2.3(iii) và (2.26), ta có: 

( ) ( )0,* 1,*0, 1 *U X X−− ⊂  

Như trong (2.37), ta có: ( ) ( )0,* 1,*0, 1 * Im ImU P P−− ⊂ .  

Thật vậy, 

Theo (2.23), nếu 0,*Pξ ξ=  thì ( ) 1,*0, 1 * ImU Pξ −− ∈ . 

Do đó, ta có: ( ) ( )0,* 1,*0, 1 * Im ImU R R−− ⊂ . 

Để chứng tỏ ( ) ( )0,* 1,*0, 1 * erU K R KerR−− ⊂ , trước hết, ta thấy rằng: 

                   
( ) 0,* 1,*0, 1 *: erU X K P−− →%  là đẳng cấu. (2.44) 

Chứng minh (2.44) tương tự như (2.35) và dùng toán tử nút thu gọn (2.25). 

Bổ đề 2.11 (iii), (iv) suy ra: 

( ) 0,* 1,*0, 1 *: WU Y −− →  là đẳng cấu. 

Do đó, theo (2.42), (2.43) và (2.44) ta kết luận rằng ( ) 0,* 1,*0, 1 *: er erU K R K R−− →  là đẳng cấu. 

Vì vậy, ( ) ( )0,* 1,*0, 1 * 0, 1 *U R R U−− = − . 



Các đánh giá (2.40) – (2.41) với 0 n m≥ ≥  suy ra từ các ước lượng với 0 n m> ≥  đã được chứng 

minh trong Mệnh đề 2.9 và Bổ đề 2.10. 

Để hoàn tất chứng minh Định lý 2.12 với 0n ≤ , ta ký hiệu: 

( ),* *, 0n nP R n− = ≤  và thấy rằng: 

( ) ( ) ( ),* ,* ,*Im Im er Im *n n n nP R K R R
⊥ ⊥− = = =  và 

                         ( ) ( ) ( ),* ,* ,*er er * ImR er *n n n nK P K R K R
⊥− = = = . (2.45) 

Qua các toán tử chiếu trong (2.40) – (2.41), với 0 n m≥ ≥ , ta có: 

                        
( ) ( ) ( )( ) ( )

1

Im er
, | ; , |

m m

n m n m

P K P
U n m Me U n m Me

α α
− −

−
− − − −

≤ ≤
 
,  

Và Định lý 2.12 với 0n ≤  đã được chứng minh. □ 

Hệ quả 2.13 Nếu D là Fredholm thì với mỗi n∈¢ , ta có: dim dim ernX K D=  và 

,*dim dim er *nX K D= . 

Chứng minh 

Cố định 
nx X∈  và đặt ( ),kx U k n x=  với k n≥ . 

Theo Bổ đề 2.3 (ii), 
k kx X∈ . 

Dùng (2.34) và Bổ đề 2.7, với { }ax ,0k m n> , ta có Imk kx P+∈ . 

Do đó, 
k

kx ce α−≤  với 0k ≥ . Nếu k n<  thì theo Bổ đề 2.3 (ii), tồn tại duy nhấy 
k kx X∈  sao cho 

( ), kx U n k x= . 

Sử dụng (2.38) và (2.45) với { }min 0,k n< , ta có:  

( ) ( ),* ,*er Im Imk k k kK P R P X
⊥ ⊥− = = ⊃  vì ,*Im k kP X ⊥⊂  trong Mệnh đề 2.9. 

Do đó, ( ), k
k kx U n k x ce xα−= ≥  hoặc 

k
kx ceα≤  với 0k < . 

Do đó, bắt đầu với một 
nx X∈ , ta nhận được một dãy ( )k k Z

x
∈

 thỏa ( ),k mx U k m x=  với mọi 

k m Z≥ ∈ . 

Do đó, ( )k k Z
x KerD

∈
∈  và ta có thể định nghĩa tốt một toàn ánh tuyến tính  

( ): er :n n k k Z
j X K D x x

∈
→ a . 

Đây là toàn ánh theo định nghĩa của 
nX . Do đó, 

nX  và erK D đẳng cấu nhau. 

Tương tự, ,*nX  đẳng cấu với er *K D  . □ 

Bổ đề 2.14 Một hàm domu∈ G - miền xác định của toán tử G xác định trên pL (hoặc trên ( )0 ,C X¡ ) 

nếu và chỉ nếu ( )0 ,pu L C X∈ I ¡  (hoặc ( )0 ,u C X∈ ¡ ) và tồn tại pf L∈ (hoặc ( )0 ,f C X∈ ¡ ) sao cho 



                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , .

t

u t U t u U t s f s ds t
τ

τ τ τ= − ∀ ≥ ∈∫ ¡  (2.46) 

Nếu (2.46) thỏa thì u f=G . 

Mệnh đề 2.15 Nếu D Fredholm trên ( ) [ ), , 1,pl X p∈ ∞¢  hoặc trên ( )0 ,c X¢  thì toán tử nút rời rạc 

( ), , 0N n m n m≥ ≥ , là Fredholm. Hơn nữa, ( )dim dim , ,KerD KerN n m=  

( )dimIm dimIm ,co D co N n m=  và ( )ind ind ,D N n m= . 

Chứng minh 

Ta xét các lưỡng phân { }
0n n

P+

≥
 và { }

0n n
P−

≤
 với ( ){ },

n m
U n m

≥
 nhận được từ Định lý 2.12. 

Để ý rằng: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,0 0,0 0, , 0N n m N n N N m n m= ≥ ≥  và các toán tử ( ),0 , 0N n n >  và ( )0, ,0N m m>  đều khả 

nghịch. 

Do đó, ta chỉ cần chứng minh ( )0,0N  là Fredholm và ( )0 0,*dim dimind D X X= − , (xem Hệ quả 

2.13) 

Ta biết rằng ImD  đóng và ta muốn chứng tỏ ( )Im 0,0N  cũng đóng. 

Trước hết, ta chứng minh nếu ( )0 0,y I P x x KerP+ −= − ∈  thì 
0 Imy D⊗ ∈e . 

Thật vậy: định nghĩa ( )( )
1

er
0, | 0

n
n K P

x U n x−

−

= =  với 0n <  và ( ) 0,0nx U n P x+=  với 0n ≥ . Khi đó, với 

0n < , ta có: 

( ) ( )( )
0

1

1 er
, 1 0, | 0n n K P

x U n n x U n x−

−

−− − = = . 

Tương tự, với 0n > , ta có: 

( ) ( ) ( )1 0 0, 1 ,0 ,0 0n nx U n n x U n P x U n P x+ +
−− − = − = . 

Với 0n = , ta có: 

( ) ( ) ( )( )
( )

1

0 1 0 er

0 0 0

0, 1 0, 1 0, 1 |
n

x

K P
x U x P U U x

P x I P x P x x y

−

−
+

−

+ − +

− − = − − −

= − − = − = −

 

với 0erx K P−∈ . 

Do đó, 
0 Imy D⊗ ∈e . 

Tiếp theo, ta chứng minh: nếu 
0 Imy D⊗ ∈e  và 0y KerP+∈  thì ( )Im 0,0y N∈ . 

Thật vậy, với ( ),pl Z X∈x , ta có: 
0D y= ⊗x e . Do đó, ( ) 00 ,0nx U n x= −  với 0n > . 

Điều này suy ra: 



0 0Imx P+∈ . 

Ta cũng có: ( )10 1, nx U n x−= − −  với 1n ≤ − . 

Do đó, 1 1x KerP−
− −∈  và ( ) 1 00, 1U x KerP−

−− ∈ . 

Cuối cùng, ( )0 10, 1y x U x−= − −  suy ra rằng: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 0 10, 1 0, 1 Im 0,0y I P y I P x I P U x I P U x N+ + + +
− −= − = − − − − = − − − ∈  vì 0 0Imx P+∈  và 

( ) 1 00, 1U x KerP−
−− ∈ . 

Bây giờ, ta giả sử ( )lim
j

j
y y

→ ∞
= y, với ( ) ( )Im 0,0

j
y N∈ . 

Theo khẳng định thứ nhất, ( )
0 Im ,

j
y D j N⊗ ∈ ∈e . 

Vì ImD đóng nên ( )
0 0lim Im

j

j
y y D

→∞
⊗ = ⊗ ∈e e . 

Vì ( ) 0Im 0,0N KerP+⊂  nên ta có: 

0y KerP+∈ . 

Theo khẳng định hai, ( )Im 0,0y N∈  và do đó ( )Im 0,0N  đóng. 

Tiếp theo ta chứng minh các biểu thức với các số khuyết. Ta có:  

( ) 0 0er 0,0 er ImK N K P P− += I . 

Do đó, nếu ( )0,0x KerN∈  thì 
n

nx ce α−≤ , với ( ),0 , 0nx U n x n= ≥ vì 0Imx P+∈ .  

Ngoài ra, , 0n
nx ce nα≤ <  với dãy ( )

0n n
x

<
 thỏa ( )0, mx U n x=  với mọi n m≥  và  

( )n n Z
x KerD

∈
∈ . 

Do đó, 
0x X∈ . 

Mặt khác, ( ) ( ) ( ) ( )0 0,* 0,* 0 ,* 0 ,* 0 ,*er Im Im ImK P R P X P X
⊥⊥ ⊥ ⊥− = = ⊕ = I theo (2.45) và (2.42). 

Vì 0 0 0,*ImX P X+ ⊥⊂ ⊂  theo (2.36) và 0,* 0ImP X ⊥⊂  theo Mệnh đề 2.9 nên ta có: 

( ) ( ) ( )0 0,* 0,* 0 0,* 0er 0,0 Im Im Im ImK N P X P P P X
⊥ ⊥+ ⊥ + = = ⊃

 
I I I . 

Vì thế, ( ) 0er 0,0K N X=  và ( ) 0dim 0,0 dimKerN X= . 

Hơn nữa, ( ) ( ) ( )0 00,0 * * *N I P I P− += − −  là toán tử xác định từ ( ) ( )0 0er * er *K P K P+ +=  đến 

( ) ( )0 0er * er *K P K P− −=  và ( ) ( ) ( )0 0er 0,0 * Im * *K N P Ker P− += I . 

Lập luận tương tự, ta chứng minh được ( ) 0,*dim 0,0 *N X= . □ 

Cố định một hàm liên tục tuần hoàn chu kỳ bằng 1 như sau: 



:α →¡ ¡  thỏa ( ) ( )0 1 0α α= =  và ( )
1

0

0s dsα =∫ . 

Ta định nghĩa các toán tử tuyến tính bị chặn  

( ) ( ): , ,p pR L X l X→¡ ¢  và ( ) ( ): , ,p pS l X L X→¢ ¡  như sau: 

( ) ( )
1

,
n

n n

Rf U n s f s ds
− ∈

 
= − 

 
∫

¢

, ( )( ) ( ) ( ) [ ], , , 1nS t t U t n x t n nα= ∈ +x . 

Bổ đề 2.16 

(i) Nếu D=y x  thì u S=G y  với u dom∈ G ; 

(ii) Nếu S u=y G  với u dom∈ G  thì D=y x  với pl∈x ; 

(iii) Nếu f u= G  với u dom∈ G  thì Rf D= x  với ( )( )
n

u n
∈

=x
¢

; 

(iv) Nếu Rf D= x  với pl∈x  thì f u= G  với u dom∈ G . 

Chứng minh 

(i) Định nghĩa ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,
t

n n

n

u t U t n y x U t s S s ds= − − ∫ y  với [ ], 1t n n∈ + . 

Người ta đã chứng minh được: 

( ) ( )0, ,pu L R X C R X∈ I  và thỏa (2.46) với f S= y . 

Do đó, u S=G y . 

(ii) Với ( ) ( )0, ,pu L R X C R X∈ I  thỏa (2.46) với f S= y , 1t n= +  và nτ = , ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1, 1, ,

1, 1, , .

n

n

n

n

u n U n n u n U n s s U s n y ds

U n n u n U n n y n Z

α
+

+ = + − +

= + − + ∈

∫  

Do đó, ( )( )n n Z
D y u n

∈
= −y . 

(iii) Vì u và f thỏa (2.46), đặt t n=  và 1nτ = − , ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , 1 1 , .
n

n

U n s f s ds u n U n n u n n Z
−

− = − − − ∈∫  

(iv) Với ( )n n Z
x

∈
=x sao cho Rf D= x , ta định nghĩa: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , , , 1 , .
t

n

n

u t U t n x U t s f s ds t n n n Z= − ∈ + ∈∫  

Ta cũng có: ( ) ( )0, ,pu L R X C R X∈ I  và u và f thỏa (2.46). Do đó, u f=G . 

Bây giờ ta chứng minh ImG đóng nếu và chỉ nếu ImD  đóng. 

Giả sử ImD đóng, ta xét bất kỳ dãy 
( ) ( ) Im
k k

f u= ∈G G sao cho  



( ) ( )lim ,
k

p
k

f f L R X
→∞

= ∈ . 

Theo Bổ đề 2.16 (iii), ta có: 

( ) ( ) ( )( ) , .
k k

n Z
Rf D u n Rf f

∈
= → → ∞  

Vì ImD  đóng nên ImRf D∈  và do đó Imf ∈ G  theo Bổ đề 2.16 (iv). 

Ngược lại, giả sử ImG đóng và ta xét bất kỳ dãy 
( ) ( ) Imk kD D= ∈y x  sao cho  

( )lim
k

p
k

l
→∞

= ∈y y . 

Theo Bổ đề 2.16 (i), ta có: 
( ) ( )k k

S u S= →y G y với ( )k
u dom∈ G . 

Vì ImG đóng nên ImS ∈y G  và do đó, Im D∈y  theo Bổ đề 2.16 (ii). 

Một ánh xạ tuyến tính B định bởi: 

( )( ) ( ) [ ], , , 1 ,nB t U t n x t n n n Z= ∈ + ∈x với ( )n n Z
x

∈
=x . 

Theo (2.46), u Ker∈ G  nếu và chỉ nếu ( ) ( )0, ,pu L R X C R X∈ I  và 

( ) ( ) ( ),u t U t u t Rτ τ τ= ∀ ≥ ∈ . 

Theo (2.4), B là một toàn ánh từ erK D đến erK G. 

Nếu u Ker∈ G  thì ( )( )
n Z

B u n u
∈

= chứng tỏ rằng B  là toàn ánh. 

Do đó, erK D và erK Gđẳng cấu và dim dimKer KerD=G . 

Cuối cùng, ta chứng minh rằng nếu ImG đóng thì ˆˆdim dimp pL l=  vơi các không gian thương 

[ ] { }{ }ˆ : Im :p pL f f g g f L= = + ∈ ∈G và 

[ ] { }{ }ˆ : Im :p pl D l= = + ∈ ∈y y z z y  

Thật vậy, ta định nghĩa toán tử ˆˆ ˆ: p pR L l→  theo quy tắc: 

[ ] [ ]R̂ f Rf= . 

Vì Img ∈ G  nên ImRg D∈ . Theo Bổ đề 2.16 (iii), nếu [ ], Imh f g f g= + ∈ ∈ G  thì 

[ ]Rh Rf Rg Rf= + ∈  và R̂  được xác định tốt. 

Nếu [ ]ˆ 0R f =  thì ImRf D∈  và theo Bổ đề 2.16(iv), ta có: Imf ∈ G . 

Do đó, [ ] 0f = . 

Vì thế, R̂  là phép nội xạ. 

Cố định ( )n pn Z
y l

∈
= ∈y  và đặt f S= − y . Khi đó, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

, , 1
n

n nn n
n

Rf U n s s U s n y ds y Dα −

−

= − = −∫ y . 



Vì vậy, Rf D= +y y . 

Khi đó, [ ] [ ] [ ]ˆRf R f= =y  và R̂  là toàn ánh. 

Vậy, ˆ
pL  và ˆ

pl  đẳng cấu. 

Bổ đề 2.17 Giả sử ( ){ }, , ,
t

U t t
τ

τ τ
≥

∈¡ , là  họ tiến hóa lũy thừa bị chặn liên tục mạnh trên không gian 

Banach X. Họ tiến hóa rời rạc ( ){ }, , ,
n m

U n m n m
≥

∈¢ , có lưỡng phân lũy thừa { }
0n n

P+

≥
 trên 

+¢  và có 

lưỡng phân lũy thừa { }
0n n

P−

≤
 trên 

−¢  nếu và chỉ nếu họ ( ){ }, , ,
t

U t t
τ

τ τ
≥

∈¡ , có lưỡng phân lũy thừa 

{ }
0t t

P+

≥
 trên 

+¡  và có lưỡng phân lũy thừa { }
0t t

P−

≤
 trên 

−¡  tương ứng. 

Chứng minh 

Ta chứng minh trên R+
, phần R−

, ta lập luận tương tự. 

Dựa vào các ước lượng lưỡng phân đối với họ ( ){ }
0

,
n m

U n m
≥ ≥

, ta chỉ cần xây dựng { }
0t t

P+

≥
 thỏa 

( ) ( ), ,tU t P P U tττ τ+ +=  và ( )
er

, | : er er tK P
U t K P K P

τ
ττ +

+ +→  là đẳng cấu với mọi 0t τ≥ ≥ . 

Thật vậy, giả sử điều này đã được chứng minh, khi đó, ước lượng lưỡng phân ổn định lũy thừa cho 

( ){ }
0

,
t

U t
τ

τ
≥ ≥

được suy ra trực tiếp từ ước lượng lưỡng phân ổn định cho ( ){ }
0

,
n m

U n m
≥ ≥

 vì 

( )
0 1

sup ,
t

U t
τ

τ
≤ − ≤

< ∞ . 

Để nhận được ước lượng lưỡng phân không ổn định cho ( ){ }
0

,
t

U t
τ

τ
≥ ≥

, chú ý rằng nếu 

1 1 0n t n m mτ+ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ − ≥  thì 

            
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1

er er er er
, | , | , | , |

m nK P K P K P K P
U t U m U n m U t n

τ τ
τ τ+ + + +

− − − −

= . (2.47) 

Nhưng ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

erer er
, | 1, | 1, |

tn n
K PK P K P

U t n U n n U n t+ +

− −

= + + . 

Sử dụng ước lượng lưỡng phân không ổn định cho ( ){ }
0

,
n m

U n m
≥ ≥

 và 

( ) [ ]{ }sup 1, : , , 1U n t n Z t n n++ ∈ ∈ + < ∞ ,  

Ta có: 

( )( ) [ ]
1

er
sup , | : , , 1

nK P
U t n n Z t n n+

−

+

 
∈ ∈ + < ∞ 

 
. 

Tương tự, ( )( ) [ ]
1

er
sup , | : , 1, 1,

K P
U m m Z m m m

τ
τ τ+

−

+

 
∈ ≥ ∈ − < ∞ 

 
. 

Từ (2.47) suy ra ước lượng lưỡng phân không ổn định cho ( ){ }
0

,
t

U t
τ

τ
≥ ≥

. 



Thật vậy, lấy 
0t R∈  sao cho [ )0 , 1t n n∈ +  với n Z +∈  và định nghĩa các không gian con 

( ) ( ){ }0 0 1: 1, Ims nX t x X U n t x P+
+= ∈ + ∈  và ( ) ( ) ( )0 0 , eru nX t U t n K P+= . 

Sử dụng ước lượng lưỡng phân không ổn định cho ( ){ }
0

,
n m

U n m
≥ ≥

với mỗi er nx K P+∈ , ta có: 

( ) ( ) ( ) 1
0 01, , 1,U n t U t n x U n n x M e xα−+ ≥ + ≥ . 

Do đó, ( ) ( )0 0, : er n uU t n K P X t+ →  là một đẳng cấu và ( )0uX t  đóng. 

( ) ( ) ( )1 0 0 1, : u uU t t X t X t→
 
cũng là một đẳng cấu với mọi 

1 0t t≥ R+∈ . 

Nếu ( ) ( )0 0s ux X t X t∈ I  thì ( )0 11, Im nU n t x P+
++ ∈  và tồn tại ny KerP+∈  sao cho  

( )0,x U t n y= . 

Khi đó, ( ) ( )0 11, 1, Im nU n n y U n t x P+
++ = + ∈ . 

Do đó, ( )1, 0U n n y+ =  và 0y =  vì ( ) 11, : er ern nU n n K P K P+ +
++ →  là đẳng cấu. 

Do đó, ( ) ( ) { }0 0 0s uX t X t =I . 

Để chứng minh ( )0sX X t= ( )0uX t⊕ , ta lấy x X∈  và phân tích  

( ) ( )0 1 11, , Im , 1s u s n u n uU n t x y y y P y KerP X n+ +
+ ++ = + ∈ ∈ = + . 

Gọi 
ux  là vectơ duy nhất thuộc ( )0uX t  thỏa ( )0 11, Ims s nU n t x y P+

++ = ∈ . 

Các phép chiếu , 0tP t+ ≥
 với ( ) ( )Im , ert s t uP X t K P X t+ += =  cho ta lưỡng phân cần tìm. □ 

Định lý 2.18 Giả sử ( ){ }, , ,
t

U t t R
τ

τ τ
≥

∈  là một họ tiến hóa bị chặn lũy thừa liên tục mạnh trên không 

gian Banach X, G là toán tử sinh của nửa nhóm tiến hóa tương ứng xác định trên 

( ) [ ), , 1,pL R X p∈ ∞  hoặc trên ( )0 ,C R X , D là toán tử sai phân trên ( ) [ ), , 1,pl Z X p∈ ∞ hoặc trên 

( )0 ,c Z X . Khi đó: Im G đóng nếu và chỉ nếu  

(i) Im D: đóng 

(ii) Dim Ker G = dim Ker D 

(iii) Codim Im G = codim Im D 

Đặc biệt, toán tử G là Fredholm nếu và chỉ nếu D Fredholm và ind G = ind D. 

Bổ đề 2.19  

Nếu ( )0 0,P P+ −  là cặp phép chiếu trên X thì toán tử nút ( ) ( )
0

0 er
0, 0 |

K P
N I P −

+= −  là toán tử Fredholm từ 

0erK P−
 đến 0KerP+

 nếu và chỉ nếu cặp không gian con ( )0 0,P P+ −  là Fredholm trong X. Hơn nữa, 

( ) ( )0 00,0 er , erindN ind K P K P− += và 



( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0dim 0,0 er , Im , dim Im 0,0 er , ImKerN K P P co N K P Pα β− + − += = . 

Chứng minh 

Theo định nghĩa của ( )0,0N , ta có: ( ) 0 0er 0,0 er ImK N K P P− += I . 

Ta chứng minh ( ) 0 0 0Im 0,0 Im er ImN P K P P+ − +⊕ = + . Thật vậy: 

Nếu 0x KerP−∈  thì ( ) 0 0 00,0 Imy N x x P x KerP P+ − += = − ∈ + và chiều “ ⊂ ” thỏa. 

Để chứng minh chiều ngược lại, ta lấy z x y= +  với 0x KerP−∈  và 0Imy P+∈ . Khi đó, 

( ) ( ) ( )0 0 Im 0,0I P z I P x N+ +− = − ∈  và ( ) ( )0 0 0Im 0,0 Imz I P z P z N P+ + += − + ∈ ⊕ . 

Ta biết: 

( )Im 0,0N  là không gian con đóng trong 0erK P+
 khi và chỉ khi 0 0er ImK P P− ++  là không gian con 

đóng trong X và 

( )( ) ( )( )( ) ( )0 0 0 0dim er / Im 0,0 dim / Im 0,0 Im er , ImK P N X N P K P Pβ+ + − += ⊕ =  đối với các không gian 

thương. 

Chứng minh Định lý 2.1 và Định lý 2.2 

Giả sử G  là Fredholm, khi đó, D  là Fredholm theo Định lý 2.18. 

Theo Định lý 2.12, tồn tại các lưỡng phân rời rạc trên Z +
 và Z −

. 

Theo Bổ đề 2.17, tồn tại các lưỡng phân { }
0t t

P+

≥
 và { }

0t t
P−

≤
. 

Điều này suy ra (i') trong Định lý 2.2 và do đó, (i) trong Định lý 2.1 với 0 .a b= =  

Theo Mệnh đề 2.12, ta có ( )0,0N  là Fredholm và sử dụng các biểu thức từ Định lý 2.18, ta suy ra 

(ii’) trong Định lý 2.2, theo Bổ đề 5.1, (ii) trong Định lý 2.1 với 0a b= = . 

Việc chứng minh (i) và (ii) trong Định lý 2.1 suy ra toán tử G là Fredholm thông qua 2 Bổ đề sau: 

Bổ đề 2.20  Giả sử A là toán tử tuyến tính bị chặn xác định trên tổng trực tiếp 
1 2χ χ⊕  gồm hai 

không gian Banach có ma trận biểu diễn như sau: 

                22

11

21

0

A

A
A

A

 
=  

 
, với ( ) ( ) ( )11 1 21 1 2 22 2, , ,A L A L A Lχ χ χ χ∈ ∈ ∈ . (2.48) 

Khi đó, A là Fredholm nếu và chỉ nếu các khẳng định sau thỏa: 

(i) 
11Im A  đóng và 

1 1d im Imco A < ∞ ; 

(ii) 
2 2Im A  đóng và 

2 2d im K e rA < ∞ ; 

(iii) Nếu { }1 1 11 21 22: , ImL x x KerA A x Aχ= ∈ ∈ ∈  thì 
1d im L < ∞ ; 

(iv) Nếu ( )2 22 21 11Im erL A A K A= +  thì 
2 2 2d im ,co L L χ< ∞ ⊂ . 



Nếu (i) – (iv) thỏa thì   
22 1d im d im dimK erA K erA L= +    

và 
1 1 2d im Im d im Im d imco A co A co L= + . 

Theo Định lý 2.18, chỉ cần chứng minh D Fredholm nếu (i) và (ii) trong Định lý 2.1 thỏa. Ta sẽ 

chứng minh trong không gian pl . Ta có thể giả thiết rằng: 

(1) ,a b ∈ ¢  trong Định lý 2.1; 

(2)Họ tiến hó rời rạc ( ){ }, , ,
n m

U n m n m
≥

∈¢ , có lưỡng phân { }n n a
P−

≤
 và { }n n b

P+

≥
; 

(3)Toán tử nút rời rạc ( ) ( ) ( )
er

, , |
a

b K P
N b a I P U b a −

+= −  là toán tử Fredholm từ er aK P−
 đến 

er bK P+
. 

Với A = D, xét sự biểu diễn (2.48) với ( ) 1 2,pl X χ χ= ⊕¢ , ( ]( )1 , ;pl b Xχ = −∞¢ I  và 

[ )( )2 1, ;pl b Xχ = + ∞¢ I . Khi đó,  

( ]( ) ( ) ( )( )11 22 1 2 1, ; 1
, | ; , : , 2, 1 ,...

p
b b b b n b b bl b X n b

A D D D A D D x x x U b b x− − + +
+ + +−∞ ≥ +

= = = − + +
¢I

a  

và ( ) ( )( )21 , : 1, ,0,...b b n bn b
A D D x U b b x± ±

≤
= − +a . Do đó: 

       
( ) ( ) ( )( ){ }1 : er , 1, , 0,... Imn n b b bn b n b

L x x K D U b b x D− +

≤ ≤
= ∈ − + ∈ , (2.49) 

       
( ) ( )( ) ( ) ( ){ }2 1 1

1, , 0,... : Im ,n b n b n bn b n b n b
L x U b b x x D x KerD+ −

≥ + ≥ + ≤
= + − + ∈ ∈ . (2.50) 

Ta ký hiệu: 

                    
( )( ) ( )

1

1
'

1 1 1er
1 , 1 |

b
b b k b kK P

x U b k b I P x+
+

−
+

+ + + + += − + + + −∑ . (2.51) 

Bổ đề 2.21 Toán tử bD+
 khả nghịch trái trên [ )( )1, ;pl b X+ ∞¢ I  và    

                      ( ) ( ){ }'
1 1 11

Im :b n b b bn b
D x I P x x+ +

+ + +≥ +
= − = . (2.52) 

Chứng minh 

Để xây dựng ( )
1

bD
−+ , khả nghịch trái đối với bD+

, chú ý rằng: 

b bD I T+ += − , với ( ) ( )( )11
: 0, 2 ,...b n bn b

T x U b x+
+≥ +

+a . 

Phân tích: , ,b b s b uT T T+ + += ⊕ , với: 

,b sT+
 là thu hẹp của bT+

 trên không gian con gồm các dãy ( ) [ )( )1
1, ;n pn b

x l Z b X
≥ +

∈ + ∞I  thỏa Imn nx P+∈ . 

,buT+
 là thu hẹp của bT+

 trên không gian con gồm các dãy ( ) [ )( )1
1, ;n pn b

x l Z b X
≥ +

∈ + ∞I  thỏa 

er , 1n nx K P n b+∈ ≥ + . 

Khi đó, ,buT+
 khả nghịch trái và nghịch đảo trái của nó là: 



( ) ( ) ( )( )
11

, 11 er
1

: 1, |
n

b u n nn b K P
n b

T x U n n x+

−−+
+≥ +

≥ +

 + 
 

a . 

Theo giả thiết lưỡng phân, ( ), 1b ssprad T + <  và ( )( )1

, 1b usprad T
−+ < , do đó: 

( ) ( ) ( )
1

, ,
0 1

k k

b b s b u
k k

D T T
∞ ∞

− −+ + +

= =

= −∑ ∑ . 

Kết quả tính toán cho thấy rằng ( )
1

b bD D
−+ +  ánh xạ một dãy ( )

1n n b
x

≥ +
 với dãy ( )'

1 1 1 2, ,...b b b bP x x x+
+ + + ++ , 

xem (2.51). 

Vì ( )( )1

Im Imb b bD D D
−+ + += , ta nhận được (2.52). 

Sử dụng phân tích: 

( ]( ) 1 2, ;pl Z b X χ χ−∞ = ⊕I , với: 

( ]( )1 , 1 ;pl Z a Xχ = −∞ −I  và [ ]( )2 , ;pl Z a b Xχ = I , xét sự biểu diễn (2.48) với bA D−= . 

Ta biết: 

( ]( )11 1 , 1 ;
|

p
a l Z a X

A D D−
− −∞ −

= =
I  

 và 22 ,a bA D= , với ( ) ( ) ( )( ), 1 1: , 1, ,..., , 1a b n a a a b ba n b
D x x x U a a x x U b b x+ −≤ ≤

− + − −a . 

Trong sự biểu diễn: 

[ ]( ) ( ), ; ... ,pl Z a b X X X b a= ⊕ ⊕ −I lần, toán tử ,a bD  là tam giác dưới với các đồng nhất trên đường 

chéo, do đó nó khả nghịch. 

Sử dụng lưỡng phân { }
1n n a

P−

≤ −
, chứng minh tương tự như Bổ đề 2.29, ta có 1aD−

−  khả nghịch phải. 

Vì bD−

 là tam giác dưới với đường chéo chặn 1aD−
−  và ,a bD , nên điều này suy ra rằng bD−

 khả nghịch 

phải. 

Điều này và Bổ đề 2.29 suy ra: với sự biểu diễn tam giác (2.48) của D thì các khẳng định (i) và (ii) 

đều thỏa. Do đó, D là Fredholm. 

Phần còn lại, ta chứng minh 
1d im L < ∞  và 

2d imco L < ∞ , với 
1L  và 

2L  trong (2.49) – (2.50). 

Khi điều này được chứng minh thì 
1d im d imK erD L=  và 

2d im d imco D co L= . 

Với 
1L , ta thấy: ( )( )1, ,0,... Imb bU b b x D+− + ∈  nếu và chỉ nếu tồn tại một dãy 

( ) [ )( )1
1, ;n pn b

y l Z b X
≥ +

∈ + ∞I  sao cho ( ), , 1n by U n b x n b= − ≥ + . 

Sử dụng lưỡng phân { }n n b
P+

≥
, điều này tương đương với Imb bx P+∈ . 

Mặt khác, ( )n bn b
x KerD−

≤
∈ , nghĩa là ( ),n mx U n m x= với mọi m n b≤ ≤ . 



Đặc biệt, ( ),b ax U b a x=  và ( ),a nx U a n x=  với mọi n a≤ . 

Sử dụng lưỡng phân { }n n a
P−

≤
, ta suy ra a ax KerP−∈ . Do đó: 

( ){ } ( )1dim dim : , Im dim ,a bL x KerP U b a x P KerN b a− += ∈ ∈ = < ∞ . 

Với 
2L , gọi Z là phần bù trực tiếp bất kỳ của ( )Im ,N b a , sao cho: 

( )er Im ,bK P N b a Z+ = ⊕ và gọi ( )
2

1n n b L
x

≥ +
   , với ( ) [ )( )1

1, ;n pn b
x l Z b X

≥ +
∈ + ∞I , là lớp tương đương trong 

không gian thương [ )( ) 21, ; /pl Z b X L+ ∞I . 

Theo Bổ đề 2.29, ta có: 

( ) 21
Imn n bn b

P x D L+ +

≥ +
∈ ⊂ . 

Do đó, ( ) ( )( )
2

2
1 1

n n nn b L n b L

x I P x+

≥ + ≥ +

   = −   
. 

Sử dụng (2.49), theo Bổ đề 2.29, ta suy ra: 

( )( )'
1 2 2 2, , ... Imb b b bx I P x D L+ +

+ + +− ∈ ⊂ . 

Vì vậy, ( ) ( )
22

11
, 0,...n bn b LL

x y +≥ +
  =     , với ( ) '

1 1 1 1b b b by I P x x+
+ + + += − − . 

Chú ý rằng 1 1b by KerP+
+ +∈ , và tìm b by KerP+∈  thỏa ( )1 er1, |

b bb K P yy U b b+ += + . 

Sử dụng sự biểu diễn: 

( )er Im ,bK P N b a Z+ = ⊕ , tìm sự biểu diễn duy nhất: 
by y z= + , với ( )Im ,y N b a∈  và z Z∈ . 

Vì ( )Im ,y N b a∈  nên tồn tại ax KerPα
−∈  sao cho ( ),y U b a xα= . 

Sử dụng lưỡng phân { }n n a
P−

≤
, đặt ( )( )

1

er
, |

n
n K P

x U a n xα−

−

=  với n a≤ . 

Định nghĩa ( ),nx U n a xα=  với [ ],n a b∈ . 

Khi đó, ( ) ( ]( ), ;n pn b
x l Z b X

≤
∈ −∞I  và ( ),n mx U n m x=  với mọi m n b≤ ≤ . 

Do đó, ( )n bn b
x KerD−

≤
∈

  
và 

by x= . 

Theo (2.50), ( )( ) ( )( )
2 2

1, , 0,... 1, , 0, ...
L L

U b b y U b b z   − + = +   
. 

Ta có một ánh xạ được định nghĩa tốt: 

( )
2

1
: n n b L

j x z
≥ +

 =  x a  từ [ )( ) 21, /pl Z b L+ ∞I  đến ( )er / Im ,bZ K P N b a+≅  thỏa: 

( ) ( )( )
2 2

1
1, , 0, ...n n b L L

x U b b z
≥ +

   = +   
, với j z=x . 

Điều này suy ra rằng j là phép chiếu. j cũng là  toàn ánh vì nếu z Z∈  thì  

( )( )
2

1, , 0, ...
L

U b b z = + x thỏa j z=x . 



Chương 3 

TÍNH CHẤT FREDHOLM CỦA NỬA NHÓM TIẾN HÓA 

 

Trong chương này, tác giả trình bày tính chất Fredholm, tính chất phổ và tính đóng của miền giá trị 

của các toán tử , ,tE G Dτ . Cụ thể là hai định lý 3.1 và 3.2 sau: 

Định lý 3.1 Cho { }
0

t

t
E

≥
 là nửa nhóm tiến hóa (0.2) trên ( )ε ¡ , ta có: 

( ) { } ( ) { }fred \ 0 \ 0 , 0t tE E tσ σ= ≥ . 

Định lý 3.2 Với các toán tử 1E và G trên ( ),pL X¡  và Dτ
 trên ( ),pl X¢ , các khẳng định sau tương 

đương: 

i) ( )1 0;E Iγ − >  

ii) ( ) 0;γ >G  

iii) 
[ )

( )
0,1

inf 0.Dτ
τ

γ
∈

>  

với ( )Tγ là biên dưới Kato của toán tử đóng T định bởi:  

( )
( )

( )dom
0

inf
dist ,Kerx T

Tx

T x
T

x T
γ

∈
≠

= . 

Đầu tiên, ta xét nửa nhóm tiến hóa { }
0

t

t
E

≥
 xác định trên ( )ε ¡  trong (0.2). Toán tử sinh G của nửa 

nhóm tiến hóa này được mô tả như sau: 

Mệnh đề 3.3 Gọi ( ),u f ε∈ ¡ , khi đó u dom∈ G  và u f=G  nếu và chỉ nếu ( ) ( )0 ,u C Xε∈ ¡ I ¡  và 

với mọi t τ≥ ∈¡ ,  

                       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

t

u t U t u U t s f s ds
τ

τ τ= − ∫ . (3.1) 

Tiếp theo, ta xét nửa nhóm tiến hóa { }
0

t

t
E+ ≥

 trên ( )0ε +¡ định bởi: 

                         

( )( )
( ) ( ), , ,

0, 0 ,

t
U t u t t

E u
t

τ τ τ τ
τ

τ
+

 − − ≥
= 

≤ ≤
   (3.2) 

và gọi 0G+
 là toán tử sinh của nó. Tương tự như Mệnh đề 3.3, 0G+

 được mô tả như sau. 

Mệnh đề 3.4 Gọi ( )0,u f ε +∈ ¡ , khi đó 0u dom +∈ G  và 0u f+ =G  nếu và chỉ nếu 

( ) ( )0 00 ,u C Xε + +∈ ¡ I ¡  và với mọi t τ≥ ∈¡ ,  

                                   
( ) ( ) ( )

0

,
t

u t U t s f s ds= −∫ . (3.3) 



Chú ý: (3.3) suy ra (3.1). 

Ta xét toán tử +G  xác định trên ( )ε +¡ như sau. 

Định nghĩa 3.5 Gọi ( ),u f ε +∈ ¡ , khi đó u dom +∈ G  và u f+ =G  nếu và chỉ nếu 

( ) ( )0 ,u C Xε + +∈ ¡ I ¡  và (3.8) thỏa với mọi t τ +≥ ∈ ¡ . 

Toán tử +G  được xác định tốt và đóng trên ( )ε +¡ , ( ){ }0 : 0 0dom u dom u+ += ∈ =G G  và 0u u+ +=G G  

với 0u dom +∈ G . Hơn nữa, +G  trên ( )ε +¡ = ( )0 ,C X+¡  được liên hệ với toán tử sinh của nửa nhóm 

tiến hóa sau: 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

, , ,

,0 0 , 0 .

t
U t u t t

E u
U u t

τ τ τ τ
τ

τ τ
+

 − − ≥
= 

≤ ≤

%  

Cuối cùng, ta chú ý rằng: 

                     
( ) ( ) ( ) ( ){ }: , 0Ker u u t U t u tε τ τ τ+

+= ∈ = ∀ ≥ ≥G ¡ , (3.4) 

                     
{ }0er 0K + =G ,  (3.5) 

và xác định không gian con 
0X X⊆  như sau 

                    
( ){ }0 0 :X x u u Ker += = ∈ G . (3.6) 

Đặt ( ) ( ) [ )W , , , , 0,1t s U t s t sτ τ τ τ= + + ≥ ∈  và định nghĩa nhóm dời ( ){ }
t

S t
∈¡

 trên ( )ε ¡  như sau: 

                                    
( )( )( ) ( ) , ,S t u s u s t s t= − ∈¡ . (3.7) 

Nếu W
tE

τ
 và 

t
UE  là các nửa nhóm tiến hóa trên ( )ε ¡ từ các họ tiến hóa ( ){ }W ,t sτ  và ( ){ },U t s  thì 

( ) ( )W
t t

US E S E
τ

τ τ− =  và ( ) ( )W US S
τ

τ τ− =G G . Do đó, Định lý 2.18 thỏa nếu toán tử D được thay bởi 

một toán tử Dτ
 bất kỳ, ( )0,1τ ∈ . 

Định lý 3.6  Họ tiến hóa ( ){ }
0

,
t s

U t s
≥ ≥

 có lưỡng phân lũy thừa { }
0t t

P
≥

 trên 
+¡ nếu và chỉ nếu toán tử 

+G  là toàn ánh trên ( )ε +¡  và không gian con 
0X  là đầy trong X. 

Sau đây, ta sẽ chứng minh Định lý 3.1 

Chỉ cần chứng minh toán tử 1E I−  khả nghịch. 

Trước tiên ta chứng minh { } ( )1er 0 dimK Ker E I≠ ⇒ − = ∞G . 

Thật vây, với mỗi k Z∈ , ta định nghĩa một toán tử bị chặn 
kM M=  trên ( )Rε theo qui tắc: 

( )( ) ( )2 ,ikMu e u Rπ ττ τ τ= ∈ . 

Khi đó, 2 0t ikt tM E e E M tπ= ∀ ≥  và ( )2M ik Mπ− =G G . 

Do đó,  



                             
( ) 12Ker ik M Kerπ −− =G G . (3.8) 

Cố định 0 u Ker≠ ∈ G  và đặt 
1 ,k ku M u k Z−= ∈ .  

Khi đó, ( )2ku Ker ikπ∈ −G là một hàm riêng khác không của G ứng với trị riêng 2 ikπ . 

Họ các hàm số { }:ku k Z∈  độc lập tuyến tính vì các hàm riêng khác không ứng với các trị riêng 

khác nhau của một toán tử tuyến tính là độc lập tuyến tính. Vì 

                            ( ) ( ){ }1er er 2 :K E I lin K ik k Zπ− = − ∈G
 

(3.9) 

nên ta có: ( )1
ku Ker E I∈ −  và do đó, ( )1dim Ker E I− = ∞ . 

Tiếp theo, theo (3.8) và (3.9), ta thấy, nếu ( ) { }1er 0K E I− ≠  thì er 0K ≠G . 

Do đó, theo chứng minh trên, ( ) { } ( )1 1er 0 dimK E I Ker E I− ≠ ⇒ − = ∞ . 

Cuối cùng, ta đặt ( ){ }
0

t

t

E
≥

e
 là nửa nhóm đối ngẫu của { }

0

t

t
E

≥
. 

Vì ( ) ( ) ( )1 1 2 1* * * *ikM E M e Eπ− −=  nên ( )( )( ) ( )( )*M R Rε ε⊂
e e

 và  

( )( )1* 2 *M ik Mπ −− =G Ge e . 

Áp dụng Chú ý 1.2.4 với A = G  và lập luận như trên ta suy ra: 

                 ( ) { } ( )1 1er 0 dim *K E I Ker E I− ≠ ⇒ − = ∞ . □ 

Gọi A là toán tử tuyến tính đóng trên X có miền xác định trù mật, ta xét toán tử 'Du u= −  trên ( )ε ¡  

với miền xác định cực đại. Gọi dom dom= I AD MD , ta xét tổng + AD M  với ( )dom AD M+ = D và 

xét một toán tử 
Aς là mở rộng đóng của + AD M  sao cho D là nhân của 

Aς .  

Bổ đề 3.7  

Toán tử 
Aς  là Fredholm trên ( )ε ¡ nếu và chỉ nếu 

Aς khả nghịch trên ( )ε ¡ . 

Chứng minh 

Trước hết ta chứng minh miền xác định và miền giá trị của 
Aς  là bất biến. 

Thật vậy, giả sử 
Au d o m ς∈ , vì D là một nhân của 

Aς  nên tồn tại { }: 0nu n ≥ ⊂  D thỏa 0nu u ε− →  

và 0A n Au uς ς ε− →  khi n → ∞ . 

Vì nhân D bất biến nên với mọi t R∈ , ta có: 

( ) ( ) 0nS t u S t u ε− →  và ( ) ( ) 0A n AS t u S t uς ς ε− →  khi n → ∞ . 

Vì 
Aς  là toán tử đóng nên ( ) domn AS t u ς∈ và ( ) ( )A AS t u S t uς ς= . 

Vậy, miền xác định và miền giá trị của 
Aς  là bất biến. 



Hơn nữa, ta có: 

                           
( )( )Im Im , .A AS t t Rς ς= ∈

 
(3.10) 

Tiếp theo, ta giả sử rằng 
Aς  là toán tử Fredholm và dim 0AK er ς > . 

Với u  tùy ý, 
Au K erς∈ , ta có: 

( ) er , .AS t u K t Rς∈ ∈  

Do đó, nhóm các toán tử ( ){ }
t R

S t
∈

 cho bởi (3.7) được xác định tốt trên không gian Banach 

( )er , .AK
ε

χ ς=  và đẳng cự. 

Vì e r AK ς  hữu hạn chiều nên ( ) ,tBS t e t R= ∈  với ( )B L X∈ . 

Vì ( ){ }
t R

S t
∈

 đẳng cự nên ( )B iRσ ∈  và chứa các giá trị riêng của B . 

Do đó, tồn tại Rξ ∈  và 
00 K er Au ς≠ ∈  thỏa ( ) 0 0

itS t u e uξ= . 

Vì vậy, với mọi t R∈ , ta có: 

( ) ( )0 0 ,itu s t e u s s Rξ+ = ∈ .  

Đặc biệt, ( )0 0

2
,u s u s s R

π

ξ

 
+ = ∈ 

 
. 

Nhưng khi đó ( )0u Rε∉ , điều này mâu thuẩn. 

Do đó, { }er 0AK ς = . 

 Cuối cùng, xét không gian thương ( )
Im A

R
Y

ε
ς=  và giả sử dim 0Y > . 

Vì Im Aς  là ( )S t − bất biến nên nhóm thương ( ){ }ˆ
t R

S t
∈

 xác định tốt trên Y và nếu ˆf f∈  (lớp tương 

đương trong Y, thì 

( ) ( )
Im Im

ˆ ˆˆ inf inf
A Ag gY Y

S t f S t f g f g f
ς ς

ε ε
∈ ∈

= + = + = , 

Kết quả là ( ){ }ˆ
t R

S t
∈

 đẳng cự trên không gian hữu hạn chiều Y.  

Vì dimY < ∞  nên tồn tại không gian con hữu hạn chiều N của ( )Rε  đẳng cấu với Y thỏa: 

( )Im A N Rς ε⊕ = . 

Sử dụng ảnh đẳng cấu của ( ){ }ˆ
t R

S t
∈

 trên N, ta suy ra rằng tồn tại 0 f N≠ ∈  sao cho 

( )
2

,f s f s R
π

ξ
ξ

 
+ = ∈ 

 
. Điều này cũng mâu thuẩn. 

Do đó, { }0Y =  và 
Aς  khả nghịch. □ 



Bổ đề 3.8 Với toán tử [ ), 0,1Dτ τ ∈ đã được định nghĩa trong (0.3), 

(i) Nếu ( )n n
z KerDτ∈

∈
¢

 thì ( )( )1 0, 1 .n n
U n n z KerDτ − ∈

+ − ∈
¢

 

(ii) Nếu ( ) 0n n
z KerD

∈
∈

¢
 thì ( )( ), .n n

U n n z KerDττ
∈

+ ∈
¢

 

Chứng minh 

(i) Với bất kỳ [ )0,1τ ∈ , ta có: 

                        
( ) ( ){ }er : ,n n mn Z

K D x x U n m x n m Zτ τ τ
∈

= = + + ∀ ≥ ∈
 

(3.11) 

Nếu ( ) Kern n Z
z Dτ∈

∈  thì ( ) ( ) ( )1 1, 1 , , 1n n nz U n n z U n n U n n zτ τ τ τ− −= + + − = + + − . 

Nếu ( ) 1, 1n nx U n n zτ −= + −  thì  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2

2 2

1

, 1 , 1 1, 1

, 2 , 1 1, 2

, 1 , .

n n

n n

n n

U n n x U n n U n n z

U n n z U n n U n n z

U n n z x n Z

τ

τ τ τ τ

τ

− −

− −

−

− = − − + −

= + − = + − + − + −

= + − = ∈

 

(ii) Nếu ( ) 0Kern n Z
z D

∈
∈  thì ( ) 1, 1n nz U n n z −= −  và  

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

1

, , , 1

, , , 1 0

n n nn Z n Z

n n n Z

D U n n z U n n z U n n z

U n n z U n n U n n z

τ τ τ τ

τ τ

−∈ ∈

− ∈

+ = + − + −

= + − + − =
 □ 

  

 

Lấy một hàm trơn [ ] [ ]: 0,1 0,1α →  thỏa ( ) 0α τ =  với 
1

0,
3

τ
 

∈  
 và ( ) 1α τ = với 

2
,1

3
τ

 
∈  

. Với dãy 

( )n n
x

∈
=x

¢
 xác định hàm Bx thỏa nếu  [ ], 1 ,t n n n∈ + ∈¢ thì 

               
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1, 1 , 1n nB t U t n t n x t n U n n xα α −

 = − + − − − x . (3.12) 

Vì họ tiến hóa ( ){ },
t

U t
τ

τ
≥

bị chặn lũy thừa nên ( ){ }sup , : 0 1C U t tτ τ= ≤ − ≤ < ∞ .  

Với [ ], 1 ,t n n n∈ + ∈¢ và x X∈ , ta có: 

           
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1, , , , ,U n n x U n t U t n x C U t n x U t n x C x+ = + ≤ ≤ . (3.13) 

Bổ đề 3.9  

( i) ( ) ( ):B ε ε→¢ ¡  là toán tử tuyến tính bị chặn; 

(ii) 
0: e r e rB K D K G→  là một đẳng cấu; 

(iii) ( )1
0E I B BD− = − . 

Chứng minh 

Vì ( ) ( ) ( ) 1, 1 ,nB n U n n x n Z−= − ∈x  nên Bx là hàm liên tục. 

(i) được suy ra từ (3.13) 



(iii) được suy ra từ tính toán trực tiếp 

(ii) Ta nhớ lại Mệnh đề 3.3 rằng: 

u Ker∈ G  nếu và chỉ nếu ( ) ( )0, ,pu L R X C R X∈ I  và ( ) ( ) ( ),u t U t u t Rτ τ τ= ∀ ≥ ∈  

và 
0e rK D∈x  nếu và chỉ nếu ( ) 1, 1 ,n nx U n n x n Z−= − ∈ . 

Nếu 
0e rK D∈x  thì ( ) ( ) ( ) [ ], , , 1 ,nB t U t n x t n n n Z= ∈ + ∈x  

Và do đó, erB K∈x G . 

Nếu 
0e rK D∈x  và 0B =x  thì 0=x . 

Do đó, 
0: e r e rB K D K→ G  là một phép đơn ánh. 

Để chứng tỏ B là toàn ánh, ta lấy eru K∈ G  và đặt ( )( )
n Z

u n
∈

=x . 

Khi đó, ( )( ) ( ) ( ) ( ),B t U t n u n u t= =x . 

Ta kiểm tra ( ),pl Z X∈x . 

Điều này suy ra từ (3.13): 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

1, ,

,

p
p

p

n
p pp

l n Z l
n Z n

n n
p p pp p p

L
n Z n Zn n

u n U n t U t n u n dt

C U t n u n dt C u t dt C u

+

∈
∈

+ +

∈ ∈

= = +

≤ = =

∑ ∫

∑ ∑∫ ∫

x

 

Chứng minh Định lý 3.2 

(i) ⇒(ii): 

Dùng Bổ đề 3.9 (iii) và đặt ( )1E Iγ γ= − , ta có: 

  

( )

( )( ) ( )

1 1 1
0 0

1 1 1is , er , .
2

p p
p

p

l L L

L

D B BD B E I B

B d t B K E I B u u Ker E I
B

γ
γ

− −

−

≥ = −

≥ − ≥ − ∈ −

x x x

x x
   (3.14)

 

 

Theo (3.9), ta có thể giả sử rằng ( ), er 2k k
k K

u u u K ikπ
≤

= ∈ −∑ G . 

Sử dụng (3.8) và Bổ đề 3.9 (ii), ta tìm 
( )

0erk K D∈z  thỏa  

( ) ( )( ) ( )2 , , .
kikt

ku t e B t t R k Kπ−= ∈ ≤z  

Chú ý rằng:  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 1er 1,

k k k k

n n n
n Z

z K D z U n n z+
∈

= ∈ ⇒ = +z   

và ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , , 1
k k

nB t U t n z t n n= ∈ +z , n Z∈ .  

Do đó, với C từ (3.13) và dùng (2.35), ta ước lượng (3.14) như sau: 

0
2p p

p

p pp

l L

C
C D B u

B

γ 
≥ −  

 
x x  



( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
1, 1 , 1

2

pp
n

kikt
n n n

n Z k Kn

C
U t n t n x t n U n n x e z dt

B
πγ

α α
+

−
−

∈ ≤

  
= − + − − − −         

∑ ∑∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
11, 1 , 1

2

p
n

kkit
n n n

n Z k Kn

C
U n n t n x t n U n n x e z dt

B
πγ

α α
+

−
−

∈ ≤

  
≥ + − + − − − −    

    
∑ ∑∫

 

Vì ( ) 1tα =  với 
2

,1
3

t
 

∈ 
 

 và ( ) ( ) ( )
11, k k

n nU n n z z ++ = , ta suy ra: 

( ) ( )

( )( ) ( )

( )

1/
1

2
0 1

2/3

1/
1

2
1 1 1

2/3

1/
1

2
0

2/3

1,
2

1,
2

.
2

p

p

p

kikt
n nl

n Z k K

p

kikt
n n n n

n Z k K

p
p

kikt

k K
l

C D U n n x e z dt
B

x x U n n x e z dt
B

D e dt
B

π

π

π

γ

γ

γ

−
+

∈ ≤

−
+ + +

∈ ≤

−

≤

 
≥ + − 

 
 

 
= − − + − 

 
 

 
 = − −
 
 

∑ ∑∫

∑ ∑∫

∑∫

x

x x z

 

Vì 
( )2

0Kerkikt

k

e Dπ− ∈∑ z  với mỗi 
2

,1
3

t
 

∈ 
 

 nên: 

( )

( )

( )
( )

( )

0

1/1

0 0 0

2/3

01/ er

0 01/ 1/

, er
2

inf
2 3

is , er
2 3 2 3

p

p

p

p

p

l

p ly K D

p p l

C D dist D K D dt
B

D
B

d t K D D
B B

γ

γ

γ γ

∈

 
≥ − 

 

= − −

≥ −

∫x x x

x x y

x x

 

Do đó, ( )0 0.Dγ >  

Theo Định lý 2.18, khẳng định (ii) trong Định lý 3.2 được chứng minh xong. 

( ) ( )ii iii :⇒  

Theo Định lý 2.18, ( ) 0γ >G  suy ra ( )0 0Dγ > . 

Với mỗi [ )0,1τ ∈ , từ (3.13), ta có: 

( )

( ) ( ) ( )

1/

1

1/

1

, 1

1, 1, , 1

p

p
p

n nl
n Z

p
p

n n
n Z

C D C x U n n x

U n n x U n n U n n x

τ τ τ

τ τ τ τ

−
∈

−
∈

 
= − + + − 

 

 
≥ + + − + + + + − 

 

∑

∑

x

 

( )( )0 1, 1
p

n n Z l
D U n n xτ − ∈

= + −  



( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

0 1 0

0 1

is , 1 , er

/ 2 , 1
p

n n Z

n n Z l

D d t U n n x K D

D U n n x

γ τ

γ τ

− ∈

− ∈

≥ + −

≥ + − − z
 

với ( ) 0ern n Z
z K D

∈
= ∈z . 

Sử dụng (3.13) một lần nữa, ta được: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1

, 1 ,

, , 1

, 1 .

n n

n n

n n

U n n x U n n z

U n n U n n x z

C U n n x z

τ τ τ

τ τ

τ

−

−

−

+ + − − +

 = + + − − 

≤ + − −

 

Vì ( )( ) 0, er , ern n Z
U n n z K D K Dττ

∈
+ ∈ ∈z  nên theo Bổ đề 3.8 (ii), ta có: 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )

( )

1/

0
1

0

0 0

, 1 ,
2

,
2

is , er .
2 2

p

p

p

pp

n nl

n n Z l

l

D
C D U n n x U n n z

C

D
D U n n z

C

D D
d t K D D

C C

τ

τ

τ τ

γ
τ τ τ

γ
τ

γ γ

−

∈

 
≥ + + − − +  

 

= − − +

≥ −

∑x

x x

x x

 

Khẳng định (iii) trong Định lý 3.2 được chứng minh. 

( ) ( )iii i⇒ : 

Đặt 
[ )

( )
0 ,1

inf 0Dτ
τ

γ γ
∈

= > , ta xét hàm tựa compact liên tục :u R X→ và chú ý rằng tập 

các hàm số này trù mật trong ( ),pL R X . Ta có: 

                      

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )

1
1 , 1 1

.

p

p

n
p p

L
n Z n

p

n Z l

E I u u t U t t u t dt

D u n dτ τ τ

+

∈

∈

− = − − −

= +

∑ ∫

∫

 (3.15) 

Từ Bổ đề 3.8 (i) và (3.13), với bất kỳ pl∈y  và [ )0,1τ ∈ , ta có: 

    

( )

( )( ) ( )( )

( )( )( )

er

1
1 1

er

1
1 0

is , erD inf

inf , 1 , 1

is , 1 , er .

p

p

lK D

n nn Z n ZK D l

n n Z

d t K

C U n n y U n n x

C d t U n n y K D

τ

τ

τ

τ τ

τ

∈

−
− −∈ ∈∈

−
− ∈

= −

≥ + − − + −

≥ + −

x

x

y y x

   (3.16) 

Sử dụng (3.16) với ( )( )
n Z

u nτ
∈

= +y , ta có: 

    

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )1
0

is , er

is , 1 1 , er .

p
n Z n Zl

n Z

D u n d t u n K D

C d t U n n u n K D

τ ττ γ τ

γ τ τ

∈ ∈

−

∈

+ ≥ +

≥ + − + −

 (3.17) 



Tiếp theo, ta chứng tỏ rằng với mỗi [ )0,1τ ∈ , ta có thể chọn ( ) 0er ,n n Z
x K D

∈
= ∈x  ( )τ=x x sao cho 

hàm [ ): 0,1 pl→x  liên tục và thỏa bất đẳng thức sau: 

                          

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

0

.

is , 1 1 , er

1
, 1 1

2 p

n Z

n Z l

d t U n n u n K D

U n n u n

τ τ

τ τ

∈

∈

+ − + −

≥ + − + − − x
 (3.18) 

Để chứng minh điều này, ta xét hàm liên tục [ ]: 0,1 pl→u  định bởi: 

( ) ( ) ( )( ), 1 1
n Z

U n n u nτ τ τ
∈

= + − + −u . 

Theo cách chọn u , các giá trị ( ) [ ], 0,1τ τ ∈u  là các dãy tựa hữu hạn và do đó không thuộc 
0e rK D . 

Đặt: 
[ ]

( )( )0
0,1

inf is , er 0d t K D
τ

ε τ
∈

= >u  và lấy 0η >  thỏa: 

( ) ( )'
10pl

t t
ε

− <u u  

't t η⇒ − < . 

Gọi { }0 0,..., 1nτ τ= =  là một phân hoạch của đoạn [ ]0,1  cỡ η. 

Lấy 
0i K e rD∈y  thỏa ( ) ( )( )0

11
is , er

10
i i id t K Dτ τ− <u y u . 

Định nghĩa một hàm hằng từng khúc 
0x  định bởi: 

( ) [ )0 1, ,i i iτ τ τ τ += ∈x y . 

Khi đó, với [ )1, , 0,..., 1i i i nτ τ τ +∈ = − , ta có: 

                   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

( )( )

0 0

0

0

11
is , er
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11
is , er

10 10 10

3
is , er .
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i id t K D

d t K D

d t K D

τ τ τ τ τ

ε ε
τ

τ

− ≤ − +

 
≤ + + 

 

≤

u x u u u

u

u

 (3.19) 

Mở rộng u và 
0x  trên [ )1, 2 , với ( )0,1δ ∈ , ta xét hàm x liên tục trên [ ]0,1 , định bởi: 

( ) ( )0

1
s ds

τ δ

τ

τ
δ

+

= ∫x x . 

Sử dụng (3.19), với [ )0,1τ ∈ , ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1

1 1

s ds

s s ds s ds

τ δ

τ

τ δ τ δ

τ τ

τ τ τ
δ

τ
δ δ

+

+ +

− ≤ −

≤ − + −

∫

∫ ∫

u x u x

u x u u

 



( )( )
[ ]

( ) ( )0
,

1 3
is , er sup

2 s

d t s K D ds s
τ δ

τ τ δτ

τ
δ

+

∈ +

≤ + −∫ u u u  

Chọn δ sao cho: ( )( ) ( )( )0 0

1 3 3
is , er is , er

2 2 4
d t s K D ds d t K D

τ δ

τ

ε
τ

δ

+

< +∫ u u   

và 
[ ]

( ) ( )
,

sup
s

s
τ τ δ

τ
∈ +

−u u
4

ε
< , ta được: 

( ) ( ) ( )( ) [ )02 , er , 0,1dist K Dτ τ τ τ− ≤ ∈u x u , ta có: 

     

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

, 1 1
2

, , 1 1
2

, 1 1 ,
2

p p

p

p

nn Z n Zl l

n
n Z l

n n Z l

C D u n U n n u n x

U n n U n n u n x
C

U n n u n U n n x
C

τ

γ
τ τ τ

γ
τ τ τ

γ
τ τ τ τ

∈ ∈

∈

∈

+ ≥ + − + − −

 ≥ + + − + − − 

= + + − + − − +

 

                              

( )( ) ( )( )1 .
2 p

n Z l

E u n n
C

γ
τ ω τ

∈
= + − +

   

(3.20) 

Vì ( )1Ker E Iω ∈ −  nên khẳng định (i) trong Định lý 3.2 được chứng minh. □ 

 

 

 



 

KẾT LUẬN 

 

 

             Qua việc hoàn thành luận văn, tác giả đã bắt đầu làm quen với việc nghiên cứu một cách có 

hệ thống, có phương pháp và định hướng rõ ràng. Luận văn đã xây dựng đầy đủ các kiến thức chuẩn 

bị, hệ thống các bổ đề, định lý để đi đến chứng minh chặc chẽ các định lý lưỡng phân, tính chất 

Fredholm của nửa nhóm tiến hóa ( ){ }, , ,
t

U t t R
τ

τ τ
≥

∈  liên kết với phương trình tuyến tính chỉnh, 

không tự sinh ( ) ( ) ( )' .u t A t u t= trên không gian Banach X. Nội dung chính của luận văn là chương 2 

và chương 3. Định lý lưỡng phân được chứng minh trong Chương 2. Tính chất Fredholm được trình 

bày trong Chương 3. Các kết quả trong luận văn này hoàn toàn mới đối với tác giả, tuy nhiên với sự 

hiểu biết hạn chế, tác giả rất mong được học hỏi từ sự đóng góp và chỉ bảo của Quý Thầy Cô trong 

và ngoài hội đồng. 
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