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LỜI CẢM ƠN 

 Lời đầu tiên, tôi xin kính gửi đến Thầy PGS. TS Lê Hoàn Hóa lời cảm ơn sâu sắc và chân 

thành nhất vì sự tận tình giúp đỡ và chỉ bảo của Thầy dành cho tôi trong suốt thời gian làm luận 

văn. 

 Tôi cũng xin chân thành cảm ơn Quí Thầy Cô trường Đại học Sư Phạm Thành phố Hồ 

Chí Minh, trường Đại học Khoa Học Tự Nhiên Thành phố Hồ Chí Minh và  trường Đại học 

Tôn Đức Thắng đã tận tình giảng dạy và hướng dẫn tôi trong suốt khóa học. 

 Tôi xin chân thành cảm ơn Quí Thầy Cô Phòng Khoa học-Công nghệ và Sau Đại học 

trường Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh đã tạo mọi điều kiện thuận lợi cho tôi trong 

suốt quá trình học tập và hoàn thành luận văn. 

 Tôi xin kính gửi đến UBND tỉnh Tiền Giang, Sở Nội vụ, Sở Giáo Dục và Đào Tạo Tiền 

Giang, Ban Giám Hiệu trường THPT Chợ Gạo lời cảm ơn chân thành vì đã giúp đỡ và tạo mọi 

điều kiện thuận tiện để tôi học tập và nghiên cứu. 

 Tôi cũng xin chân thành cảm ơn Quí Thầy Cô trường THPT Chợ Gạo và đặc biệt là các 

Thầy trong Tổ Toán; các bạn học viên cao học Toán K18 đã luôn động viên, khuyến khích và 

giúp đỡ tôi trong thời gian học tập và làm luận văn. 

 Sau cùng tôi xin kính gửi đến gia đình tôi cùng những người thân tất cả tình cảm yêu 

thương nhất và lòng tri ơn sâu sắc nhất, nơi đã tạo cho tôi niềm tin và nghị lực và là chỗ dựa 

vững chắc nhất giúp tôi hoàn thành luận văn này. 

 Vì kiến thức bản thân còn hạn chế nên luận văn sẽ khó tránh khỏi những thiếu sót. Rất 

mong được sự nhận xét và chỉ bảo của Quí Thầy Cô và sự góp ý chân thành của các bạn đồng 

nghiệp. 



LỜI CAM ĐOAN 

 

 

 Mặc dù trong quá trình làm luận văn này, tôi đã nghiên cứu, tìm hiểu và tham khảo ở 

sách vở, các bài báo toán học của các tác giả và luận văn của các khóa trước, tôi có sử dụng một 

số kết quả đã được chứng minh để hoàn thành luận văn của mình nhưng tôi xin cam đoan không 

sao chép các luận văn đã có và tôi xin hoàn toàn chịu mọi trách nhiệm với lời cam đoan của 

mình. 

 



MỞ ĐẦU 

  

 

 

1. Lý do chọn đề tài: 

 Lý thuyết ổn định là một trong những đề tài được rất nhiều tác giả nghiên cứu. Tuy 

nhiên đề tài này rất rộng nên trong bài viết của mình tôi chỉ muốn tìm hiểu và nghiên cứu về 

tính ổn định lũy thừa của họ tiến hóa q-tuần hoàn các toán tử tuyến tính bị chặn 

  , : 0U U t s t s    và nửa nhóm tiến hóa   : 0T T t t  bởi vì các kết quả của nó có 

liên quan đến nghiệm của bài toán Cauchy: 

     

 

' , 0

,

u t A t u t t s

u s x x X

   


 
 

 

2. Mục đích:  

 Trong luận văn này, chúng tôi sẽ nghiên cứu về tính ổn định lũy thừa của họ tiến hóa q-

tuần hoàn các toán tử tuyến tính bị chặn, tính ổn định lũy thừa của nửa nhóm tiến hóa và đặc 

trưng tích phân cho tính ổn định lũy thừa của các nửa nhóm và các họ tiến hóa trên không gian 

Banach. 

 3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu:  

 Toàn bộ luận văn được trình bày gồm các chương mục sau: 

  Phần mở đầu giới thiệu về lý do chọn đề tài, mục đích, đối tượng và phạm vi 

nghiên cứu cùng với ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài. 

 

  Chương 1 trình bày các kiến thức chuẩn bị, bao gồm các ký hiệu được sử dụng 

trong luận văn, khái niệm về họ tiến hóa các toán tử tuyến tính bị chặn trên không gian Banach 

và các kết quả thừa nhận. 



 

  Chương 2 nhằm nghiên cứu và trình bày về tính ổn định lũy thừa của họ tiến hóa 

các toán tử tuyến tính bị chặn trên không gian Banach, gồm các mục cụ thể sau: 

Mục 2.1: Trích từ bài báo [1], nghiên cứu và trình bày về định lí ánh xạ phổ cho nửa nhóm tiến 

hóa các hàm tuần hoàn xác định trên nửa đường thẳng. 

Cho X là một không gian Banach phức. 

Chúng ta cũng sẽ chứng minh nửa nhóm tiến hóa   : 0T T t t   trên  ,oAPP X  là liên 

tục mạnh. Sau đó chúng ta chứng minh một vài tính chất tổng quát của nửa nhóm tiến hóa và 

chỉ ra một số ứng dụng trong lý thuyết bất đẳng thức. 

 

Mục 2.2: Trích từ bài báo [2], nghiên cứu và trình bày về tính ổn định lũy thừa của họ tiến hóa 

q-tuần hoàn các toán tử tuyến tính bị chặn trên không gian Banach. Trong đó, chúng ta chứng 

minh rằng một họ tiến hóa q-tuần hoàn   , : 0U U t s t s    của các toán tử tuyến tính 

bị chặn là ổn định lũy thừa đều nếu và chỉ nếu 

       
0 0

sup , , , , ,
t

i
q

t

e U t f d M f f P X     




           

(f là hàm liên tục và q-tuần hoàn trên  ) 

Mục 2.3: Trích từ bài báo [3], nghiên cứu và trình bày về các đặc trưng tích phân cho tính ổn 

định lũy thừa của các nửa nhóm và các họ tiến hóa trên không gian Banach. Cụ thể, cho 

  ,
t s

U U t s
 


0

 là một họ tiến hóa bị chặn lũy thừa và liên tục mạnh trên X; J là hàm không 

âm xác định trên nón dương tất cả các hàm bị chặn địa phương nhận giá trị thực trên 

 : ;  0 . Khi đó chúng ta chứng minh họ U  là ổn định lũy thừa đều nếu với mọi x X , 

ta có: 

  sup .,
s

J U s s x


  
0

 

 



  Phần cuối cùng là kết quả thu được trong luận văn. Sau cùng là phần tài liệu tham 

khảo. 

 Trong luận văn, một số kết quả sử dụng sẽ được phát biểu dưới dạng định lí hoặc bổ đề 

không chứng minh.  

 

4. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài:  

 Kết quả về tính ổn định lũy thừa đều của họ tiến hóa có liên quan đến tính ổn định tiệm 

cận đều của nghiệm bài toán Cauchy tuyến tính chỉnh và không tự sinh: 

     

 

' ,

,

u t A t u t t s

u s x x X

   


 

0

 

 Trong trường hợp tự sinh, chẳng hạn khi    ,U t s T t s   với   
t

T t
0

 là nửa nhóm 

tiến hóa liên tục mạnh thì ta nhận được các định lí của Datko, Littman, Neerven, Pazy và 

Rolewicz: định lí Datko-Pazy, … 



Chương 1: KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

 

 

1.1 MỘT SỐ KÝ HIỆU 

 

Cho X là không gian Banach phức và L(X) là đại số Banach của tất cả các toán tử tuyến 

tính trên X, ( )A L X . 

Các ký hiệu: 

  là tập hợp các số thực không âm. 

.  là chuẩn của vectơ và toán tử.   

 A  là phổ của toán tử tuyến tính A trên X. 

   : \A C A   là tập giải của A. 

Bán kính phổ của A là     : sup :r A A    . 

Biên của phổ:       : sup Re :s A A    . 

BUC( I, X),  ,I     là không gian Banach tất cả các hàm liên tục đều, bị chặn 

trên I và nhận giá trị trong X với chuẩn sup. 

AP( I, X) là bao đóng tuyến tính trong BUC( I, X), là tập gồm các hàm: 

: , ,i tt e x I X x X      

BUC(  , X) là không gian tất cả các hàm liên tục đều trên đường thẳng thực, bị 

chặn và lấy giá trị trong X cùng với chuẩn sup. 

 ,oC X  là không gian con của BUC(  , X) gồm tất cả các hàm f  thỏa mãn: 

 lim 0
t

f t


 . 



AP( , X) là không gian gồm hầu hết tất cả các hàm tuần hoàn, đó là không gian 

con đóng bé nhất của BUC( , X) bao gồm các hàm có dạng: .    , ,i tt e x x X     . 

 ,oAAP X  là không gian tất cả các hàm h sao cho: h(0) = 0 và tồn tại 

 ,of C X  ,  ,g AP X   sao cho: h = f + g. 

 ,ooC X  là không gian con của  ,oC X  bao gồm tất cả các hàm f sao cho 

f(0) = 0. 

Pq( I, X) là tập gồm tất cả các hàm liên tục :f I X  sao cho: 

   f t q f t   với bất kỳ t I  và một q nào đó, q > 0. 

 ,o
qP X  là không gian tất cả các hàm f trên  , nhận giá trị trong X, q-tuần 

hoàn sao cho: f(0) = 0. 

1.2 KHÁI NIỆM HỌ TIẾN HÓA  

 

1.2.1 Định nghĩa 1:  

Cho q > 0 và   2, : 0t s t s     . 

Một ánh xạ  :U L X   được gọi là một họ tiến hóa của các toán tử tuyến tính 

bị chặn trên X nếu: 

       , , , , 0i U t s U t r U r s t s r     . 

   ,ii U t t id (id là ánh xạ đồng nhất trên X). 

       , , , :iii x X t s U t s x L X     liên tục. 

Nếu họ tiến hóa U thỏa mãn thêm điều kiện: 

     , , , 0iv U t q s q U t s t s      . 

thì U được gọi là họ tiến hóa q-tuần hoàn. 

 

1.2.2 Định nghĩa 2: 



Một họ tiến hóa U được gọi là bị chặn lũy thừa nếu tồn tại   và 0M   sao 

cho: 

   , , 0 t sU t s M e t s


     (1) 

Một họ tiến hóa U được gọi là ổn định lũy thừa nếu (1) thỏa với một số âm   nào 

đó. 

 

1.2.3 Các kết quả thừa nhận: 

 1.2.3.1 Kết quả 1: 

Nếu họ tiến hóa U thỏa điều kiện: 

   , ,0 , 0U t s U t s t s      

thì họ     , 0 : 0T U t t L X    là nửa nhóm liên tục mạnh trên X. 

 

1.2.3.2 Kết quả 2: 

Cho   
0t

T T t


  là nửa nhóm liên tục mạnh trên không gian Banach X và 

tồn tại  1;p   sao cho với mỗi x X  có: 

   
0

,
p

T t x dt M p x


     (2) 

thì T ổn định lũy thừa.  

 

1.2.3.3 Kết quả 3: 

Cho   
0t

T T t


  là nửa nhóm liên tục mạnh trên không gian Banach X. 

Nếu tồn tại hàm liên tục không giảm    : 0; 0;     sao cho   0t   với 

mọi t > 0 và nếu 



    
0

: ,T t x dt M x x X


       (3) 

thì nửa nhóm T ổn định lũy thừa. 

 

1.2.3.4 Kết quả 4: 

Nửa nhóm liên tục mạnh T trên X là ổn định lũy thừa đều nếu tồn tại một 

không gian Banach E trên  0;    có tính chất  0;
lim 1

tt E
   sao cho 

 . ,T x E x X   . 

 

1.2.3.5 Kết quả 5: 

Cho U =   , :U t s t s   là một họ tiến hóa bị chặn lũy thừa và liên 

tục mạnh của các toán tử tuyến tính bị chặn trên X. 

Với mỗi 0t   và  ,oF C X  , hàm 

      ( ) : , :s T t F s U s s t F s t X      thuộc  ,oC X  và họ 

  : 0T T t t   là nửa nhóm liên tục mạnh trên  ,oC X . 

 

1.2.3.6 Kết quả 6: 

Nếu U =   , :U t s t s   là một họ tiến hóa q-tuần hoàn, 0t   và 

 ,G AP X   thì hàm       ( ) : , :s S t G s U s s t G s t X      

thuộc  ,AP X  và họ một tham số   : 0S S t t   là nửa nhóm liên tục 

mạnh trên  ,AP X .  

 

1.2.3.7 Kết quả 7: 



Cho   
0t

T T t


  là nửa nhóm liên tục mạnh trên X và AT là phần tử sinh 

vô cùng bé của nó. 

Nếu  
0 0

sup , ,
t

i

t

e T d x X   


        thì 

    : Re 0TA C z z     . 



Chương 2: TÍNH ỔN ĐỊNH LŨY THỪA CỦA HỌ TIẾN 

HÓA 

 

2.1 ĐỊNH LÍ ÁNH XẠ PHỔ CHO NỬA NHÓM TIẾN HÓA 

CÁC HÀM TUẦN HOÀN XÁC ĐỊNH TRÊN NỬA ĐƯỜNG 

THẲNG 

 

2.1.1 Bổ đề 1: 

Cho   : 0T T t t   là nửa nhóm liên tục mạnh và  :A D A X X   là hàm 

sinh vô cùng bé của nó. Nếu T là ổn định đều, nghĩa là tồn tại một hằng số dương M sao 

cho: 

 
0

sup
t

T t M


    

thì: 

   
2 2 2 24 ,A x M A x x x D A   . (4) 

 

Chứng minh: 

Xem trong [4]. 

 

 2.1.2 Bổ đề 2: 

Cho nửa nhóm   : 0T T t t   được mô tả như sau: 

Với mỗi  ,oh APP X   và mọi 0t  , ta định nghĩa  

   
   ,  , 

0  ,  0

U s s t h s t s t
T t h s

s t

   
    

 
  (5) 



Khi đó nửa nhóm   : 0T T t t   xác định trên ( ,  )oAAP X  và liên tục mạnh. 

Nửa nhóm này được gọi là nửa nhóm tiến hóa liên hợp với U trong không gian 

( ,  )oAAP X . 

 

Chứng minh: 

Giả sử h = f + g với  ,of C X   và ( , )g AP X   sao cho: h(0) = 0.  

Lấy   ,oF C X   và ( ,  )G AP X   sao cho F(s) = f(s) và G(s) = g(s), 

0s  . 

Với mỗi 0t   ta có: 

         [0, ) [ , ) [0, )1 1 1t tT t h S t G T t f S t G    . 

với   
0t

S t


 là nửa nhóm tiến hóa trên AP( , X) và 1J là hàm đặc trưng trên khoảng J. 

Đặt:  

 

   
1 [0, )

1 [ , ) [0, )

1

1 1t t

g S t G

f T t f S t G







   

thì  1 ,of C X   và 1 ( ,  )g AP X  ,   1 1 0 0g f  . 

Vì thế T(t) được xác định trên ( ,  )oAAP X  với mọi 0t  . 

Hơn nữa, ( ,  )oh AAP X    ta có: 

     
 

   
0 0,

sup sup sup
s s t s t

T t h h T t h h s T t h h s
  

      

     

   
 

    

 
 

0,

0,

sup sup

                                   sup

s t s t

s t

S t G G s T t F F s

h s

 



   

  



     

 
 

 
 

 
 

0, ,

0,

                               sup

AP X C X

s t

S t G G T t F F

h s


   



 

  

Vậy  
AA P ( , X )

0       0
o

T t h h khi t


  


, tức là nửa nhóm T liên tục 

mạnh. 

 

 2.1.3 Bổ đề 3: 

Cho   , :U U t s t s    là một họ tiến hóa q-tuần hoàn của các toán tử tuyến 

tính bị chặn trên X,   : 0T T t t   là nửa nhóm tiến hóa liên hợp với U trên không gian 

( ,  )oAAP X , được cho trong (5) và (A, D(A)) là phần tử sinh vô cùng bé của nó. Cho 

, ( ,  )ou f AAP X  .Hai phát biểu sau là tương đương: 

 

     
0

1). ,

2). , , 0
t

u D A Au f

u t U t s f s ds t

  

    

 

Chứng minh: 

1) 2) : Giả sử Au =  –  f. 

Với mỗi 0t  , ta có:  

   
0

t

T t u u T Aud     

  Do đó:  

         
0

t

u t T t u t T Aud t 
 

   
 
  



         
0

,0 0 ,
t

U t u U t t Au t d       

   
0

,
t

U t t f t d      

   
0

,
t

U t f d    . 

2) 1) : Giả sử , ( ,  )ou f AAP X   và u thỏa:  

     
0

, , 0
t

u t U t s f s ds t   . 

Lấy t > 0 cố định. 

Nếu s t , ta có: 

     , ( ) ( )T t u u s U s s t u s t u s        

       
0 0

, ,
s s t

U s f d U s f d     


    

   
0

,
t

U s s r f s r dr    

   
0

t

T r fdr s
 

  
 
 . 

Nếu 0 s t  , ta có: 

    ( )T t u u s u s    

   
0

,
s

U s f d     

   
0

,
s

U s s r f s r dr    



   
0

s

T r fdr s
 

  
 
  

   
0

t

T r fdr s
 

  
 
  

Từ đó suy ra:    T t u u s     
0

t

T r fdr s
 

  
 
  

Vậy   ,u D A Au f   . 

 

2.1.4 Định lí 1: 

Cho U, T và (A, D(A)) như trong bổ đề 3. Năm phát biểu sau là tương đương: 

(i) U là ổn định lũy thừa đều.   

(ii) A là một toán tử khả nghịch. 

(iii) Với mọi ( ,  )of AAP X  , hàm      
0

, 0 ,
t

ft u t U t s f s ds   

thuộc ( ,  )oAAP X . 

(iv) Với mọi ( ,  )of AAP X  , hàm  .,0fu  bị chặn trên  .  

(v) Với mọi  ,o
qf P X   và   , hàm    

0

,
t

i st U t s e f s ds

  

bị chặn trên  . 



Chứng minh: 

    :i ii   

Đặt: : ( ,  )oAAP X   . 

Khi đó:  

 
 

    T t sup sup , : 1
L

s t

U s s t h s t h




     

  sup sup : 1t

s t

M e h s t h
 



    

, 0tM e t
    

Vì thế:  
 ln

lim 0o
t

T t
T

t
 


   . 

Theo lý thuyết nửa nhóm tuyến tính tổng quát ta suy ra  0 A  và do đó 

A là toán tử khả nghịch. 

    :ii iii   

Vì A khả nghịch nên phương trình Au = – f  có nghiệm 

     
0

,
t

u t U t s f s ds  , với  u D A , ( ,  )of AAP X  . 

Từ đó suy ra    0,fu t u t  và do đó hàm 

     
0

, 0 ,
t

ft u t U t s f s ds   thuộc ( ,  )oAAP X . 

   iii iv :  

Đặt    : , ,0f f fu X u t u t   , ta có: 

( ,  )f ou AAP X   nên hàm  .,0fu  bị chặn trên  .   



    :iv v  

 Lấy h = 0 + g với ( ,  )g AP X  ,    i sg s e f s  và  0 ( ,  )oC X  . 

Suy ra: ( ,  )oh AAP X   

Do đó: hàm    
0

,
t

i st U t s e f s ds

     
0

,
t

U t s g s ds   

   
0

,
t

U t s h s ds     

bị chặn trên  . 

    :v i    

Vì     
0

,
t

i st U t s e f s ds

  bị chặn trên  với mọi 

 ,o
qf P X   và với mọi    nên 

     
0 0

sup , , , ,     
t

i s o
q

t

e U t s f s ds f P X 




        (6) 

Đặt   ,0 , , 0,1,....V U q x X n    và  ,o
qg P X   sao cho: 

       ,0 , 0,g s s q s U s x s q     

Từ (6), cho t = (n+1)q ta được: 

    
( 1)

0

sup 1 , ,     
k qn

i s

n k kq

U n q s e g s ds 




 

     


 (7) 

Theo (iv) của định nghĩa họ tiến hóa q-tuần hoàn ta suy ra: 

     , , , , 0,U pq q pq u U q u p u q        và 

     1, 1 ,0 , , ,pU pq jq U p q V p j p j         . 

Bây giờ, với mọi k = 0, 1, …ta có: 



    
( 1)

1 ,
k q

i s

kq

U n q s e g s ds


  

         
( 1)

1 , 1 1 ,
k q

i s

kq

U n q k q U k q s e g s ds


     

    ( )1 ,
q

n k i u kq

o

V U k q u kq e g kq u du       

   

     , ,0
q

i kq n k i u

o

e V e u q u U q u U u xdu    

  1

q

i kq i u n k

o

e e u q u du V x    
 

   
 
  

  ( 1) ( 1) 1, i n q i n k q n kM q e e V x         

 Trong đó:    , 0
q

i u

o

M q e u q u du    . 

Thay vào (7) ta được: 

1

0

sup
n

i jq j

n j

e v




 

 


,  

tức là r(V) <1 và U là ổn định lũy thừa. 

 

2.1.5 Định lí 2: 

Cho U là một họ tiến hóa, q-tuần hoàn của các toán tử tuyến tính bị chặn trên 

không gian Banach X. Khi đó nửa nhóm tiến hóa T trên ( ,  )oAAP X  thỏa mãn định lý 

ánh xạ phổ, tức là: 



      \ 0 , 0t Ae T t t   . 

Hơn nữa:       : ReA s A      và 

      : , 0T t r T t t       . 

 

Chứng minh: 

Lấy  A   và    sao cho Re Re  . 

Vì A Id  là phần tử sinh của nửa nhóm tiến hóa   
0

t

t
T e T t





  trên A  cảm 

sinh bởi họ tiến hóa 
    

0
,t s

t s
U e U t s


 

 
 .  

Theo định lí 1 suy ra rằng U  và do đó U   ổn định lũy thừa, điều này tương đương 

A Id  khả nghịch, tức là  A  . 

Do đó       : ReA s A      là nửa mặt phẳng bên trái. 

Nếu  Re s A   thì theo định lí 1 họ tiến hóa U  là ổn định lũy thừa và vì thế 

nửa nhóm tiến hóa T  được cảm sinh cũng ổn định lũy thừa.  

Đặc biệt,    1tr e T t  , tức là:    Re .tr T t e   với t > 0.  

Vì vậy,     . , 0s A tr T t e t  .  

Cùng với định lí bao hàm phổ 
     , 0t Ae T t t    suy ra rằng 

   , 0T t t   là một cái đĩa và định lí ánh xạ phổ được thỏa.  



2.1.6 Định lí 3:  

Cho   , : 0U U t s t s    là một họ tiến hóa, q-tuần hoàn của các toán tử 

tuyến tính bị chặn trên X, : ( ,  )of AAP X    . Giả sử hai điều kiện sau được 

thỏa: 

(i)      
.

0

.,0 .,fu U s f s ds   thuộc  . 

(ii)        
.

0

. . .,fv s U s f s ds   thuộc  . 

Nếu   sup , : 0U t s t s M       

thì    2., 0 4 .      f fu M f v
 

 (8) 

 

Chứng minh: 

Giả sử T là nửa nhóm tiến hóa liên hợp với U trên không gian   và (A, D(A)) là 

phần tử sinh vô cùng bé. 

Theo kết quả của bổ đề 3 thì  .,0fu  thuộc D(A) và  .,0fAu f  . 

Theo định lý Fubini, ta có: 

     
0

, ,0 , 0
t

f fv t U t r u r dr t   . 

Suy ra:    2.fv D A  và  2 .fA v f ( bổ đề 3). 

Theo bổ đề 1 ta có bất đẳng thức (8). 

 

Với  ,U t s I , định lý 3 có thể được tổng quát lên như sau: 

2.1.7 Mệnh đề: 



Cho f là hàm khả tích Bochner địa phương trên  , nhận giá trị trong X; g, h là các 

ánh xạ trên   được cho bởi: 

   
0

:
t

g t f s ds   và      
0

:
t

h t t s f s ds  . 

Nếu    1sup : 0f t t M     và    3sup : 0h t t M     thì 

 
2

1 34 , 0g r M M r   .   (9) 

 

Chứng minh: 

Với mọi 0t   và bất kỳ hàm F trên    nhận giá trị trong X, xét hàm Ft được cho 

bởi: 

 
                  ,

0                           , 0
t

F s t s t
F s

s t

  
 

 
 

Ta có: 

* Với 0 r t   thì            
0 0

r r

th r h r tg r tf s ds r s f s ds       

   
0

r

t r s f s ds    

   
0

r

t f r d      

   
0

r

t f r d    

Lấy chuẩn hai vế ta được: 

  3 12
, 0

2

M tM
g r t

t
    . 

* Với r t  thì  



           th r h r tg r h r t h r tg r        

         
0 0 0

r t r r

r t s f s ds r s f s ds tf s ds


         

       
0 0

r t r

r t s f s ds r t s f s ds


        

   
r t

r

r t s f s ds


    

   
0

t

t f r d      

   
0

t

t f r d    

Lấy chuẩn hai vế ta được: 

  3 12
, 0

2

M tM
g r t

t
    .    

 Như vậy cả hai trường hợp ta đều có : 

  3 12
, 0

2

M tM
g r t

t
    . (10) 

Nếu M1 = 0 hoặc M3 = 0 thì g = 0 và (9) thỏa. 

Nếu M1 > 0 và  M3 > 0 thì (9) có thể nhận được từ (10) với 3 14t M M . 

 



2.2 TÍNH ỔN ĐỊNH LŨY THỪA CỦA HỌ TIẾN HÓA q-

TUẦN HOÀN CÁC TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH BỊ CHẶN 

TRÊN KHÔNG GIAN BANACH 

 

2.2.1 Bổ đề 4: 

Một họ tiến hóa q-tuần hoàn U trên X tăng theo lũy thừa, tức là có   và M 

>1 sao cho: 

   , , 0      
t s

U t s Me t s
 

    (11) 

Họ tiến hóa U được gọi là ổn định lũy thừa nếu có 0   và M >1 sao cho (11) 

thỏa.  

Đặt:    ,0V U q L X  . 

 

2.2.2 Bổ đề 5: 

Một họ tiến hóa q-tuần hoàn U là ổn định lũy thừa nếu và chỉ nếu r(V) <1. 

Chứng minh của  bổ đề 4 và bổ đề 5 có thể xem trong [6, Định lí 6.6]. 

 

2.2.3 Bổ đề 6: 

Cho ( )T L X . Nếu 
0

sup ,
n

i k k

n k

e T M
 

 

    


   

thì r(T) <1.  

Chứng minh: 

Chúng ta sử dụng đồng nhất: 

   1 1

0

     
n

i ni k k i n

k

e T e T Id e T Id
   



   (12) 

Từ (12) suy ra: 



   1 1

0

 
n

i n n i k k i

k

e T Id e T e T Id   



    

 
0

1 sup 1
n

i k k

n k

e T T

 

  
  

 1 1 ,      M T n     (13) 

Do đó:     1 11lim lim 1 1 1n nn

n n
r T T M T

 

 
      . 

Giả sử  1 T .  

Khi đó với m = 1, 2, … tồn tại mx X  với 1mx   và   0mId T x   khi 

m   (xem [7, Mệnh đề 2.2]). 

Từ (13) ta có:  k
mT Id T x  hội tụ đều về 0 khi m  ( với k  ). 

Lấy , 2 oN N M   và m  sao cho: 

 
1

, 0,1,....,
2

k
mT Id T x k N

N
    

Khi đó: 

 
1

1 0

 

N k
j

o m m m
k j

M x x T T Id x


 

 
    

 
 

 

       
   

1

1 0

1
N k

j
m m

k j

N x T T Id x


 

     



 
 1

     1
4

     
2

o

N N
N

N

N
M


  

 
 

Mâu thuẫn này dẫn đến  1 T . 

Từ đó dễ thấy   ,ie T     . 

Vậy r(T) <1. 

 

2.2.4 Định lí 4: 

Cho   
0

,
t s

U U t s
 

  là một họ tiến hóa q-tuần hoàn trên không gian Banach 

X. Nếu      
0 0

sup , , , ,     
t

i
q

t

e U t f d f P X    




        (14)  thì U là ổn 

định lũy thừa.  

 

Chứng minh: 

Lấy  ,0 , , 0,1,....V U q x X n    và  ,qg P X   sao cho: 

       ,0 , 0,g q U x q         

Từ (14), cho t = (n+1)q ta được: 

    
( 1)

0

sup 1 , ,     
k qn

i

n k kq

U n q e g d   




 

     


 (15) 

Theo (iv) của định nghĩa họ tiến hóa q-tuần hoàn ta suy ra: 

     , , , , 0,U pq q pq u U q u p u q        và 

    , , 0U pq jq U jq p j q jq     



  , 0U p j q   

1, , ,pV p j p j        

Bây giờ, với mọi k = 0, 1, …ta có: 

    
( 1)

1 ,
k q

i

kq

U n q e g d  


  

         
( 1)

1 , 1 1 ,
k q

i

kq

U n q k q U k q e g d  


     

    ( )1 ,
q

n k i u kq

o

V U k q u kq e g kq u du       

   
     , ,0

q

i kq n k i u

o

e V e u q u U q u U u xdu      

   ,0
q

i kq n k i u

o

e V e u q u U q xdu      

  1

q

i kq i u n k

o

e e u q u du V x    
 

   
 
  

  ( 1) ( 1) 1, i n q i n k q n kM q e e V x         

 Trong đó:    , 0
q

i u

o

M q e u q u du    . 

Thay vào (15) ta được: 

  ( 1) ( 1) 1

0

sup , ,     
n

i n q i n k q n k

n k

M q e e V x       

 

   


  



Suy ra:  

( 1) 1

0

sup ,     
n

i n k q n k

n k

e V    

 

   


  

hay là: 

1

0

sup
n

i jq j

n j

e v




 

 


,  

tức là r(V) <1 và U là ổn định lũy thừa.  

 

2.2.5 Hệ quả 1: 

Một họ tiến hóa q-tuần hoàn U trên X là ổn định lũy thừa đều nếu và chỉ nếu: 

     
0 0

sup , , ,
t

t

U t f d f AP X   


      

Chứng minh: 

Xem trong [8] và [9]. 

 

Cuối cùng, ta có kết quả cho các họ tiến hóa trên đường thẳng: 

Cho   , :U U t s t s    là họ tiến hóa q-tuần hoàn trên  . 

Sử dụng ký hiệu như phần 2.1 với   thay bởi  , các biến s và t lấy giá trị trong  . 

Xét nửa nhóm tiến hóa T  liên hợp với U trên không gian  ,AP X .  Nửa nhóm này là nửa 

nhóm liên tục mạnh. 

 



2.2.6 Hệ quả 2: 

Cho   , :U U t s t s   là họ tiến hóa q-tuần hoàn của các toán tử tuyến tính bị 

chặn trên X và T  là nửa nhóm tiến hóa liên hợp với U trên không gian  ,AP X . 

Khi đó U là ổn định lũy thừa đều nếu và chỉ nếu: 

     
0 0

sup , , ,
t

i
q

t

e T fd t f P X
    



 
      

 
   Chứng 

minh: 

Với t >0 ta có: 

       

   

0 0

0

,

                                 ,

t t
i i

t
i t i

e T fd t e U t t f t d

e e U t f d

 


 

    

  

 
   

 



 


 

Theo định lý 4 ta có hạn chế Uo của U trên tập   , : 0t s t s   là ổn định lũy 

thừa đều.  

Lấy N >0 và 0  sao cho:    , , 0t sU t s Ne t s     . 

Khi đó với mọi số thực u và v mà u >v ta có:  

     , , ,u vU u v U u nq v nq Ne        

trong đó n  sao cho 0v nq  . 

Vậy U là ổn định lũy thừa đều. 



2.3 ĐẶC TRƯNG TÍCH PHÂN CHO TÍNH ỔN ĐỊNH LŨY 

THỪA CỦA CÁC NỬA NHÓM VÀ CÁC HỌ TIẾN HÓA 

TRÊN KHÔNG GIAN BANACH  

 

2.3.1 Một sự tổng quát hóa của định lí DATKO-PAZY 

2.3.1.1 Bổ đề 7: 

Cho T = { T(t): 0t  } là nửa nhóm bị chặn địa phương trên một không gian 

Banach X. Nếu với mỗi x X  tồn tại t(x) > 0 sao cho T(t(x))x = 0 thì T là ổn 

định lũy thừa đều. 

 

Chứng minh: 

Dễ thấy T bị chặn đều.  

Thật vậy, nếu T không bị chặn đều thì tồn tại dãy các số thực dương (tn) với 

nt    sao cho  nT t   . 

Theo định lí bị chặn đều suy ra tồn tại x X  sao cho  nT t x  . Điều 

này trái với giả thiết. 

Vậy T bị chặn đều. 

Với v > 0 ta có nửa nhóm {evtT(t)} thỏa giả thiết bổ đề 7 và bị chặn đều. 

Từ đó suy ra:   , 0 vtT t Me t    

 Vậy T ổn định lũy thừa đều. 

 

2.3.1.2 Bổ đề 8: 

Cho T = { T(t): 0t  } là nửa nhóm bị chặn địa phương sao cho với mỗi 

x X  ánh xạ  t T t x  liên tục trên  0; . Nếu tồn tại số dương h và 0 < 



q < 1 sao cho với mọi x X  tồn tại    0;t x h  với   T t x x q x  thì 

nửa nhóm T là ổn định lũy thừa.  

 

Chứng minh: 

Lấy x X  cố định và  1 0;t h  sao cho  1T t x q x  Khi đó tồn tại 

 2 0;t h  sao cho: 

   2 1 1T t t x q T t x   

     
2q x . 

Suy ra tồn tại dãy (tn) với 0 nt h   sao cho: 

   n
nT s x q x , trong đó: 1: ...n ns t t   . 

Nếu ns    thì với mỗi  1;n nt s s   ta có t < (n + 1)h và  

 
ln( )

ln( )
q

n q hT t x Mq x Me e x    

và do đó T ổn định lũy thừa.  

Nếu dãy  ns  bị chặn, gọi t(x) là giới hạn của dãy  ns . Do tính liên tục 

nên suy ra T(t(x)) = 0 và theo bổ đề 7 suy ra T ổn định lũy thừa. 

 

2.3.1.3 Định lí 5: 

Gọi   0;locM   là không gian tất cả các hàm thực bị chặn địa phương 

trên  0;    với tôpô hội tụ đều trên các tập bị chặn và  locM 
  là nón 

dương. 

Giả sử    : 0;locJ M 
    là ánh xạ có các tính chất : 

1. J không giảm. 



2. Với mỗi số thực dương   thì    0;
lim .1

tt
J 


  .  

Nếu T là nửa nhóm trên không gian Banach X như trong bổ đề 8 sao cho :  

  
1

sup . : J
x

J T x K


      (16)  

thì T ổn định lũy thừa.  

Chứng minh: 

Giả sử T không ổn định lũy thừa.  

Khi đó với mọi h > 0 và mọi 0 < q < 1 tồn tại ox X  , 1ox   sao cho : 

  oT t x q  với mọi  0;t h . 

Từ đó suy ra :  

  

  0;

.

    .1

J o

h

K J T x

J q



  

Điều này mâu thuẫn với (16). 

Vậy T ổn định lũy thừa.  

 

2.3.1.4 Hệ quả 3: 

Cho T = { T(t): 0t  } là nửa nhóm trên không gian Banach X như trong bổ 

đề 8 và 1 p   . 

Nếu    
0

: ,
p

T t x dt M p x


    (17) với mọi x X  thì nửa 

nhóm T ổn định lũy thừa. 

 



Chứng minh: 

Với mỗi số dương cố định h xét toán tử tuyến tính bị chặn 

 : ,p
ht T x X L X   được xác định bởi :  

   
  ,     0

0,             
h

T t x t h
T x t

t h

 
 


 

Với mỗi x X  ta có: 

   

 

1

,
0

1

                 ,

p

h p
p

h L X

p

T x T t x dt

M p x



 
  
 





. 

Theo định lí bị chặn đều suy ra tồn tại hằng số dương Cp sao cho : 

 ,ph pL X
T x C x




  với mọi x X . 

Bây giờ dễ dàng suy ra bất đẳng thức : 

 
1 0

sup
p

p
x

T t x dt K




   ,  

trong đó Kp là hằng số dương. 

Chọn    
0

:
p

J f f t dt


   và áp dụng định lí 5 suy ra điều cần chứng 

minh. 

 

2.3.1.5 Hệ quả 4: 

Cho T = { T(t): 0t  } là nửa nhóm trên không gian Banach X như trong bổ 

đề 8. Nếu tồn tại hàm không giảm    : 0; 0;     sao cho   0t   với 

mọi t > 0 và     
0

: ,T t x dt M x x X


      (18)  



thì nửa nhóm T ổn định lũy thừa.  

 

Chứng minh: 

Giả sử  0 0  ,  1 1   và   tăng ngặt trên  , nếu không ta có thể 

thay   bởi hàm:  

 
 

0

,   0 1

:

,   1
1

t

u du t

t t
at

t
at a






 


 

   




,  

trong đ ó:  
1

0

:a u du  . 

Lấy x X  cố định, N là số nguyên dương sao cho  M x N   và lấy 

t N .  

Với mỗi  ;t N t    và mọi 0u   ta có: 

       
       

 

; ;
1 1

                                  

tN

t N t t N t
e u T t x e u T t T x

M T u x

    

 
 


 

Và khi đó:  

   

                        

t

N N

t N

T t x T t x
N du

Me Me

M x

 



 


   
   

   
   





. 

 



Suy ra: 

 
 1 1

N

T t x

Me
 
 

  
 
 

 

Vì thế   NT t x Me  với mọi t N  và do đó T bị chặn đều. 

Theo [10, Bổ đề 3.2.1] suy ra tồn tại không gian Orlicz E thỏa 

 0,
lim 1

tt E
    sao cho với mỗi x X  thỏa (18), ánh xạ  t T t x  thuộc 

vào E.  

Với mỗi hàm thực bị chặn không âm f, ta đặt: 

   0;
0

: sup 1
t

Et

J f f


 , ta có: 

      

 

0;
0

. sup 1 .

                 .

t
Et

E

J T x T x

T x





  
  

với mọi x X . 

Theo hệ quả 3 suy ra tồn tại hằng số dương K  độc lập với x sao cho: 

  
1

sup . :
x

J T x K


    và theo định lí 5 suy ra điều cần chứng minh. 

 



2.3.2 Trường hợp không tự sinh  

2.3.2.1 Bổ đề 9: 

Cho   
0

,
t s

U U t s
 

  là họ tiến hóa bị chặn lũy thừa trên không gian 

Banach X. Nếu với mỗi x X  tồn tại t(x) > 0 sao cho   , 0U s t x s x   với 

mọi 0s   thì họ U ổn định lũy thừa. 

 

Chứng minh: 

Trước hết ta chứng minh tồn tại 0M   sao cho : 

 
0

sup ,
s

U s t s M


   với mọi 0t  . 

Thật vậy, giả sử trái lại thì tồn tại dãy số thực dương (tn) với nt    sao 

cho  lim ,n
n

U s t s


   . 

Theo định lí bị chặn đều suy ra tồn tại x X  sao cho : 

 ,nU s t s x    khi n   (mâu thuẫn với giả thiết). 

Từ đó ta nhận được họ 
    

0
,

v t s

t s
e U t s



 
 thỏa các giả thiết của bổ đề và 

khi đó : 

   , v t sU t s Me   với mọi t s . 

  Do đó U ổn định lũy thừa. 

 



2.3.2.2 Bổ đề 10: 

Cho   
0

,
t s

U U t s
 

  là họ tiến hóa bị chặn lũy thừa trên không gian 

Banach X sao cho với mỗi y X  và mỗi 0s   ánh xạ : 

 , :t U s t s y       liên tục trên  0; .  

Nếu tồn tại số thực dương h và q < 1 sao cho với mọi x X  tồn tại 

   0;t x h  có tính chất : 

  
0

sup ,
s

U s t x s x q x


   thì họ U ổn định lũy thừa. 

 

Chứng minh: 

Lấy x X  cố định và  1 0;t h  sao cho  

    1
0

sup ,
s

U s t x s x q x


    

Khi đó tồn tại  2 0;t h  sao cho: 

 2 1
0

sup ( )( ),
s

U s t t x s x


   

  1 ,q U s t x s x   

  1
0

sup ,
s

q U s t x s x


 
 

2q x . 

Suy ra tồn tại dãy (tn) với 0 nt h   sao cho: 

  
0

sup ( ), n
n

s

U s s x s x q x


  , trong đó: 1: ...n ns t t   . 

Nếu ns    thì với mỗi  1;n nt s s   ta có t < (n + 1)h và  



 
ln( )

ln( )

0

sup
q

n q h

s

T t x Mq x Me e x



    

và do đó T ổn định lũy thừa.  

Nếu dãy  ns  bị chặn, gọi t(x) là giới hạn của dãy  ns . Do tính liên tục 

nên suy ra   , 0U s t x s x   và theo bổ đề 9 suy ra T ổn định lũy thừa. 

 

2.3.2.3 Định lí 6: 

Cho   
0

,
t s

U U t s
 

  là họ tiến hóa bị chặn lũy thừa trên không gian 

Banach X như trong bổ đề 10 và gọi J là hàm như trong định lí 5. Nếu tồn tại r > 0 

sao cho : 

    
0

supsup ., : ,
s x r

J U s s x L J r
 

       (19)  

thì họ tiến hoá U ổn định lũy thừa đều. 

 

Chứng minh: 

Giả sử họ U không ổn định lũy thừa đều. Khi đó với mọi số thực dương h và 

mọi  0;1q  tồn tại ox X  v à 0os   sao cho: 

 ,o o oU s t s x q   với mọi  0;t h . 

Do đó:  

    

  0;

, ,

           .1

o o o

h

L J r J U s t s rx

J rq

 


  

với mọi h > 0, mâu thuẫn với (19). 

 

2.3.2.4 Định lí 7: 



Cho J như trong định lí 5. Giả sử J nửa liên tục dưới và lồi theo nghĩa 

Jensen( nghĩa là      J f g J f J g    với mọi f  và g thuộc  locM  . 

Cho U là họ tiến hóa như trong bổ đề 10. Nếu tập   tất cả những x X  mà 

  
0

sup .,
s

J U s s x


    là tập phạm trù thứ hai trên X thì U ổn định lũy thừa 

đều. 

 

Chứng minh: 

Lấy 0s   cố định.  

Ánh xạ    ., : locx U s s x X M     liên tục.  

Điều này tương đương với ánh xạ 

      : ., : 0;sx x J U s s x X      nửa liên tục dưới. 

Với mỗi số tự nhiên dương k, tập      : : .,kX s x X J U s s x k     

đóng vì nó là ảnh ngược của khoảng đóng  0;k  qua ánh xạ s . 

Rõ ràng tập 

   
 

0

0

: : sup .,

     

k
s

k
s

X x X J U s s x k

X s





   


  

cũng là tập đóng và hơn nữa   là hợp của tất cả các tập Xk. Vì   là tập phạm trù 

thứ hai nên tồn tại tập 
okX  có phần trong khác rỗng. 

 Lấy ox X  và 0or   sao cho  ,
oo o kB x r X .  

Dễ dàng thấy rằng 
1

0,
2

oB r
 
 
 

 cũng chứa trong 
okX , nghĩa là: 

  
10

2

sup sup .,
o

o
s x r

J U s s x k
 

 
. 



Thật vậy, vì với mọi x X  mà ox r  ta có: 

     
1 1

., .,
2 2

o oJ U s s x J U s s x x x
    

          
    

 

    
1

., .,
2

o oJ U s s x x U s s x
         

 

   

  

1
.,

2

1
                           .,

2

o

o

J U s s x x

J U s s x

  

 
 

 ok . 

 

2.3.2.5 Hệ quả 5: 

Cho   
0

,
t s

U U t s
 

  là họ tiến hóa bị chặn theo số mũ trên không gian 

Banach X sao cho với mỗi x X  ánh xạ  ,t U s t s x  liên tục trên 

 0;  với mọi 0s  . Xét 3 bất đẳng thức sau: 

1. Tồn tại  1;p   sao cho 

 
0

0

sup , ,
p

s

U s t s x dt x X




     . 

2. Tồn tại không gian hàm E( E là không gian Banach) thỏa 

 0,
lim 1

tt E
   sao cho với mỗi 0s   và với mỗi x X  ánh xạ 

 .,U s s x  thuộc E và với mọi x X  ta có: 

 
0

sup .,
E

s

U s s x


   . 



3. Tồn tại hàm không giảm    : 0; 0;     với   0t   với 

mỗi t > 0 sao cho: 

  
0 0

sup , ,
s

U s t s x dt x X




     . 

Nếu bất kỳ một trong các phát biểu trên là đúng thì họ U ổn định lũy thừa. 

 



KẾT LUẬN 
 
 
 
 

 Qua luận văn này tác giả đã thật sự bắt đầu làm quen với việc nghiên cứu khoa học 

một cách nghiêm túc và có hệ thống nhất. Tác giả cũng đã học tập được phương pháp nghiên 

cứu trong việc đọc tài liệu và các buổi họp nhóm trong quá trình học tập. Qua luận văn này tác 

giả cũng hiểu biết thêm về tính ổn định lũy thừa của họ tiến hóa các toán tử tuyến tính bị chặn 

trên không gian Banach vốn có liên quan mật thiết đến họ nghiệm của bài toán Cauchy. Tuy 

nhiên, do kiến thức của tác giả còn hạn chế nên rất mong được sự giúp đỡ và chỉ bảo thêm của 

Quí Thầy Cô trong và ngoài Hội đồng. 
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