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MỘT SỐ KÍ KIỆU 

 

  :  : Tập số tự nhiên. 

   : Tập số nguyên. 

   : Tập số hữu tỉ. 

   : Tập số thực. 

  p  :  Tập các số nguyên p-adic.  

 

*
p  :  Tập các phần tử khả nghịch trong p . 

 p  :  Trường số p-adic. 

   :  Chuẩn thông thường. 

 


p
 :  Chuẩn p-adic. 

 
a
pord  :  Số mũ của p trong sự phân tích a thành thừa số nguyên tố. 

 ( )aB r  :  Hình cầu mở tâm a bán kính r trong p . 

 ( )aB r  :  Hình cầu đóng tâm a bán kính r trong p . 

 ( )aS r  :  Mặt cầu tâm a bán kính r trong p . 

 pF  : Trường thặng dư của trường F. 

■  : Kết thúc phép chứng minh. 

  



MỞ ĐẦU 

 

Các số p-adic được mô tả đầu tiên vào năm 1897 và chúng dần dần thâm nhập vào 

nhiều lĩnh vực khác nhau của Toán học như là Lý thuyết số, Hình học đại số, Tôpô đại số… 

Vào năm 40 của những thế kỷ 20, giải tích p-adic phát triển mạnh mẽ và trở thành 

một chuyên ngành độc lập nhờ vào việc phát hiện những mối liên hệ sâu sắc của giải tích p-

adic với những vấn đề lớn của số học và hình học đại số. 

Trường các số p-adic 
 p

 được xem tương tự p-adic của trường số thực  , tuy nhiên 

nó lại có khá nhiều tính chất khác với  . Chính vì vậy, chúng tôi chọn đề tài “Trường p-

adic và Bổ đề Hensel” để có thể nghiên cứu rõ hơn về trường số p-adic. 

Mục tiêu chính của luận văn là xây dựng và nghiên cứu trường số p-adic. 

 Đặc biệt là xây dựng Bổ đề Hensel và các ứng dụng chúng để nghiên cứu các số p-adic. 

Luận văn gồm hai chương 

Chương 1: Các kiến thức cơ bản 

  Chương này sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về chuẩn trên một trường, các tính chất 

chung, khái niệm chuẩn phi Archimede, một số tính chất cần thiết cho chương sau. 

 Chương 2: Trường số p-adic 
 p

 và Bổ đề Hensel 

Trong chương này sẽ xây dựng chi tiết trường số p-adic 
 p

. Nghiên cứu khảo sát các 

tính chất 
 p

và so sánh nó với trường số thực  .  Đặc biệt là xây dựng Bổ đề Hensel và 

tìm tòi các ứng dụng của nó. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chương 1: CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 

 Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày các kiến thức cơ bản về giải tích  

p-adic chẳng hạn như chuẩn trên một trường, các tính chất chung, đặc biệt là khái niệm 

chuẩn phi Archimede, một số tính chất cần thiết cho chương sau. 

1.1  Một số định nghĩa và tính chất của chuẩn trên trường 

1.1.1 Định nghĩa Cho F là một trường. Ánh xạ → : F  được gọi là một chuẩn trên F 

nếu thỏa các điều kiện sau: 

≥ ∀ ∈ = ⇔ =

= ∀ ∈

+ ≤ + ∀ ∈

) 0, . 0 0;

) , , ;

) , , .

i x x F x x

ii xy x y x y F

iii x y x y x y F

 

1.1.2 Ví dụ 

Trường các số hữu tỉ   , , với giá trị tuyệt đối thông thường thỏa mãn các điều kiện của 

định nghĩa nên trị tuyệt đối là chuẩn trên   , ,  và ta gọi là chuẩn giá trị tuyệt đối, kí hiệu 

  

1.1.3 Ví dụ 

Cho F là một trường tùy ý: Ánh xạ 


= 

≠

0    neáu x = 0
1   neáu x 0

x  

Là một chuẩn trên trường F và được gọi là chuẩn tầm thường. 

1.1.4 Mệnh đề (Các tính chất của chuẩn)  

Cho   là một chuẩn trên trường F có đơn vị 1. ∀ ∈x F  ta có: 

−−

= − =

= ∀ ∈

= ≠



11

) 1 1 1

) ,

) , 0

nn

i

ii x x n

iii x x x

 

Chứng minh  

 i) Ta có 
221 1 1 1= = =  suy ra 1 1=  



Lập luận hoàn toàn tương tự, ta được − =1 1. 

= = =


 - thöøa soá

) . ... . ..
nn

n

ii x x x x x x x x  

−− − −= = = ⇒ =
11 1 1) Ta coù . . 1 1iii x x x x x x .■  

1.1.5 Nhận xét Nếu F là trường hữu hạn thì trên F chỉ có duy nhất một chuẩn là chuẩn tầm 

thường. 

Chứng minh  Xét   là một chuẩn trên trường F. Giả sử F có q phần tử, thế thì nhóm nhân 

F* có cấp q – 1. Khi đó, ∀ ∈ *x F  ta có 1 1qx − = , suy ra 
11 1

qqx x
−− = =  hay 1x = .Vậy   là 

chuẩn tầm thường trên F. ■ 

1.1.6 Định nghĩa (Hai chuẩn tương đương) 

Cho  

1 2
,  là hai chuẩn trên trường F. Ta nói rằng hai chuẩn này tương đương nếu 

{ }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
1
 khi và chỉ khi { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 

2
 

Chú ý rằng { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn  , nghĩa là: →+∞− →, 0m n
m nx x . 

Hay với∀ > ∃ ∈ ∀ > − <0, : , ,o o m nn n m n x xε ε  

1.1.7 Định lý (Các điều kiện để chuẩn tương đương)  

Cho F là một trường;  

1 2
,  là hai chuẩn trên trường F. Các điều sau là tương 

đương: 

1) ∀ ∈ <
1

, 1x F x  khi và chi khi <
2

1x   

2) ∀ ∈ ≤
1

, 1x F x  khi và chi khi ≤
2

1x  

3)Tồn tại hằng số C >0 sao cho 
2 1

,
c

x F x x∀ ∈ =  

4) Các tôpô sinh bởi 
1
và 

2
 là trùng nhau. 

5) 
1
 tương đương với 

2
 (   

1 2
). 

Chứng minh 



⇒1 2) ∀ ∈ ≤
1

, 1x F x , ta sẽ chứng minh ≤12x . Thật vậy, giả sử ngược lại >
2

1x , khi đó 

= <
2 2

1 1 1
x x

 theo (1) ta có <
1

1 1
x

 suy ra >
1

1x  (mâu thuẩn với giả thiết )  nên ≤12x . 

Lập luận tương tự  ta cũng có ≤
1

1x  nếu ≤12x  

Vậy ≤
1

1x  khi và chỉ khi ≤
2

1x  

2 1)⇒  ∀ ∈ <
1

, 1x F x , ta sẽ chứng minh <
2

1x . Giả sử ngược lại ≥
2

1x  ,vì    <
1

1x  nên 

theo (2) ta có ≤
2

1x  suy ra =
2

1x . Khi đó = =
2 2

1 1 1
x x

 

nên theo (2) ta có ≤
1

1 1
x

 hay ≥
1

1x (mâu thuẩn giả thiết) do đó <
2

1x  

Tương tự ta cũng có nếu <
2

1x  thì <
1

1x  

Vậy <
1

1x  khi và chỉ khi <
2

1x  

⇒1 3)  Ta xét hai trường hợp 

Trường hợp nếu có một trong hai chuẩn là tầm thường ta sẽ chứng minh chuẩn còn 

lại cũng tầm thường. Giả sử 
1
 là tầm thường. Khi đó với  ∀ ∈ =

1

*, 1x F x . Giả sử ≠
2

1x , 

thế thì >
2

1x  hoặc <
2

1x  

 Nếu <
2

1x  thì theo (1) ta có  <
1

1x      (mâu thuẩn giả thiết) 

 Ngược lại nếu >
2

1x  thì = <
2 2

1 1 1
x x

 , suy ra <
1

1 1
x

 do đó >
1

1x (mâu thuẩn) 

nên =
2

1x , tức là 
1 2
≡  . Hay c = 1. 

 Trường hợp nếu cả hai chuẩn đều không tầm thường. 

Khi đó, ∃ ∈ >0 0 1
: 1x F x  suy ra <

1

1 1
x

 nên <
2

1 1
x

 do đó >
2

1x  



Đặt = = > >0 01 2
, , 0, 0a x b x a b . Với mọi ∈ *x F , giả sử = =

1
( log )ax a xα α . Ta sẽ 

chứng minh =
2

x bα . Thật vậy, ∀ > ∈( )r rα  ta có >ra aα . Giả sử = =,( , ) 1mr m n
n

. Khi 

đó >0 1 1

m
nx x  suy ra >0 1 1

m n
x x nên <

0 1

1
n

m

x
x  theo (1) ta có <

0 2

1
n

m

x
x  do đó < 02 2

n mx x hay 

< = =0 02 2 2

m
n

r rx x x b  . 

Chọn dãy ⊂ > →{ } , :n n nr r rα α  suy ra > ⇒ ≥ ⇔ ≤0 02 2 2 2 2
 nrx x x x x b

α α  

Tương tự ta chứng minh được ≥
2

 x bα . Vậy =
2

x bα  

Khi đó, ( ) ∀ ∈ = = = = = > 
 2 1

loglog*, , log 0
cbb aax F x b a a x c ba

α
α α .  

⇒3 5)Giả sử { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
1
. Khi đó →+∞− →

1

, 0m n
m nx x  suy ra 

→+∞− →
1

, 0
c

m n
m nx x  

nên →+∞− →
2

, 0m n
m nx x  hay { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 

2
. 

⇒5 1) ∀ ∈ <
1

*, 1x F x  suy ra →
1

0nx  nên { }nx  là dãy Cauchy theo chuẩn 
1
 suy ra { }nx  

là dãy Cauchy theo chuẩn 
2
nên + − →1

2
0n nx x suy ra − →

22
1 0nx x , mà <

1
1x  suy ra 

≠ 1x  do đó − ≠
2

1 0x  hay →
2

0nx  

Ta có <
2

1 (vôùi  ñuû lôùn)nx n  suy ra <
2

1x . Tương tự ta cũng có < ⇒ <
2 1

1 1x x  

Vậy <
1

1x  khi và chỉ khi <
2

1x  

⇒3 4)  Ta có = ∈ − < = ∈ − <2 2 1
( , ) { : } { : }

c
B a r x F x a r x F x a r  

                                    = ∈ − < =
1 1

11
{ : } ( , )c cx F x a r B a r  

Khi đó, 1 1 2 2, , 0 : ( , ) 0 : ( , )cA a A r B a r A c B a r A Aτ τ∀ ∈ ∀ ∈ ∃ > ⊂ ⇔ ∃ > ⊂ ⇔ ∈                                       



Vậy =1 2τ τ              

⇒4 1)  Giả sử ∈ <
1

, 1x F x . Thế thì →
1

0nx  suy ra → 0nx theo 1τ ,  

mà =1 2τ τ  nên → 0nx  theo 2τ . Khi đó, →
2

0nx nên <
2

1x   

Tương tự, nếu <
2

1x  thì <
1

1x . ■               

1.1.8 Hệ quả Cho  

1 2
,  là hai chuẩn trên trường F. Nếu tồn tại hai số dương 1 2,c c  sao 

cho ≤ ≤   1 21 2 2 1
   c vaø c  thì khi đó = 

1 2
. 

1.2 Chuẩn phi Archimede 

1.2.1 Định nghĩa (chuẩn phi Archimede) 

Cho   là một chuẩn trên trường F. Chuẩn   được gọi là chuẩn phi Archimede trên 

F nếu nó thỏa thêm điều kiện: 

′ + ≤ ∀ ∈( ) max{ , }, ,iii x y x y x y F  

 Chuẩn thỏa (iii) nhưng không thỏa (iii’) được gọi là chuẩn Archimede.  

1.2.2 Ví dụ Chuẩn tầm thường trên trường F là chuẩn phi Archimede 

Thật vậy  

Nếu + = 0x y  thì { }0 max ,x y x y x y+ = ⇒ + ≤  

Nếu + ≠ 0x y  thì ≠ 0x  hoặc ≠ 0y , do đó: { }+ = ≤1 max ,x y x y . 

1.2.3 Ví dụ Nếu F là trường hữu hạn có q phần tử với phần tử đơn vị là e thì chuẩn trên 

trường F là phi Archimede. 

Thật vậy 

Nếu = 0x  thì = 0x  

Nếu ≠ 0x  thì 1qx e− =  từ đó suy ra  
1 1 1

q qx x e
− −= = = do đó 1x =  

Vậy   là chuẩn tầm thường trên trường F và do đó nó là chuẩn phi Archimede. 

1.2.4 Mệnh đề   Cho F là một trường với chuẩn phi Archimede    



                        i)∀ ∈ ≠, ,x y F x y  thì + = max{ , }x y x y . Nghĩa là, mọi tam giác đều cân 

trong không gian mêtric sinh bởi chuẩn  . 

 

                       ii) Các tập  

                           

= ∈ − <

= ∈ − ≤

= ∈ − =

( ) { : }

( ) { : }

( ) { : }

a

a

a

B r x F x a r

B r x F x a r

S r x F x a r

 

là các tập vừa đóng vừa mở. 

iii)Mọi điểm thuộc hình cầu đều là tâm của nó. Nghĩa là, ( )ab B r∀ ∈ ,  suy ra 

( ) ( )a bB r B r=  

iv)Dãy ⊂{ }nx F  là dãy Cauchy +→∞
⇔ − =1lim 0n nn

x x  

v)Cho { }nx  là dãy Cauchy. Khi đó, nếu → 0nx  thì → 0nx ,còn nếu → 0nx  

thì { }nx  là dãy dừng.Nghĩa là, + +∃ ∀ ≥ = = =1 2: , n n nN n N x x x  

Chứng minh 

         i) Không mất tính tổng quát, giả sử >x y . Khi đó,  

+ ≤ = ⇔ + ≤max{ , }x y x y x x y x  (1) 

= + − ≤ +Maët khaùc, max{ , }x x y x x y x mà >x y  nên + = +max{ , }x y x x y  

Do đó ≤ +x x y (2). Từ (1) và (2) suy ra + = = max{ , }x y x x y  

         ii) Rõ ràng ( )aB r  là tập mở. Ta chỉ còn phải chứng minh ( )aB r  là tập đóng, 

tức ∀ ∉ ( )ax B r , ta chứng minh ∃ > ∩ =∅0, ( ) ( )a xB r Bε ε .  

 Thật vậy, chọn =
2
rε , giả sử ∃ ∈ ∩( ) ( )

2a x

ry B r B  ta suy ra 

− <
2
ry x  và − <y a r  



Khi đó, − = − + − ≤ − − < ⇔ − <max{ , }x a x y y a x y y a r x a r  suy ra ∈ ( )ax B r  (mâu 

thuẩn) nên ∩ =∅( ) ( )a xB r B ε . Vậy ( )aB r  là tập đóng. 

          iii) ∀ ∈ ( )ab B r  ta chứng minh =( ) ( )a bB r B r . Thật vậy,  

∀ ∈ ⇔ − < ⇔ − + − <( )ax B r x a r x b b a r  nên { }− − <max ,x b b a r  

mà − <b a r  do đó − <x b r  khi và chỉ khi ∈ ( )bx B r . Vậy =( ) ( )a bB r B r
  

 

         iv) Giả sử { }nx  là dãy Cauchy. Khi đó, +∀ > ∃ ∀ > − <10, : , n nN n N x xε ε   

suy ra  +→∞
− =1lim 0n nn

x x .Ngược lại, nếu +→∞
− =1lim 0n nn

x x  thì 

+∀ > ∃ ∀ > − <10, : , n nN n N x xε ε  

Với mọi >,m n N , giả sử rằng >m n  ta có 

− − − + − +− = − + − + − ≤ − − < 1 1 2 1 1 1max{ , }m n m m m m n n m m n nx x x x x x x x x x x x ε  

suy ra − <m nx x ε  . Vậy { }nx là dãy Cauchy. 

        v)  Nếu → 0nx  thì − = →0 0n nx x  

              Nếu → 0nx  thì → 0nx  nên ∃ > 0ε  và dãy con { }kn sao cho <
k

xn ε . Mặt khác, 

{ }nx  là dãy Cauchy nên ∃ ∀ > − <: , , n mN m n N x x ε . Ta sẽ chứng minh 

+= = ∀ >1 , .m mx x m N  Thật vậy, cố định >kn N , ta có  = − +
k km mx x x xn n  

= −max{ , }( )
k kmx x x theoin n = ∀ >,

k
x m Nn . Vậy { }nx  là dãy dừng. ■ 

1.2.5 Định lý (Các điều kiện tương đương của chuẩn phi Archimede)  

        Cho F là một trường,   là một chuẩn trên F. Các điều sau là tương đương: 

i)   là chuẩn phi Archimede 

ii) ≤2 1  

iii) ≤ ∀ ∈1,n n N = = ∈{ .1/n n n ,1_ đơn vị của F }  



 iv) N bị chặn. Nghĩa là, ∃ > ≤ ∀ ∈0 : ,c n c n N  

Chứng minh  

 ⇒ )i ii  Ta có = + ≤ =2 1 1 max{1 , 1} 1suy ra ≤2 1  

⇒ )ii iii  Với mọi ∈n N , giả sử = + + + +

2
0 1 22 2 2s

sn a a a a  với +≤ ≤ ≤ < 10 1, 2 2s s
ia n . 

Khi đó,  

= + + + + ≤ + + + +

≤ + + + + ≤ + ≤

 



2 2
0 1 2 0 1 2

2

2 2 2 2 2 2

   1 2 2 2  1 (vì 2 1)

s s
s s

s

n a a a a a a a a

s
 

Với mọi ∈*k , giả sử += + + + + ≤ <

2 1
0 1 22 2 2 ,2 2k t t k s

tn b b b b n  thì ≤ +1kn t . Ta có 

+< 12sn  suy ra +< ( 1)2k s kn  mà ≥ 2k tn  nên +< ( 1)2 2t s k  do đó < +( 1)t s k  

Khi đó + ≤ +1 ( 1)t s k , mặt khác ≤ +1kn t  nên ≤ +( 1)kn s k  suy ra ≤ +1k kn s k  

Vậy ≤1n khi →∞k  

 ⇒ )iii iv  Hiển nhiên 

 ⇒ )iv i  Với mọi ∈*n , ta có 

− −

= =
+ = + = ≤∑ ∑

1 1
( )

n nn n k k n k k k n k
n n

k k
x y x y C x y C x y  

mà N  bị chặn nên có > ≤0 : k
nc C c , do đó ( )+ ≤ +( 1) max{ , }

nn
x y n c x y  suy ra  

( )+ ≤ +( 1) max{ , }nx y n c x y  nên + ≤ →∞max{ , }( )x y x y n .■ 

1.2.6 Định nghĩa Cho p là một số nguyên tố cố định. Với mỗi ∈ \ {0}x , ta luôn có 

 ∈ =
=  

= = 

, ,( , ) 1
( , ) 1,( , ) 1
m n m nmx p

n m p n p
α  

α  gọi là p – số mũ của x, ký hiệu =( )pord x α . Quy ước: = ∞ ∞ ± = ∞(0) ,pord a .  

1.2.7 Mệnh đề  Cho p là một số nguyên tố, ∀ ∈,x y  ta có 



= +

+ ≥

) ( ) ( ) ( )

) ( ) min{ ( ), ( )}
p p p

p p p

i ord xy ord x ord y

ii ord x y ord x ord y
 

1.2.8 Mệnh đề  Cho ρ  là một số thực thỏa < <0 1ρ  và p là một số nguyên tố. Ánh xạ 

→

=

  



:

( )pord xx x

ρ

ρ
ρ

 

là một chuẩn phi Archimede trên   với quy ước ∞ = 0ρ  

Chú ý 

 1) < < ⇒   

1 2
1 20 , 1

ρ ρ
ρ ρ  

Thật vậy, với mọi ∈x  ta có 

( ) ( )= = = =
12 11 22

1 2

( ) log loglog( ) ( )
1 2 2

p
p p

ord x
ord x ord xx x

ρ ρρ
ρ ρρ

ρ ρ
ρ ρ ρ  

Đặt = >
2 1log 0c ρ ρ , ta được =

1 2

c
x x

ρ ρ
. Vậy   

1 2ρ ρ
. 

 2) Với mỗi số nguyên tố p, ta có chuẩn  

 
= ∀ ∈ 
 



( )
1 ,

pord x

p
x x

p
 

Chuẩn 
p
 được gọi là chuẩn p-adic hay chuẩn p. Rõ ràng chuẩn p là chuẩn phi Archimede. 

 3) Cho on  là số tự nhiên lớn hơn 1. Với mỗi ∈x , ta luôn có 

= + + +1
s

o o s ox a a n a n  (*) 

trong đó, ≤ < − ≠0 1,  0i o sa n a . Biểu diễn (*) được gọi là biểu diễn on - phân của x. Ta dễ 

dàng chứng minh được +≤ < 1s s
o on x n  và do đó, ≤ < +log 1

ons x s  nên  =  log
ons x .■ 

1.2.9 Định lý (Ostrowski) Mọi chuẩn không tầm thường trên trường   hoặc tương đương 

với chuẩn 
p
 (p là một số nguyên tố) hoặc tương đương với giá trị tuyệt đối thông thường 

trên  . 



Chứng minh Giả sử  là một chuẩn không tầm thường trên  . Ta xét hai trường hợp 

1.Nếu 2 1> thì là chuần Archimede.  

Lấy n∈ , giả sử 12 2 2r s
o r sn a a a a= + + + 

, trong đó 

 { }0,1ia ∈ và 12 2s sn +≤ <  .Ta viết 2 2α= với 2log 2α = .Khi đó ta có 

1 . 2 . 2 . 2

1 2 ...2
1 12 1 ...

2 2
2 . ( )

.

r s
o r s

s

s
s

s

n a a a a

C vì toång trongdaáu ngoaëc hoäi tuï
n C

α α

α
α α

α

α

≤ + + + + +

≤ + +

 
≤ + + + 

 
≤

≤

 

 

Suy ra .n n Cα≤

 

với n∈  .Nên với mọi k∈  ta có .k k
on n Cα≤  suy ra .kn n Cα≤ .Cho 

( )k →+∞ ta được n nα≤ . Mặt khác, do 12 2s sn +≤ <  nên ta có

1 1 12 2 2s s sn n n n+ + += + − ≤ + −
 

Suy ra  

1 1 ( 1) ( 1)2 2 2 (2 )s s s sn n nα α+ + + +≥ − − ≥ − −  

Hay 

( 1) '12 1 1 .
2

sn n C
α

α α+
  
 ≥ − − ≥ 
     

Suy ra 

'.k kn n Cα≥ dẫn đến '.kn n Cα≥  

Cho ( )k →+∞  ta được n nα≥ . Vậy n nα= với mọi n. 

Với x∈ , 0x >  ta viết , , , 0mx m n n
n

= ∈ ≠ thì ta có: 



   
m m mx x

nn n

αα α

α

 
= = = = 

 
 

Với x∈ , 0x < thì 0x− > nên ta có: x x x x
α α

= − = − =  

Vậy x x
α

= với mọi x∈ .Theo điều kiện tương tương đương của chuẩn trong trường hợp 

1 ta có    

2.Nếu 2 1≤ thì là chuẩn phi Archimede. 

Từ giả thiết  ta có 1n ≤  với mọi n∈ . Do  là chuẩn không tầm thường nên tồn tại 

n∈ sao cho 1n < . Gọi p là số tự nhiên bé nhất thoả 1p < . Khi đó p là số nguyên tố. 

Thật vậy, giả sử p là hợp số thì 1 2.p p p=  với 1 2,p p là số tự nhiên và 1 21 ,p p p< < . Khi đó 

1 2 1p p p= < nên suy ra 1 1p < hoặc 2 1p < ( điều này mâu thuẫn với cách chọn  p ) Gọi 

q là số nguyên tố khác  p . Ta chứng minh 1q =  

 Giả sử 1q ≤  vì ( ), 1k kq p =  nên tồn tại ,m n∈ sao cho 1k kmp nq+ = . 

Ta có 1 1 k k k k k kmp nq m p n q p q= = + ≤ + ≤ +  

Cho k →+∞ ta được1 0≤ , điều này vô lý. Vậy 1q = . Lấy m∈ , giả sử 1
1. ... k

km p p pααα=  

.Ta có 
1 1log log

1 1 1p p

Cp p
C

p
m p m

p p p

α
α

α

α

       = = = = =           
 

Với x∈ , 0x >  ta viết , , , 0mx m n n
n

= ∈ ≠ thì ta có: 

   

C C
Cp

C p
p

p

mm mx x
nn n

= = = =  

Với x∈ , 0x < thì 0x− > nên ta có: p p
x x x x

α α
= − = − =  .Theo điều kiện tương tương 

đương của chuẩn trong trường hợp 2 ta có
p

  .■ 



Chương 2: TRƯỜNG SỐ P-ADIC p  VÀ BỔ ĐỀ HENSEL 

 Trong chương này chúng tôi sẽ xây dựng trường số p-adic 
 p

được xem như là 

tương tự p-adic của trường số thực  . Nghiên cứu khảo sát các tính chất 
 p

, so sánh nó 

với trường số thực  . Đặc biệt là xây dựng Bổ đề Hensel và tìm tòi các ứng dụng của nó. 

2.1 Xây dựng trường số p-adic p  

 Từ định lý Oxtropxki ta thấy mọi chuẩn không tầm thường trên   đều tương đương 

với giá trị tuyệt đối thông thường   hoặc là chuẩn phi Archimede  
p
 (p là một số nguyên 

tố). Mặt khác, ta biết rằng làm đầy đủ   theo   ta được trường số thực  . Làm đầy đủ   

theo 
p
ta sẽ được trường mới mà ta gọi là trường các số p-adic 

 p
là tương tự p-adic của 

trường số thực  . Cụ thể ta xây dựng như sau : 

          Xét 
p
 là chuẩn p-adic trên  ; 

 
= ∀ ∈ 
 



( )
1 ,

p

p

ord x

x x
p

. Ký hệu S là tập tất cả các 

dãy Cauchy trong   theo chuẩn 
p
. Trên S xét quan hệ tương đương ~ cho như sau:

→∞
∀ ⊂ ⇔ − ={ },{ } ,{ } ~{ } lim( ) 0n n n n n nn

x y x y x y . 

Ký hiệu { }= =  { }:{ } Cauchy trong  theo ~p n n p
S x x . Ta sẽ trang bị hai phép 

toán cộng và nhân cho 
 p

 để nó trở thành một trường.  

Phép cộng: ∀ = = ∈ + = +{ }, { } , { }n n p n nx x y y x y x y  

        Phép nhân: ∀ = = ∈ ={ }, { } , . { . }n n p n nx x y y x y x y  

Dễ dàng chứng minh được với hai phép toán cho như trên, 
 p

 là một trường với: 

        Phần tử không: = =0 { 0}nx  

       Phần tử đơn vị: = =1 { 1}nx  

       Phần tử đối: = ⇒ − = −{ } { }n nx x x x  



Phần tử nghịch đảo: Với { } 0nx ≠ . Ta có 0nx /  suy ra 0N∃ >  sao cho 

, 0n p
n N x a∀ > = ≠ .  

Khi đó dãy { }ny , với 1

0,
,n

n

n N
y

x n N−

≤
= 

>
, là một dãy Cauchy trong   theo 

p
, và 

{ }.{ } 1n nx y = . Tức phần tử nghịch đảo của { }nx  là phần tử { }ny . 

Xét : , ( ) { },p nx x x xθ θ→ = = ∀ ∈  
, ta chứng minh được θ  là đơn cấu trường. 

Do đó, ta có thể coi p⊂  . 

Với mỗi = ∈{ }n px x , ta định nghĩa 
→∞

= lim np pn
x x . Định nghĩa này hợp lý.  

Thật vậy, đầu tiên luôn luôn tồn tại 
→∞

lim n pn
x . Vì nếu → 0nx  thì → 0n p

x  suy ra = 0
p

x , 

còn nếu →/ 0nx  thì = ≠ ∀ >0,n p
x a n N  suy ra → ⇒ =n p p

x a x a . 

Tiếp theo 
p

x  không phụ thuộc vào cách chọn phần tử đại diện. Giả sử = ={ } { }n nx x y  thế 

thì n nx y  nên 
→∞

− =lim( ) 0n nn
x y . Mặt khác, ta luôn có − ≥ −n n n np p p p

x y x y  suy ra 

→∞
− =lim( ) 0n np pn

x y  hay 
→∞ →∞

=lim limn np pn n
x y .  

Ta dễ dàng kiểm tra 
p
 định nghĩa như trên là một chuẩn trên 

 p
. Hơn nữa, mọi dãy 

Cauchy trong  ( , )
p

 đều hội tụ trong  ( , )p p
, tức  ( , )p p

 là một mở rộng của  ( , )
p

. 

■ 

Nhận xét  Với mọi = ∈{ }n px x ta luôn có 
→∞

=lim nx
x x . 

Chứng minh 

0∀ >x  do { }nx  là dãy Cauchy nên 0 : , ,∃ > ∀ > − <m n p
N n m N x x ε . Khi đó, 

lim , limε ε
→∞ →∞

− = − ≤ ⇔ − ≤ ∀ > ⇔ =n i n n np p pi n
x x x x x x n N x x .■ 

2.2 Khai triển p-adic của một phần tử trong p  

2.2.1 Quan hệ đồng dư trong 
 p

 



Với ∈, pa b  ta định nghĩa ≡ ⇔ − (mod )n na b p a b p  

Nhận xét, với  ∈, pa b , −≡ ⇔ − ≤(mod )n n

p
a b p a b p  

Chứng minh Giả sử ≡ (mod )na b p ⇔ − 

na b p  suy ra . , ( , ) 1ma b p c m n c p− = ≥ = , dẫn đến 
m n

p
a b p p− −− = ≤ . 

Ngược lại, giả sử −− ≤ n

p
a b p suy ra . , ( , ) 1ma b p c m n c p− = ≥ = , hay 

 − 

na b p ⇔ − 

na b p .■ 

2.2.2 Bổ đề Nếu px∈  và 1
p

x ≤  thì với mọi n∈ , tồn tại r∈  sao cho nx r p−− < . 

Hơn nữa, số r có thể chọn trong tập { }0,1,2,..., 1np − . 

Chứng minh Giả sử ( ), , 1= ∈ =

ax a b
b

. Do 1x ≤  nên ( ), 1b p = , từ đó ta thấy b và np  là 

hai số nguyên tố cùng nhau, do đó tốn tại hai số nguyên u, v sao cho 1nbu p v+ = . 

Đặt .r a u= , khi đó : 

1 1 n n
p p p p

p p

a ax r au bu bu p v p
b b

−− = − = − ≤ − ≤ =  

Giả sử . , 0 1n nr p q s r p= + ≤ ≤ − , ta có  

{ }max ,n n n
p pp p

x s x r p q x r p q p−− = − + ≤ − ≤  

Do đó ta có thể chọn r s=  thì khi đó, { }0,1,..., 1nr p∈ −  và n
p

x r p−− ≤ .■ 

2.2.3 Định lý Cho ∈ ≤ , 1p p
x x . Khi đó, x có một đại diện là 

= +∞1,{ }n n
a  thỏa hai điều kiện 

i) ∈ ≤ < =,0 ( 1,2,...)n
n na a p n  

ii) 1(mod ),( 1,2,...)n
n na a p n+≡ =  

Chứng minh Giả sử { }= nx x . Vì { }nx  là dãy côsi nên , : ,∀ ∈ ∃ ∈ ∀ > n nn N i j N  ta có 

−− < n
i j p

x x p .Ta có thể chọn { }nN  là dãy tăng. 

Ta thấy 11,≤ ∀ ≥ix i N . Thật vậy,  1∀ >j N  ta có 1−− <i j p
x x p . Khi đó, 



{ } { }1max , max ,−= − + ≤ − ≤i i j j i j j jp p p p p
x x x x x x x p x  

Cho →+∞j  ta được { }1max ,1 1−≤ =i p
x p  ; do đó 1≤i p

x . 

Theo bổ đề 2.2.2, { }, 0,1,... 1 : −∀ ∈ ∃ ∈ − − ≤

n n
n n p

n a p x a p . Ta sẽ chứng minh dãy { }na  

thỏa định lý. Tức còn phải chứng minh { }= nx a  và ( )1 mod+≡ n
n na a p . 

Thật vậy, { }max , 0→+∞− = − + − ≤ − − →
n n n n

n
n n n N N n n N N np p p p

x a x x x a x x x a  

nên{ } { }n nx a hay { }= nx a .Ta cũng có 

{ }1 1 1 11 1 1max , ,
+ + + +

−
+ + +− = − + − + − ≤ − − − ≤

n n n n n n n n

n
n n n N N N N n n N N N N np p p p p

a a a x x x x a a x x x x a p

( )1 1 mod−
+ +⇔ − ≤ ⇔ ≡n n

n n n np
a a p a a p .■ 

2.2.4 Khai triển p-adic của x trong 
 p

. 

             i) Với ∈ ≤ , 1p p
x x , theo định lý 2.2.3, tồn tại dãy Cauchy  { }na  trong   thỏa hai 

điều kiện ∈ ≤ < =,0 ( 1,2,...)n
n na a p n  và 

+≡ =1(mod ), 1,2,...n
n na a p n  để ={ }nx a . Khi 

đó, với mỗi ∈n  ta có các khai triển p – phân  

−
−

−
−

′ ′ ′ ′= + + = −

= + + + = −





1
0 1 1

1
0 1 1

, 0, 1

, 0, 1

n
n n i

n n
n n n i

a b b p b p b p

a b b p b p b p b p
 

Mặt khác, 
+ +≡ ⇔ − 1 1(mod )n n

n n n na a p a a p  nên suy ra  

− −
− −

′ ′ ′+ + = + + 

1 1
0 1 1 0 1 1

n n
n nb b p b p b b p b p  

do đó −
−= + + 1

0 1 1
n

n na b b p b p  nên   
− +∞

→∞ →∞ = =
= = =∑ ∑

1

0 0
lim lim

n i i
n i in n i i

x a b p b p  

Tóm lại với mọi 
+∞

=
∈ ≤ ∃ ∈ − = ∑

0
, 1, {0,1,.., 1}: n

p i np n
x x b p x b p , gọi là khai triển         p- 

adic của x  trong 
 p

 .  

ii) Với x  không thỏa điều kiện ≤1
p

x thì ta sẽ nhân x  với một số mp thích hợp sao 

cho =' . mx x p  thỏa  mãn ≤' 1
p

x .Khi đó 
+∞

=
= ∑

0
' n

n
n

x b p  suy ra 



 
+∞

=−
= ∈ −∑ , {0,1,.., 1}i

i i
i m

x b p b p .  

Công thức này gọi là khai triển p-adic của x  trong 
 p

 .  

Nhận xét  

i) Nếu 
+∞

=

= ∑
0

n
n

n

x b p  mà −= = = = ≠1 1 0, 0o m mb b b b  thì m

p
x p−=  

ii) Nếu , ( )m
p p

x x p m∈ = ∈   thì 
+∞

=−

= ∈ −∑ , {0,1,.., 1}i
i i

i m

x b p b p  

2.3 Vành các số nguyên p-adic p  

2.3.1 Định nghĩa  

= ∈ ≤ = ∈ = = ∈ <    

*{ : 1}, { : 1}, { : 1}p p p p p pp p p
x x x x M x x  

2.3.2 Mệnh đề: Ta có  

i) = =  

*\p p p pM p  

ii) 
pM  là iđêan tối đại của vành 

 p
 và 





p

pp  là trường, gọi là trường thặng dư của 

 ( , )p p
 

Chứng minh  

i) −∀ = ∈ = = ≤ < ⇒ ∈ ⇒ ⊆ 

1, 1p p p pp p p p
x pa p x pa p a p x M p M .  

Ngược lại, ∀ ∈ px M  giả sử = ∈( )m

p
x p m . Do <1

p
x  nên ≤ −1m  suy ra −≤ 1

p
x p .  

Mặt khác, =x pc  trong đó, =
xc
p

. Ta có  

−

−
= = ≤ = ⇔ ≤ ⇔ ∈

1

1 1 1p
pp p

p p

xx pc c c
p p p

 

Từ đó suy ra = ∈  px pc p  nên ⊆ p pM p . 



ii) Suy ra từ Mệnh đề 2.3.4. ■ 

2.3.3 Mệnh đề:  ≅ =




 

p
p

p

Fp p . Nghĩa là, trường thặng dư của  ( , )p p
là = 



pF p  

Chứng minh Xét tương ứng  → + +




 

 

: ,p
p

p

f a p a pp p . Ta sẽ chứng minh  f  

là đẳng cấu vành. Trước hết ta có f  là đơn ánh. Thật vậy, 

∀ ∈ − = ∈ ∈ ⇔ − = ∈ ∈    , ,   ( )  ( )pa b a b pc p c a b pc p c . 

Vì ∈c  nên ∈ pc . Ngược lại, ∈ pc . Ta có 

−
−−

= ⇒ = ≤ ⇒ − ≤ ⇔ − ⇒ ∈ 

1 11p

p p
p

a ba bc c a b p a b p c
p p

 

Tiếp theo ta chứng minh  f  là toàn ánh:  

∀ + ∈






p
p

p

a p p , vì ∈ pa  nên 
+∞ +∞

−

= =

= = +∑ ∑ 1

0 1

n n
n o n

n n

a a p a p a p  

Suy ra 

+∞
−

=

− = ∈ ⇒ − ∈ + = + = +∑     

1

1

hay ( )n
o n p o p p o p o

n

a a p a p p a a p a p a p f a p  

Do đó + = + ( )o pf a p a p  

Cuối cùng, kiểm tra trực tiếp ta được f  là đồng cấu vành. Do đó,  f  là đẳng cấu.  

Vậy  ≅ =




 

p
p

p

Fp p ■ 

2.3.4 Mệnh đề: 
 p

 là vành chính và tập các iđêan của 
 p

 lập thành một dây chuyền. Cụ 

thể: ⊃ ⊃ ⊃ ⊃     

2 n
p p p pp p p . 

Chứng minh Giả sử I là một iđêan không tầm thường của 
 p

. Với mỗi ∈ \ {0}x I , do 

≤1
p

x  suy ra −= ∈,m

p
x p m . Gọi a là phần tử của I sao cho −= m

p
a p  lớn nhất. Ta 

chứng minh = 

m
pI p . 



∀ ∈ =, m
m

xx I x p
p

, trong đó, 
−

−
= ≤ = ⇒ ∈1

m
p

pm m mm
p p

xx p x
p p pp

. Suy ra ∈ 

m
px p , nên 

⊆ 

m
pI p . Để chứng minh chiều ngược lại, ta lấy ∈ 

m
px p thì = ∈( )m

px p c c , nên  

− −= ≤m m

p p
x p c p . Với ∈a I  đã chọn ở trên, ta phân tích = . xx a

a
, ta có 

−
= =p p

m
p p

x xx
a a p

. Do vậy, 
−

−
≤ =1

m

m
p

x p
a p

 hay ∈ p

x
a

  và = ∈. xx a I
a

.Vậy, ⊆

m
pp I .  

Từ đó ta có iđêan I của p  được sinh bởi phần tử mp  và do đó 
 p

 là vành chính và tập các 

iđêan của 
 p

 lập thành một dây chuyền. Cụ thể:  

⊃ ⊃ ⊃ ⊃     

2 n
p p p pp p p ■ 

2.3.5 Mệnh đề 

 p
 là tập compact, do đó 

 p
 là tập compact địa phương. 

Chứng minh Trước hết ta chứng minh 
 p

 là tập compact. 

Giả sử { }nx  là một dãy tùy ý trong 
 p

 và 

= + + +

= + + +

= + + +

2
1 01 11 21

2
2 02 12 22

2
0 1 2

...

...
.......................................

...n n n n

x a a p a p

x a a p a p

x a a p a p

 

Trong đó ≤ ≤ −0 1ina p  với mọi = 0,1,2,...i  

Xét các phần tử ( )= −0 1,2,3,..., 1na n p  ta thấy các phần tử này nhận các giá trị trong tập 

hữu hạn { }−0,1,2,..., 1p . 

Do đó tồn tại { }∈ −0 0,1,2,..., 1b p  được các phần tử ( )= −0 1,2,3,..., 1na n p  nhận giá trị vô 

hạn lần. 

Tồn tại tập 0K  vô hạn các phần tử 0nx  của dãy { }nx  sao cho số hạng đầu tiên trong khai 

triển p-adic của mỗi phần tử đều bằng 0b . 



Trong tập 0K  các phần tử 0nx  có số hạng thứ 2 trong khai triển p-adic là 1na  với 

( )= −0,1,2,..., 1n p  nhận các giá trị trong tập hữu hạn { }−0,1,2,..., 1p . 

Vậy phải tồn tại { }∈ −1 0,1,2,..., 1b p  được nhận giá trị vô hạn lần. 

Do đó tồn tại tập 1K  vô hạn các phần tử 1nx  của dãy { }0nx  sao cho số hạng thứ 2 trong khai 

triển p-adic của các phần tử đó bằng nhau và bằng 1b . 

Như vậy, với mỗi ∈m  tồn tại tập mK  vô hạn các phần tử mnx  của tập −1mK  sao cho số 

hạng thứ m trong khai triển p-adic của các phần tử đó bằng nhau và bằng 

{ }∈ −0,1,2,..., 1mb p .Đặt +
+= + + + + + +2 1

0 1 2 1... ...m m
m mb b b p b p b p b p  

Như vậy ta đã xây dựng được ⊃ ⊃ ⊃ ⊃0 1 ... ...mK K K  

Với các phần tử ∈ ∈ ∈0 0 1 1, ,..., ,...n n mn mx K x K x K  

Từ cách xây dựng trên ta có : →∞− −− < →1 0mm
mn p

x b p  

Do đó { }mnx  là một dãy con lấy ra từ dãy { }nx  mà { }mnx  hội tụ về b. 

Vậy 
 p

 là tập compact. 

Bây giờ ta lấy phần tử ∈0 px . 

Nếu =0 0x  thì tồn tại  =   0,1p B  là tập compact chứa 0x . 

  



Nếu ≠0 0x  ta có ánh xạ → + 0p px  là phép đồng phôi 

+ 0x x x  

nên +0 px  là tập compact chứa 0x . Do đó với mọi ∈0 px  đều tồn tại lân cận compact 

chứa 0x  nên 
 p

 compact địa phương. ■ 

2.3.6 Mệnh đề (một số tính chất tôpô khác của 
 p

) 

i) Mọi hình cầu, mặt cầu trong 
 p

 đều là những tập vừa mở vừa đóng. 

ii) Hai hình cầu bất kỳ trong 
 p

 hoặc lồng nhau hoặc rời nhau. 

iii) Mọi hình cầu, mặt cầu trong 
 p

 đều có vô số tâm. Mọi hình cầu đều có vô số bán 

kính. 

iv) 
 p

 chỉ có một số đếm được các hình cầu và mặt cầu. 

Chứng minh 

i) Giả sử ∈ pa , +∈r , xét hình cầu mở: ( ) { }= ∈ − <, :p p
B a r x x a r  

Hiển nhiên ( ),B a r  là tập mở. Ta cần chứng minh ( ),B a r  là tập đóng, nghĩa là cần chứng 

minh ( ) , \ pB a r  là tập mở. Thật vậy, nếu lấy bất kỳ ( )∈ , \ pb B a r , suy ra − ≥
p

b a r . 

Khi đó, luôn tồn tại hình cầu mở ( ),S b r  nằm hoàn toàn trong ( ) , \ pB a r  vì với mọi 

( )∈ ,y S b r , suy ra − < .
p

y b b  

Mặt khác, ta có ( ) ( )− = − + −
p p

y a y b b a . 

Theo nguyên lý tam giác cân, ta phải có:  

Do đó, − ≥
p

y a r . Suy ra, ( ) ( )⊂ , , \ pS b r B a r . 

Vậy ( ) , \ pB a r  là tập mở. 

Tương tự, ta cũng có { }  = ∈ − ≤  , :p p
B a r x x a r , ( ) { }= ∈ − =, :p p

D a r x x a r  cũng 

là những tập vừa mở vừa đóng. 



ii) Ta xét hai hình cầu mở ( )1 ,B a r  và ( )2 ,B b s . Giả sử ( ) ( )∩ ≠ ∅1 2, ,B a r B b s , ta chứng 

minh chúng phải lồng nhau. 

Thật vậy, không mất tính tổng quát ta có thể giả sử r < s. Sau đây chúng ta sẽ chứng minh 

( ) ( )⊂1 2, ,B a r B b s . Từ giả thiết ( ) ( )∩ ≠ ∅1 2, ,B a r B b s , suy ra tồn tại 

( ) ( )∈ ∩ ≠ ∅1 2, ,c B a r B b s  hay − <
p

c a r  và − <
p

c b s . 

Bây giờ, ( )∀ ∈ 1 ,y B a r  ta có − <
p

y a r  

Do đó, 

( ) ( ) ( ) { }− = − + − + − ≤ − − − <max , ,
p p p pp

y b y a a c c b y a a c c b s  

Suy ra ( )∈ 2 ,y B b s  .Vậy ( ) ( )⊂1 2, ,B a r B b s . 

Ngược lại, nếu ≤s r  thì bằng cách chứng minh tương tự như trên, ta cũng có 

( ) ( )⊃1 2, ,B a r B b s  

Đối với hình cầu đóng, ta chứng minh hoàn toàn tương tự. 

iii) Ta chứng minh mọi hình cầu, mặt cầu trong 
 p

 đều có vô số tâm.  

Thật vậy, với ∈ pa , +∈r , ta xét một điểm b bất kỳ, ≠b a  trong hình cầu mở 

( ) { }= ∈ − <, :p p
B a r x x a r . 

Ta có, − <
p

b a r   (do cách chọn b). 

Hơn thế nữa, ta còn có ( ) ( )=, ,B a r B b r  vì nếu ( )∈ ,x B a r  thì − <
p

x a r .  

Khi đó, ( ) ( ) { }− = − + − ≤ − − <max ,
p p pp

x b x a a b x a a b r  

Suy ra, ( )∈ ,x B b r  hay ( ) ( )⊂, ,B a r B b r . 

Ngược lại, chứng minh tương tự trên ta cũng có ( ) ( )⊂, ,B b r B a r . 



Vậy ( ) ( )=, ,B a r B b r  với mọi ( )∈ ,b B a r . Nói cách khác, ( ),B b r  có vô số tâm. Chứng 

minh tương tự ta cũng có   ,B a r  và ( ),D a r  có vô số tâm. 

Ta chứng minh mọi hình cầu trong 
 p

 đều có vô số bán kính. 

Trước tiên ta xét hình cầu mở ( ),B a r . Ta đã biết hàm chuẩn .
p
 chỉ lấy giá trị trong tập 

{ } { }∈ ∪ 0np n  nên tồn tại ∈n  sao cho +< ≤ 1n np r p . 

Ta chứng minh rằng ( ) ( )+= 1, , nB a s B a p  với mọi s thỏa +< ≤ 1n np s p . 

Thật vậy, ( )∀ ∈ ,x B a s , ta có +− < ≤ 1n

p
x a s p ( )+⇒ ∈ 1, nx B a p . 

Ngược lại, ( )+∀ ∈ 1, ny B a p  ta có +− < 1n

p
y a p ⇒ − ≤ <n

p
y a p s  hay ( )∈ ,y B a s . Nên 

( ) ( )+= 1, , nB a s B a p . 

Như vậy, với bất kỳ hình cầu ( ),B a r  với r thỏa +< ≤ 1n np r p  ta đều có ( ) ( )+= 1, , nB a r B a p . 

Do đó, ( ) ( )=, ,B a r B a s  với mọi s thỏa +< ≤ 1n np s p . Điều này có nghĩa là mọi hình cầu 

mở ( ),B a r  đều có vô số bán kính. 

Đối với hình cầu đóng   ,B a r  luôn tồn tại n sao cho +≤ < 1n np r p . Ta sẽ chứng minh 

   =   , , nB a s B a p  với mọi s thỏa +≤ < 1n np s p . Thật vậy, với mọi  ∈  ,x B a s  ta có 

− ≤
p

x a s  mà +≤ < 1n np s p  nên − ≤ n

p
x a p . 

Vậy  ∈  , nx B a p . 

Ngược lại, với mọi  ∈  , ny B a p  ta có − ≤ ≤n

p
y a p s , suy ra  ∈  ,y B a s . Do đó, 

   =   , , nB a s B a p . Với +≤ < 1n np r p , ta có    =   , ,B a r B a s . 

Vậy hình cầu đóng   ,B a r  có vô số bán kính. 

iv) 
 p

 chỉ có một số đếm được các hình cầu và mặt cầu. 



Theo iii) ta có mọi điểm trong hình cầu, mặt cầu đều là tâm của nó. Dùng tính chất này ta sẽ 

chứng minh 
 p

 chỉ có một số đếm được các hình cầu và mặt cầu. 

Thật vậy, lấy bất kỳ +∈ ∈ ,pa r . Theo iii) tồn tại ∈n  sao cho ( ) ( )=, , nB a r B a p  

Vậy ( ){ } ( ){ }+= ∈ = ∈ , , nM B a r r B a p n  là tập đếm được. Mặt khác mọi hình cầu trong 

 p
 đều có thể chọn tâm là một số hữu tỉ. Chẳng hạn, đối với hình cầu mở ( ), nB a p . Do 

∈ pa  nên ta giả sử khai triển p-adic của a có dạng  

+
+= + + + +1

1 ... ...m m n
m m na a p a p a p   ( )< ∈,n m m . 

Đặt +
+= + + +1

1 ...m m n
m m nb a p a p a p . Suy ra ∈ pb  và − <

1
np

b a
p

 

nên   ( )∈ , nb B a p . Do đó ( ) ( )=, ,n nB a p B b p . 

Vậy mọi hình cầu trong 
 p

 đều có dạng ( ), nB b p  trong đó ∈b  và ∈n , do đó số hình 

cầu trong 
 p

 là tập đếm được. 

Tương tự, ta cũng chứng minh được mọi hình cầu đóng, mặt cầu trong 
 p

 cũng là những 

tập đếm được. ■ 

2.4 Bổ đề Hensel 

Như chúng ta đã biết các phép toán số học như: cộng, trừ, nhân và chia trong 
 p

 

được thực hiện một cách khá dễ. Tuy nhiên, việc khai căn của một số nguyên và việc tìm 

nghiệm của một phương trình nào đó trong 
 p

 nói chung là vấn đề không phải lúc nào 

chúng ta cũng thực hiện được. Bổ đề Hensel sẽ giúp chúng ta giải quyết một phần nào của 

vấn đề trên. Đặc biệt là Bổ đề Hensel giúp chúng ta mô tả các căn của 1 trong
 p

 hay các tự 

đẳng cấu trong trường 
 p

. 

2.4.1 Bổ đề Hensel Cho đa thức ( )  = + + + ∈ ≠ 0 1 ... , 0n
n p nf x c c x c x x c và 

( ) −′ = + + + 1
1 22 ... n

nf x c c x nc x  là đạo hàm của nó. Nếu tồn tại phần tử ∈0 pa thỏa điều 

kiện:  



( ) ( )≡0 0 modf a p  và ( ) ( )≡'
0 0 modf a p  thì  tồn tại duy nhất ∈ pa sao cho ( ) = 0f a và  

( )≡ 0 moda a p . 

Để chứng minh bổ để Hensel ta cần chứng minh bổ đề sau : 

Bổ đề Cho ∈0 pa , tổn tại duy nhất dãy số tự nhiên a1, a2, …, an,…thỏa 3 điều kiện 

i) ( )+
+ ≡ ∀ ∈1 *

1 mod ,n
n na a p n ; 

ii) +≤ < ∀ ∈10 ,n
na p n ; 

iii) ( ) ( )+ ∗≡ ∀ ∈10 mod ,n
nf a p n . 

Chứng minh  Ta xây dựng a1, a2, …, an,… bằng quy nạp. 

Gọi 0a là số tự nhiên duy nhất thỏa ≤ ≤ −00 1a p  mà ( )≡ 0 0 moda a p ( 0a  là chữ số 

đầu tiên trong khai triển p-aidc của 0a . 

 Giả sử đã có a1, do a1 thỏa i), ii) nên có thể chọn = +1 0a a pb  với ≤ ≤ −0 1b p  ta chỉ 

còn phải chọn b phù hợp. Ta có: 

( ) ( ) ( )−

= =

= + = + +∑ ∑  

1 2
1 0 0 0

0 1

. .
n ni i i

i i i
i i

f a c a pb c a ic p b a boäi cuûa p ,suy ra 

 ( ) ( ) ( )( )' 2
1 0 0. . modf a f a p b f a p= +   

Vì ( ) ( ) ( )≡ ≡0 0 0 modf a f a p  nên ( ) ( )0 0 modf a p≡ , hay ( )0 . ; Pf a p A A= ∈
 . 

Do đó 

 ( ) ( )( )′≡ + 

2
1 0. . . modf a p A b p f a p  

Đến đây ta cần tìm b sao cho ( ) ( )′+ ≡

2
0. . . 0 modp A b p f a p .Tức  

 ( ) ( )′+ ≡0. 0 modA b f a p  

Ta có ( ) ( )′ ≡/0 0 modf a p  nên suy ra ( ) ( )−
≡

′
0

modAb p
f a

 

Suy ra b được chọn duy nhất, là chữ số đầu tiên trong khai triển p-adic số ( )
−
′ 0

A
f a

. Đến đây 

ta đã xây dựng được a1. 

  Giả sử ta đã có duy nhất dãy số tự nhiên a1, a2, …, an thỏa i), ii), iii). Ta sẽ xây dựng 

+n 1a  



Nếu đã có +n 1a thì vì ( )+
+ ≡ 1

n 1 mod n
na a p nên ta có thể chọn b sao cho 

+ +
+ += + ≤ < ≤ ≤ −1 2

1 1. 0 0 1n n
n n na a b p vaø a p neân b p  

Như vậy với +1na  trên đã thỏa i), ii). Ta chỉ cần tìm b thỏa iii). Ta có: 

( ) ( ) ( )+ + − +
+

= =

= + = + +∑ ∑1 1 1 2
1

0 0

. . . .
n nin i n i n

n i n i n i n
i i

f a c a b p c a i c b p a boäi cuûa p  

suy ra  

 ( ) ( ) ( )( )+ +
+ ≡ + 1 ' 2

1 . modn n
n n nf a f a bp f a p . 

Vì na  thỏa iii) nên ( ) ( ) ( )+ + ′ ′≡ ⇒ = ∈1 10 mod . ;n n
n n pf a p f a p A A  

Do đó  

 ( ) ( )( )+ + +
+

′ ′≡ +1 1 2
1 . . . modn n n

n nf a p A b p f a p  

Cần chọn b để ( ) ( )+ + +′ ′+ ≡1 1 2. . 0 modn n n
np A bp f a p ( ) ( )′ ′+ ≡hay 0 modnA bf a p  

Do ( )≡ 0 modna a p  nên ( ) ( )( )′ ′≡ 0 modnf a f a p mà ( ) ( )′ ≡0 0 modf a p . Vì vậy, 

( ) ( )′ ≡ 0 modnf a p . Từ đó suy ra ( ) ( )−
≡

′
mod

n

Ab p
f a

. 

Vậy b là duy nhất và là chữ số đầu tiên trong khai triển p-adic của ( )
−

∈
′

 p
n

A
f a

 

Như vậy bằng quy nạp ta đã xây dựng được duy nhất dãy số tự nhiên a1, …, an thỏa bổ đề. 

Để chứng minh Bổ đề Hensel ta cần chứng minh các điều sau: 

 1. Sự tồn tại: Với ∈0 pa , theo bổ đề trên tồn tại duy nhất một dãy số tự nhiên a1, 

a2,…, an thỏa điều kiện : 

i) ( )+
+ ≡ ∀ ∈1

1 mod ,n
n na a p n  

ii) ≤ < ∀ ∈0 ,na p n  

iii) ( ) ( )+ ∗≡ ∀ ∈10 mod ,n
nf a p n  

Do i), nên − −
+ − ≤ 1

1
n

n n p
a a p  suy ra dãy { }na  là dãy Cauchy trong  . 

Đặt  { }= ∈n pa a , ta có: 



( )
( )

( )−

 ≡

 ≡


 ≡ ∀ ∈





1 0

2
2 1

1

mod

mod

mod ,n
n n

a a p

a a p

a a p n

 

suy ra ( )−≡ ≡ ≡ ∀ ∈1 0... mod ,n na a a p n . Từ đó, ta được 

( )− −

→∞
− = − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≡1 1

0 0 0 0lim mod (1)np p pn
a a a a p a a p a a p  

Mặt khác: ( )+
+ ≡ ∀ ∈1

1 mod ,n
n na a p n  nên ta có: 

( )+≡ ∀ ∈ >

1mod , , :n
m na a p m n m n  

− − − −

→∞
⇒ − ≤ ⇒ − = − ≤1 1limn n

m n n m np p pm
a a p a a a a p  

( ) ( ) ( )( )− − + +⇒ − ≤ ⇒ ≡ ⇒ ≡1 1 1mod modn n n
n n np

a a p a a p f a f a p  

Mà ( ) ( )+≡ 10 mod n
nf a p  nên ( ) ( )+≡ 10 mod nf a p  dẫn đến ( ) − −≤ ∀ ∈1,n

p
f a p n  suy ra 

( ) →∞→0n

p
f a . Do vậy, ( ) = 0f a      (2) 

2. Tính duy nhất: Giả sử có ′∈ pa  thỏa điều kiện ( )0 moda a p′ ≡  và ( ) 0f a′ = . Do 

′∈ pa , ta có ′ = + + + + +0 1 2 ... ...n
na b b p b p b p  

Đặt ′ ′ ′= = + = + + +0 0 1 0 1 0 1; ; ... ... n
n na b a b b p a b b p b p . Khi đó { }′na thỏa i), ii) của bổ đề trên 

. Hơn nữa: ( )+′ ′≡ 1mod n
na a p  suy ra ( ) ( )( )+′ ′≡ 1mod n

nf a f a p , ta lại có 

( ) ( )+′ ≡ 10 mod nf a p  nên ( ) ( )+′ ≡ 10 mod n
nf a p . Tức dãy { }′na thỏa điều kiện iii) của bổ đề, 

nói cách khác dãy { }′na  thỏa bổ đề, do đó { } { }′ ≡ na a hay ′≡a a .■ 

2.4.2 Ví dụ Trong 7 luôn tồn tại căn bậc 2 của -3. 

Thật vậy, xét ( ) = +2 3f x x , ta chứng minh f(x) có nghiệm trong 7  

Với = ∈0 72a , ta có ( ) ( )0 7 0 mod7f a = ≡ và ( ) ( )'
0 02 2.2 4 0 mod7f a a= = = ≡   

Theo Bổ đề Hensel tồn tại duy nhất ∈0 7x  sao cho ( )≡0 2 mod 7x và ( )0 0f x = hay 

2
0 3x = − . 



2.4.3 Ví dụ Trong 2 luôn tồn tại căn bậc 2 của 9. 

Thật vậy, dễ dàng nhận thấy tồn tại ∈ =

2
23 : 3 9  

Tuy nhiên, ta không thể áp dụng Bổ đề Hensel để chứng minh 2 luôn tồn tại căn bậc 2 của 

9. 

Vì với ( ) ( )= − =2 '9; 2f x x f x x . Ta luôn có ( ) ( )= ≡ ∀ ∈'
0 0 0 22 0 mod 2 ,f x x x . 

Để giải quyết mâu thuẫn của bài toán trên ta cần chứng minh Bổ đề Hensel mở rộng sau. 

2.4.4 Bổ đề Hensel mở rộng 

Cho  = + + + ∈  0 1( ) ... n
n pf x c c x c x x  

Nếu tồn tại phần tử ∈0 pa thỏa điều kiện 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

+

+

 ≡

 ≡


≡

'
0

' 1
0

2 1
0

0

0 mod

0 mod

M

M

M

f a modp

f a p

f a p

 

Khi đó, tồn tại duy nhất một số ∈ pa  sao cho: ( ) 0f a =  và  ( )1
0 mod Ma a p +≡  

 

Để chứng minh bổ để hensel mở rộng ta cần chứng minh bổ đề sau đây : 

Bổ đề: Cho ∈0 pa tồn tại duy nhất dãy số tự nhiên a1, a2, …, an.. thỏa 3 điều kiện 

i) ( )+
−= 1 mod M n

n na a p ; 

ii) + +≤ < 10 M n
na p ; 

iii) ( ) ( )+ +≡ 2 10 mod M n
nf a p . 

Chứng minh bổ đề 

Ta xây dựng dãy số a1, a2, …, an bằng quy nạp 

Gọi 0a là số tự nhiên duy nhất thỏa ≤ <00 a p mà ( )+≡  1
0 0 mod Ma a p (*) 

Do ∈0 pa  nên +
+= + + + + + +2 1

0 0 1 2 1... ...M M
M Ma b b p b p b p b p  

Chọn = + + + +

2
0 0 1 2 ... M

Ma b b p b p b p  

Suy ra 0a duy nhất và thỏa điều kiện (*) 

Giả sử đã có 1a , 1a  thỏa i), ii) nên có thể chọn: += + 1
1 0 . Ma a b p  với ≤ < −0 1b p  

Ta chứng minh có duy nhất b thỏa điều kiện ( ) ( )+≡ 2 2
1 0 mod Mf a p  



Thật vậy, ta có ( ) ( )+ − + +

= =

= + = + +∑ ∑  

1 1 1 2 2
1 0 0 0

0 0

( . . )
n niM i i M M

i i i
i i

f a c a bp c a c ia bp boäi cuûa p , 

 suy ra  

  ( ) ( ) ( )( )+ +≡ + 

1 ' 2 2
1 0 0. . modM Mf a f a b p f a p . 

Do  ( )+≡  1
0 0 mod Ma a p  nên ( ) ( )( )+′ ′≡ 

1
0 0 mod Mf a f a p  mà ( ) ( )′ ≡0 0 mod Mf a p  và 

( ) ( )+′ ≡ 1
0 0 mod Mf a p , vì vậy ( ) ( ) ( ) ( )+′ ′≡ ≡ 

1
0 00 mod 0 modM Mf a p vaø f a p . Do đó, 

( )′ = ∈
0 . ;M

pf a p A A . Từ đó suy ra:  

( ) ( ) ( )+ +≡ +

1 2 2
1 0 . . . modM M Mf a f a b p p A p  

hay  

( ) ( ) ( )+ +≡ +

2 1 2 2
1 0 . . . modM Mf a f a b p A p . 

Đến đây ta cần tìm b sao cho ( ) ( )+ ++ ≡

2 1 2 2
0 . . 0 modM Mf a b p A p  

Tức  

( ) ( )0
2 1 . 0 mod

M

f a
b A p

p +
+ ≡



hay 
( ) ( )0

2 1 mod
.M

f a
b p

p A+

−
≡



 với 
′

=
0( )
M

f a
A

p
 

Suy ra b được chọn duy nhất, là chữ số đầu tiên trong khai triển p-adic số 
−

− 0
2 1

( )
.M

f a
p A

 

Đến đây ta xây dựng được 1a . 

  Giả sử ta đã có duy nhất dãy số tự nhiên −1 2 1, ,..., na a a  thỏa i), ii), iii). Ta sẽ xây dựng 

na  thỏa các điều kiện trên. 

Nếu đã có −1na  thì vì +
−≡ 1(mod )M n

n na a p  nên ta có thể chọn b sao cho: +
−= +1 . M n

n na a b p  

và + +≤ < 10 M n
na p , suy ra ≤ ≤ −0 1b p . 

Như vậy với na trên đã thỏa i) và ii). Ta chỉ cần tìm b thỏa iii) 

Ta có: + + − +
− − −

= =

= + = + +∑ ∑ 1 2 2
1 1 1

0

( ) ( . ) ( . . )
n n

M n i i M n i M n
n i n i n n

i i o

f a c a b p c a ib p a boäi cuûa p  

suy ra   
+ +

− −
′≡ + 2 2

1 1( ) ( ) . . ( ) (mod )M n M n
n n nf a f a b p f a p  

hay   



+ + +
− −

′≡ + 2 1
1 1( ) ( ) . . ( ) (mod )M n M n

n n nf a f a b p f a p  

Do +
− ≡ 1

1 0 (mod )M
na a p  nên +

−
′ ′≡ 1

1 0( ) ( )(mod )M
nf a f a p . 

Mà ′ ≡0( ) 0 (mod )Mf a p  và +′ ≡ 1
0( ) 0 (mod )Mf a p ,  

vì vậy 

−
′ ≡1( ) 0 (mod )M

nf a p  và +
−

′ ≡ 1
1( ) 0 (mod )M

nf a p .  

Do đó, −
′ ′ ′= ∈1( ) . ;M

n pf a p A A . Từ đó suy ra 

+ + +
−

′≡ + 2 1
1( ) ( ) . . . .(mod )M n M M n

n nf a f a b p p A p  

Đến đây ta tìm b sao cho + + +
−

′+ ≡2 2 1
1( ) . . 0 (mod )M n M n

nf a b p A p  

Tức −
+

′+ ≡1
2

( )
. 0 (mod )n

M n

f a
b A p

p
 hay

( )−
+

−
≡

′
1

2 (mod )
.

n
M n

f a
b p

p A
 với 

( )−
′

′ = 1n
M

f a
A

p
 

Vậy, b chọn được duy nhất là chữ số đầu tiên của −
+

−
′

1
2

( )
.

n
M n

f a
p A

 trong khai triển p-adic. 

Như vậy bằng qui nạp ta đã xây dựng được dãy 1 2, ,..., na a a  thỏa bổ đề. 

Để chứng minh bổ đề Hensel mở rộng, ta cần chứng minh những điều sau: 

1. Sự tồn tại: Với ∈0 pa , theo bổ đề trên tồn tại duy nhất một dãy số tự nhiên 

1 2, ,..., na a a thỏa điều kiện 

i) +
−≡ 1 (mod )M n

n na a p  

ii) + +≤ < 10 M n
na p  

iii) + +≡ 2 1( ) 0 (mod )M n
nf a p  

Do i) nên − −
−− ≤1

M n
n n p

a a p , ta có 

+

+

+
−

 ≡


≡


 ≡



1
1 0

2
2 1

1

(mod )

(mod )

(mod )

M

M

M n
n n

a a p

a a p

a a p

 

suy ra +
−≡ ≡ ≡ ∀ ∈1

1 0... (mod ),M
n na a a p n . Từ đó, 

− −

→∞
− = − ≤ 1

0 0lim M
np pn

a a a a p  

dẫn đến − −− ≤ 1
0

M

p
a a p . Vì vậy, +≡ 1

0 (mod )Ma a p   (1) 



Mặt khác, + +
+ ≡ ∀ ∈1

1 (mod ),M n
n na a p n  nên + +≡ ∀ >1(mod ),M n

m na a p m n  dẫn đến 

− − −− ≤ 1M n
m n p

a a p , từ đó − − −

→∞
− = − ≤ 1lim M n

n m np pm
a a a a p .  

Do vậy + +≡ 1(mod )M n
na a p , ta suy ra + +≡ 1( ) ( ) (mod )M n

nf a f a p  mà 

+ +≡ 2 1( ) 0(mod )M n
nf a p  nên + +≡ 1( ) 0(mod )M nf a p , do đó − − −≤ ∀ ∈1( ) ,M n

p
f a p n  dẫn đến 

→+∞→( ) 0n

p
f a . Vì vậy, =( ) 0 (2)f a  

2. Tính duy nhất: Giả sử có ′∈ pa  thỏa hai điều kiện +′ ≡ 1
0 (mod )Ma a p  và 

′ =( ) 0f a . Ta có +′ = + + + + + + + +2 1 2
0 1 2 2... ... ...M M M

M M Ma b b p b p b p b p b p  

Đặt  

+

+ +
+

+ + +
+ +

′ = + + +

′ = + + + +

′ = + + + + + +

′ = + + + + + + + + = +





0 0 1
1

1 0 1

1
0 1

1
0 1

...

...

... ...

... ... ...

M
M

M M
M M

M M M n
n M M M n

M M M n M m
m M M M n M m

a b b p b p

a b b p b p b p

a b b p b p b p b p

a b b p b p b p b p b p vôùi m M n

 

Khi đó { }′ma  thỏa i), ii) thỏa bổ đề. Hơn nữa 

+ +′ ′≡ 2 1(mod )M n
ma a p  suy ra + +′ ′≡ 2 1( ) ( )(mod )M n

mf a f a p  mà ′ =( ) 0f a , do đó  

+ +′ = 2 1( ) 0(mod )M n
mf a p . 

Dãy { }′ma  thỏa điều kiện iii) của bổ đề, nói cách khác dãy { }′ma  thỏa bổ đề, do đó 

{ } { }′ ′≡ =m na a hay a a .■ 

Áp dụng Bổ đề Hensel mở rộng để chứng minh bài toán trong ví dụ 2.4.3 

Trong 2 luôn tồn tại căn bậc 2 của 9. 

Thật vậy, xét ( ) = −2 9f x x , ta chứng minh f(x) có nghiệm trong 2  

Với = ∈0 21a , M =1 ta có,  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

+

+

 = − ≡

 = = = ≡


= = = ≡

2.1 1
0

' 1
0 0

' 1 1
0 0

8 0 mod 2

2 2.1 2 0 mod 2

2 2.1 2 0 mod 2

f a

f a a

f a a

 



Theo Bổ đề Hensel mở rộng, tồn tại duy nhất ∈0 2x  sao cho ( )+≡ 1 1
0 1 mod 2x và 

( )0 0f x =  hay 2
0 9x =  

2.5 Ứng dụng của Bổ đề Hensel 

Ứng dụng 1 ( Mô tả căn của 1 trong p  ) 

 Cho  là trường phần tử x∈  gọi là căn của 1 trong   nếu tồn tại số tự nhiên n để 

=1nx . 

Trong trường số thực  , ta biết rằng tập các căn của 1 trong   chính là { }1,1− . Vậy tập các 

căn của 1 trong 
 p

 là gì? Để mô tả được các căn của 1 trong 
 p

, ta cần phải sử dụng đến 

Bổ đề Hensel và Bổ đề Hensel mở rộng. Cụ thể ta có các kết quả sau: 

2.5.1 Định lý (Mô tả căn của 1 trong 
 p

 với p là số nguyên tố lẻ) 

Cho p là số nguyên tố lẻ. Khi đó: 

a) Với mọi 1 1i p≤ ≤ −  tồn tại duy nhất ∈i pξ  thỏa 1 1p
iξ
− =  và (mod )i i pξ =  

Do đó: Tập các căn bậc p-1 của 1 trong 
 p

 là: { }1 1 2 1, ,...p pU ξ ξ ξ− −=  

b) Tập các căn của 1 trong 
 p

 chính là 
−1pU  (hay −∈ = ⇔ =

1, 1 1)n p
px x x  

Chứng minh 

 a) Đặt = −( ) pf x x x , ta có −′ = −1( ) . 1pf x p x . Với mỗi { }1,2,..., 1i p∈ −  thì =( , ) 1i p . 

Theo định lý Fecma  ≡ (mod )pi i p  hay − ≡ 0(mod )pi i p . Khi đó ≡( ) 0(mod )f i p , mặt 

khác −′ = − ≡ −1( ) 1 1(mod )pf i pi p  nên ′ ≡/( ) 0(mod )f i p , theo Bổ đề Hensel tồn tại duy nhất 

∈i pξ  sao cho ≡ (mod )i i pξ  và =( ) 0if ξ . Suy ra − = 0p
i iξ ξ  và ≠ 0iξ , do đó − =1 1p

iξ . 

Vì vậy, { } { }−
− −= = ∈ =

1
1 1 2 1, ,..., : 1p

p p pU x xξ ξ ξ . 

b) Trước hết ta chứng minh 1 không có căn bậc p nào khác 1 trong P . 

Xét đa thức  = − ∈  ( ) 1p
Pf x x x , ta có  

− −

− −

− = ⇔ − + + + =

 =
⇔ 

+ + + =

1 2

1 2

1 0 ( 1)( ... 1) 0
1

... 1 0 (1)

p p p

p p

x x x x
x
x x

 



Đặt 
−

− − −
= + + + =

−

1
1 2 1( ) ... 1

1

p
p p xf x x x

x
, lúc đó ta có 

   
1

2 2 3 0
1 1

( 1) 1( 1) . ...
1 1

p
p p

p p

xf x x C x C
x

−
− −

− −

+ −
+ = = + + +

+ −
 

Suy ra f(x+1) bất khả qui theo tiêu chuẩn Eisenstein, nên f(x) bất khả qui trong   P x . Do 

đó (1) vô nghiệm và ta được =1 1p  

Bây giờ ta chứng minh tập các căn của 1 trong P  chính là −1PU . 

Kí hiệu U  là tập các căn của 1 trong P , ta có { }∗= ∈ ∃ ∈ = : : 1n
pU x n x  

Ta sẽ chứng minh { }−
− = ∈ = =

1
1 : 1p

p pU x x U .Thật vậy, ta luôn có 

{ }−
− = ∈ = ⊆

1
1 : 1p

p pU x x U  

Ngược lại với ∈0x U , ta sẽ chứng minh { }−
−∈ ∈ = =

1
0 1: 1p

p px x x U .  

Vì ∈0x U  nên tồn tại ∗∈n  sao cho =0 1nx . Giả sử = =. , ( , ) 1kn p m m p , Ta có: 

( )
− = ⇔ = ⇔ = 

 

1
.

0 0 01 1 1
k

k
p

pn p m mx x x  

Do 1 không có căn bậc p nào khác 1 trong 
p  nên biểu thức trên tương đương với  

( )
−

=
1

0 1
kpmx . Áp dụng liên tiếp tính chất trên ta được =0 1mx . 

Giả sử = + + + +0 0 1 ... ...m
mx a a p a p  

Vì =0 1
p

x  nên < ≤ −00 1a p , suy ra =0( , ) 1a p , theo định lý Fecma, ta được 

− ≡1
0 1(mod )pa p . 

Xét đa thức −  = − ∈  

1( ) 1p
pf x x x , ta có 1

0 0( ) 1 0(mod )pf a a p−= − ≡  và  

2
0 0( ) ( 1). 0(mod )pf a p a p−′ = − ≡  

Theo Bổ đề Hensel, tồn tại duy nhất ∈0 py  sao cho ≡0 0 (mod )y a p  và − =1
0 1py , suy ra 

− =( 1)
0 1m py  và ≡0 0 (mod )y a p . Ta có − =( 1)

0 1m px  và ≡0 0 (mod )x a p . 

Xét đa thức −  = − ∈  

( 1)( ) 1m p
pg x x x , ta có ( 1)

0 0( ) 1 0(mod )m pg a a p−≡ − ≡ và 

( 1) 1
0 0( ) ( 1). 0(mod )m pg a m p a p− −′ ≡ − ≡  



Theo Bổ đề Hensel, phương trình g(x)=0 có duy nhất nghiệm ∈0 pz  thỏa ≡0 0 (mod )z a p  

(*) mà 0 0,x y  cũng là nghiệm của g(x)=0 thỏa (*). Suy ra  

= =0 0 0x z y . Vậy { }−
−∈ ∈ = =

1
0 1: 1p

p px x x U .■ 

2.5.2 Định lý (Mô tả căn của 1 trong 2 ) Tập các căn của 1 trong 2  là { }±1  

Nghĩa là nếu ∈2x  và tồn tại ∈*n  để =1nx  thì = ±1x  

Chứng minh Trước tiên ta có nhận xét phương trình + =2 1 0x  vô nghiệm trong 2 . Thật 

vậy,giả sử tồn tại ∈0 2x  để = −2
0 1x . Do = − =

2

0 2 2
1 1x  nên ∈0 2x , khi đó 0x có biểu 

diễn { }( )2
0 0 1 22 .2 ... .2 ... 0,1n

n ix a a a a vôùi a= + + + + + ∈ , suy ra 

2
0 1( 2 .... .2 ...) 1n

na a a+ + + + = −  do đó 2
0 1(mod2)a ≡ −  hay { }0 1 ( 0,1 )ia vì a= ∈ . 

Với 0 1a = , ta suy ra  2 2
1(1 .2) 1(mod2 )a+ ≡ − hay 1 1(mod 4) (voâ lyù)≡ − . 

Vậy + =2 1 0x  vô nghiệm trong 2 . 

Tiếp theo, với (n, 2) = 1, giả sử có ∈0 2x  , =0 1nx , ta chứng minh =0 1x . Thật vậy, =0 1nx  

nên =0 2
1x  và ≡0 1(mod 2)x . Do đó ≡0 1(mod 2)x  và =0 1nx . 

Mặt khác, ta cũng có ≡1 1(mod 2)  và =1 1n . 

Bây giờ, xét đa thức  = − ∈  2( ) 1nf x x x , ta có ≡(1) 0(mod 2)f  và 

′ ≡ ≡(1) .1 0(mod 2)f n . Theo Bổ đề Hensel, tồn tại duy nhất ∈0 2z  sao cho ≡0 1(mod 2)z  

và =0 1nz . Do đó = =0 0 1x z . 

Cuối cùng với n là số tự nhiên chẵn và ∈0 2x  , =0 1nx , ta chứng minh = ±0 1x  

Ta luôn có = 2 .kn m  với m lẻ, k>1. Khi đó =1nx  tương đương với =2 . 1
k mx  hay ( ) =2 1

k m
x . 

Theo chứng minh trên thì =2 1
k

x . Từ đó ta có : 
−

− = ⇔ − + + + =

⇔ − =
⇔ = ±

12 2 2 4 2

2

1 0 ( 1)( 1)( 1)....( 1) 0
1 0
1

k k

x x x x x
x
x

 

Vậy căn của 1 trong 2  là { }±1 . ■ 



Ứng dụng 2 ( Mô tả nhóm thương 
*

* 2( )
p

p





 ) 

Cho F là trường, khi đó ∗( , .)F  nhóm Abel 

( ) { }∗ ∗ ∗= ∈
2 2 2/ ; (( ) , .)F a a F F  là nhóm con của nhóm ∗( , .)F  

Xét trường hợp  

{ }∗= ϕ → − 



, : : 1, 1F tacoù

aa
a

 

Dễ dàng nhận thấy ϕ  là toàn cấu nhóm nhân với { }∗ ∗= ∈ > = 

2/ 0 ( )Ker a aϕ  

Áp dụng định lý Noether ta có : { }∗
≅ − 1; 1Kerϕ . Vậy,  

{ }∗

∗ ≅ − = −





2 21; 1
( )

nhóm xiclic cấp 2 

Vấn đề đặt ra là khi ta thay F = 
 p

 thì kết quả như thế nào ?. 

2.5.3 Định lý ( mô tả  nhóm 




*

* 2( )
p

p

 khi p là số nguyên tố lẻ) 

Nếu p là số nguyên tố lẻ thì    
∗

∗ ≅ ⊕




2 2 2( )
p

p

   

Chứng minh Kí hiệu =pF p


 , trong lý thuyết số, ta biết rằng số các lớp là thặng dư bậc 

2 trong *
pF  là −1

2
p , do đó  

( )
≅

*

2* 2
p

p

F

F


  

Xét ánh xạ 
( )

→

*
*

2*
: p

p

p

F

F
θ  với = + + + = =2

0 1 2 0 0( ) ( ...) ( )a a p a p a aθ α θ α  

Với = + + + = + + ∈2 *
0 1 2 0 1..., ... pa a p a p b b pα β , ta có  

( ) ( ) ( ) ( )= + + + = = = =2
0 0 1 2 0 0 0 0 0 0. ( ...) . . .a b c p c p a b a b a bθ α β θ α β θ α θ β  

Suy ra θ  là đồng cấu nhóm nhân. Dễ dàng nhận thấy θ  là toàn cấu. 



Bây giờ ta chứng minh ( )= 

2*Ker pθ .Thật vậy, ( ) ( )∈ ∈
2*Ker , pFα θ θ α . 

Suy ra = + + +0 1 2 ...a a p a pα  với =
2

0 0a b  hay ( )≡ 2
0 0 moda b p . 

Xét phương trình bậc hai ( ) = −2f x x α .Lúc đó, ( ) ( )= − ≡ − ≡2
0 0 0 0 modf b b a pα α  và 

( ) = ≡0 0' 2f b b ( )0 mod p . 

Theo Bổ đề Hensel, tồn tại duy nhất ∈0 px  để =2
0x α  thỏa ( )≡0 modx b p , do đó 

( )∈ 

2*
pα . Ngược lại với ( )= + + + ∈ 

2*
0 1 2 ... pa a p a pα . 

Suy ra ( )= + + +
2

0 1 2 ...b b p b pα , do đó ( )≡ 2
0 0 moda b p  dẫn tới ( ) ( )∈

2*
0 pa Fα . 

Vậy ( ) =0 0a α  hay ∈Kerα θ . Áp dụng định lý Noether ta có : 

∗ ∗ ∗

∗ ∗≅ ≅ ≅ ≅ −
 









2 2 22( ) ( )
p p p

p p

F
Ker Fθ  nhóm xiclic cấp 2 

Tiếp theo, xét ánh xạ   
∗

∗
∗→ ⊕













2: 2 ( )

. ( , )

p
p

p

mp u m u

ϕ
 

Với ∗= = ∈. ; .m n
pp u p vα β , ta có 

+= = + = =( . ) ( . . ) ( , ) ( , ).( , ) ( ). ( )m np u v m n uv m u n vϕ α β ϕ ϕ α ϕ β  

Suy ra ϕ  là đồng cấu nhóm. 

Với 
∗

∗∈ ⊕








2( , ) 2 ( )
p

p

m u  thì tồn tại ∗= ∈.m
pp uα  sao cho =( ) ( , )m uϕ α  

Suy ra ϕ  là toàn cấu. 

{ }∗ ∗ ∗
∗

  ∈  = = ∈ = = = ∈ =  ∈  



  



2
2

2
. / ( ) 1 . / ( )

( )
m m

p p p
p

m
Ker p u p u

u
ϕ α ϕ α α  

Theo định lý Noether ta có : 
∗ ∗ ∗

∗ ∗≅ ≅ ⊕ ≅ ⊕ ≅ ⊕
  

  

  

 

2 2 2 22 2 2( ) ( )
p p p

p p
Kerϕ   .■ 



2.5.4 Định lý 




mô tả 


*
2

* 2
2( )





 

Với p=2 thì 

≅ ⊕ ⊕

  



*
2

* 2 2 2 2
2( )

 

Để chứng minh mệnh đề trên ta cần chứng minh các nhận xét  sau : 

Nhận xét 1   { } { } { }= − ⊕ + ≅ ⊕ +
 



  



*
2 2 21; 1 1 4 1 42  

Thật vậy, ta có  − ≡1 ⇒ − ∉ + 21 (mod 4) 1 1 4  

{ } { } { }− ∩ + =2neân 1; 1 1 4 1 . 

Với ∈*
2α  α  có thể biểu diễn = + + + +2 3

1 2 31 2 2 2 ...a a aα { }∈( 0,1 )ivôùi a  

Với  =1 0a  thì = + + +3
2 31 4 2 ...a aα  Suy ra ∈ + ∈21.(1 4 ),a aα  hay 

∈ = + ∈ + 0 0 21. , 1 4 1 4aα α α . 

Với =1 1a  thì = + + + +2 3
2 31 2 2 2 ...a aα  Suy ra  

= + = − − − = − − +3 4 ( 1)( 3 4 ) ( 1)(1 4( 1))a a aα với ∈2a   

hay = − = − + ∈ + 0 0 2( 1). , 1 4( 1) 1 4aα α α . 

Vậy { } { }= − ⊕ +

 

*
2 21; 1 1 4  

Nhận xét 2  + ≅
+





 

2

2

1 4
1 8 2  

Thật vậy,  

xét : + →



2:1 4 2θ  với = + + + = ∈2 3
2 3 2 2( ) (1 2 2 ...) , ( )ia a a aθ α θ  

Với mọi ∈ + = ⇔ + + + = + + +

2 3 2 3
2 2 3 2 3, 1 4 , 1 2 2 ... 1 2 2 ...a a b bα β α β  Khi đó, 

≡2 2 (mod 4)a b  nên ≡2 2 (mod 2)a b , dẫn đến ≡2 2a b  hay =( ) ( )θ α θ β . Như vậy θ  là ánh 

xạ. 

Với mọi ∈ + 2, 1 4α β , ta có : 

= + + + = + = + = +

2
2 2 2 2 2 2( ) (1 ( ).2 8 ) ( ) ( )a b a b a bθ αβ θ θ α θ β  

Như vậy θ  là đồng cấu nhóm. 



Với mọi ∈


2 2a , tồn tại = + + +2 3
2 31 2 2 ...a aα  sao cho = 2( ) aθ α . Suy ra θ  là toàn cấu. 

Dễ thấy { } { }= ∈ + = = = + 2 2 2Ker 1 4 / ( ) 0 1 8aθ α θ α . 

Áp dụng định lý Noether ta có: 

+ += ≅
+

 



 

2 2

2

1 4 1 4
1 8 2Kerθ  

Nhận xét 3    = + 

* 2
2 2( ) 1 8  

Thật vậy, lấy ∈ 

* 2
2( )α  thì α  có dạng + + + +2 3 2

1 2 3(1 2 2 2 ...)b b b . Khi đó, 

≡ + + 2 2
1 2(1 2 2 ) (mod8)b bα , suy ra ≡ + +2

1 1(1 4 4 ) (mod8)b bα , hay 

≡ + +1 11 4 ( 1) (mod 8)b bα . Do đó, ∈ + 21 8α . 

Ngược lại, xét = −2( )f x x α  Ta có: 

+

+

 = − ≡ =


′ = ≡ =
 ′ = ≡ =

3 2 1

1

1

(1) 1 0 (mod 2 2 )
(1) 2 0 (mod 2 2 )
(1) 2 0 (mod 4 2 )

M

M

M

f
f
f

α
 với M=1, a0=1 

Theo Bổ đề Hensel suy rộng, tồn tại duy nhất ∈2β  thỏa  =( ) 0f β  và ≡ 21 (mod 2 )β . 

Khi đó, = 2α β  hay ∈ 

* 2
2( )α . 

Vậy, = + 

* 2
2 2( ) 1 8 . 

Cuối cùng, ta chứng minh ≅ ⊕ ⊕

  



*
2

* 2 2 2 2
2( )

. 

Với ∈*
2x , x được biểu diễn dưới dạng = ∈ ∈

*
22 . , ,mx u u m  . Theo nhận xét 1,  ta có u 

viết được duy nhất dưới dạng  = .u vε  với { }∈ + − ∈ + 21; 1 , 1 4vε . Do đó, x có thể viết 

dưới dạng duy nhất = 2 . .mx vε  với { }∈ + − ∈ + ∈21; 1 , 1 4 ,v mε  . Khi đó, xét ánh xạ 

{ }∗ +→ ⊕ + − ⊕
+

= =







 



2
2

2

1 4: 1; 12 1 8

2 . . ( ) ( , , )mx v x m v

θ

ε θ ε
 

Ta chứng minh θ  là toàn cấu nhóm. Thật vậy, 

Với mọi ∈*
2,x y , = = ∈ ∈ − ∈ + 22 . . , 2 . '. , , , , ' {1; 1}, , 1 4m nx v y u m n u vε ε ε ε  , ta có 

+ ′ ′= = + = =( . ) (2 . '. ) ( , , ) ( , , ).( , , ) ( ). ( )m nx y uv m n uv m u n v x yθ θ εε εε ε ε θ θ  



Suy ra θ  là đồng cấu nhóm nhân. 

Với mọi { }∈ ⊕ + − ⊕ +





21; 1 1 42t  thì tồn tại = ∈*
22 . .m vα ε  sao cho =( ) tθ α . 

Suy ra θ  là toàn cấu. 

Tiếp theo ta chứng minh = 

* 2
2Ker ( )θ . Thật vậy ta có   

{ }= = ∈ = =

*
2Ker 2 . . / ( ) ( , , ) (0,1,1)mx v x m vθ ε θ ε  

Với mọi  ∈ 

* 2( )px  thì  có ∈*
2y  để ′ ′ ′ ′= = = =2 2 2 2 22 . . (2 . . ) 2 .( ) .( )m n nx v y v vε ε ε . Khi đó 

′= = =22 , ( ) 1m n ε ε  và ′= = + = + ∈ +  

2 2
2 2 2( ) (1 4 ) 1 8 1 8v v . Suy ra = =0, 1m ε  và 

=1v  tức là ∈x Kerθ . 

Ngược lại, với ∈Kerx θ  thì = ∈*
22 . .mx vε , = = =0, 1, 1m vε . Lúc đó,  

= = ∈ + 22 , 1, 1 8m n vε . Theo nhận xét 3, ∈ 

* 2( )pv  nên = ∈2 *, pv u u . 

Như vậy = = = ∈ 

2 2 2 2 2 * 22 .1. 2 . ( )n n
px u u y  với = 2 .ny u  

Vậy =

* 2( )p Kerθ . 

Áp dụng định lý Noether, ta có: 

( )
{ } +≅ ≅ ⊕ − ⊕

+
 



 

* *
2 2 2

2* 2
2

1 41;1ker 2 1 8θ



 

hay  

≅ ⊕ ⊕

  



*
2

* 2 2 2 2
2( )

. ■ 

Ứng dụng 3 (Nghiên cứu tính đẳng cấu giữa các trường , p q  và  ) 

2.5.5 Định lý (Xét sự đẳng cấu của các trường , ,p q   ) 

i) Trường 
 p

 và 
q

 không đẳng cấu với ≠p q  

ii) Trường 
 p

 không đẳng cấu với   

Chứng minh 

Trước hết ta có nhận xét:  Cho ,F K  là trường  

 
( ) ( )

∗ ∗

∗ ∗
≅ ≅2 2

F KNeáu F K thì
F K

 

Thật vậy, giả sử →:f F K  là đẳng cấu trường, xét  



 

 

Với 
( )

∗

∗
∈ 2, Fa b

F
, ta có 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

− ∗

− ∗ ∗ ∗

= ⇔ ∈

 ⇔ ∈ = = 
 

⇔ =

21

22 21

a b ab F

f ab f F f F K

f a f b

 

Vậy f  là ánh xạ và là đơn ánh. 

Hiển nhiên f  là toàn ánh. 

Mặt khác, với 
( )

∗

∗
∈ 2, Fa b

F
, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = = = =. . .f ab f ab f ab f a f b f a f b f a f b  

Vậy f  là đẳng cấu nhóm. 

i) Trường 
 p

 và 
q

 không đẳng cấu với ≠p q  

Ta xét 2 trường hợp : 

a) Trường 
 p

 và 2  không đẳng cấu với ≠ 2p  

Thật vậy, theo định lý 2.5.3 và 2.5.4, ta có : 
( )

∗

∗
≅ ⊕



 



2 2 2
p

p

 và  

( )
∗

∗
≅ ⊕ ⊕

  



2
2 2 2 2

2

 

Vậy theo nhận xét trên thì 
 p

 không đẳng cấu 2  với ≠ 2p . 

b) Trường 
 p

 và 
q

 không đẳng cấu với p, q ( ≠p q )là các số nguyên tố lẻ 

Ta có nhận xét sau: nếu →:f F K  là đẳng cấu trường thì phần tử ∈u F  là căn của đơn 

vị 1 khi và chỉ khi ( )∈f u K  cũng là căn của đơn vị 1. Do đó nếu f là đẳng cấu trường thì 

tập các căn của 1 trong F  và tập các căn của 1 trong K  có số phần tử như nhau. Theo định 

( ) ( )
( ) ( )

∗ ∗

∗ ∗
→

=

2 2: F Kf
F K

a f a f a



lý 2.5.1, tập các căn của 1 trong 
 p

 là 
−1pU  (có p-1 phần tử), tập các căn của 1 trong 

q
 là 

−1qU  (có q-1 phần tử). 

Suy ra 
 p

 và 
q

 không đẳng cấu. 

Kết luận: 
 p

 và 
q

 không đẳng cấu với mọi số nguyên tố ≠p q . 

ii) Trường 
 p

 không đẳng cấu với trường   

Ta cũng xét 2 trường hợp: 

a) Nếu ≠ 2p  thì  
( )

∗

∗
≅ ⊕



 



2 2 2
p

p

, trong khi đó 
( )

∗

∗
≅





2 2  

Suy ra 
 p

 không đẳng cấu với  . 

b) Nếu = 2p  thì  
( )

∗

∗
≅ ⊕ ⊕

  



2
2 2 2 2

2

, trong khi đó 
( )

∗

∗
≅





2 2  

Suy ra 
 p

 không đẳng cấu với  . 

Kết luận: 
 p

 không đẳng cấu với  .■ 

Ứng dụng 4 (Mô tả nhóm các tự đẳng cầu  p ) 

Ta có nhận xét sau : Trường   chỉ có 1 tự đẳng cấu duy nhất là ánh xạ đồng nhất 

Thật vậy, giả sử  → :f  là 1 đẳng cấu của trường  . Khi đó, 

( ) ( )= ⇒ = ∀ ∈1 1 ,f f n n n  

   ( )⇒ − = − ∀ ∈,f n n n  

Với mọi ∈r , = ∈ ≠, , , 0mr m n n
n

 nên ( ) ( )
( )

 
= = = = 

 

f mm mf r f r
n nf n

 

Vậy ( ) = ∀ ∈,f r r r . 

Tiếp theo ta chứng minh : nếu ∈ <, ,α β α β  thì ( ) ( )<f fα β  

Thật vậy, ta có  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) − = − = − = − > 
 

22
0f f f f fβ α β α β α β α  

Vậy ( ) ( )<f fα β  



Bây giờ ta chứng minh: ( ) = ∀ ∈;f α α α . Thật vậy, giả sử ngược lại ta có ( ) ≠f α α . 

Lúc đó xảy ra 2 trường hợp sau : 

Trường hợp 1: ( ) <f α α  

Vì ( ) <f α α  nên tồn tại ( )∈ < < :r f rα α  

Do <r α , theo chứng minh trên ( ) ( )= <r f r f α , điều này mâu thuẫn. 

Trường hợp 2: ( ) >f α α  

Vì ( ) >f α α  nên tồn tại ( )∈ > > :r f rα α . 

Do >r α , theo chứng minh trên ( ) ( )= >r f r f α , điều này mâu thuẫn. 

Vậy ( ) = ∀ ∈,f α α α . 

Như vậy nếu f là 1 tự đẳng cấu của   thì f là ánh xạ đồng nhất. Vấn đề đặt ra đối với trường 

 p
 thì kết quả như thế nào? Ta cũng có kết quả tương tự. Cụ thể ta có mệnh đề sau : 

2.5.6 Định lý (Mô tả các tự đẳng cấu của 
 p

) 

 Trường 
 p

 chỉ có 1 tự đẳng cấu duy nhất là ánh xạ đồng nhất. 

Chứng minh Để chứng minh định lý này ta cần chứng minh nhận xét sau 

Nhận xét Cho ∈*
pu  khi đó các phát biểu sau là tương đương : 

 i) u là phần tử khả nghịch của ( )∗∈ p pu  

 ii) n∀ ∈ , nếu ( ), 1n p =   thì −1pu  có căn bậc n trong 
 p

 

Chứng minh nhận xét 

i) ⇒  ii): Giả sử ∈*
pu , ta chứng minh: ( )∀ ∈ =, , 1n n p  thì −1pu  có căn bậc n trong 

 p
. 

Thật vậy, 

∈*
pu  thì = + + +2

0 1 2 ...u a a p a p  với ≤ < −0 1ia p  và ( ) =0 , 1a p  

Theo định lý Fecma ta có: − ≡1
0 1 (mod )pa p , suy ra ( )− −= ≡ ≡1 1

0 1 modp pa u a p  

Xét ( ) = −nf x x a . Ta có : ( ) ( )= − ≡1 1 0 modf a p  và  ( ) ( )′ = ≡1 0 modf n p .  

Theo bổ đề Hensel tồn tại duy nhất ∈0 px  thỏa ( )≡0 1 modx p  và 

( ) ( )= − ≡0 0 0 modnf x x a p  tức là −= = 1
0
n px a u . 



Vậy −1pu  có căn bậc n trong 
 p

 

ii) ⇒ i): Giả sử −1pu  luôn có căn bậc n là nx  trong 
 p

 với ( )∀ ∈ =, , 1n n p  

Ta có : −= 1n p
nx u  suy ra ( ) ( ) ( )= −. 1 .p n pn ord x p ord u , dẫn đến n là ước của −( 1). ( )pp ord u  

với mọi ( )∈ =, , 1n n p , do đó ( ) ( )− =1 0
p

p ord u  hay ( ) = 0
p

ord u , vì vậy =1
p

u , tức 

là ∈*
pu . 

Bây giờ ta chứng minh mệnh đề: 

Giả sử → : p pf  là tự đẳng cấu của trường 
 p

. Khi đó, ( ) =1 1f  dẫn đến 

( ) = ∀ ∈,f m m m . Do đó, với mọi ∈r , = ∈ ≠, , , 0mr m n n
n

  thì 

( ) ( )
( )

 
= = = = 

 
,

f mm mf r f r
n nf n

 

Tiếp theo ta chứng minh nếu ∈*
pu  thì ( )∈*

pf u . Thật vậy,  nếu ∈*
pu  thì theo nhận xét 

trên, với mọi ( )∈ =, , 1n n p  thì −1pu  có căn bậc n trong 
 p

, nghĩa là tồn tại ∈n px  để 

− =1p n
nu x , suy ra ( ) ( ) ( )( )− = =1 np n

n nf u f x f x mà  

 ( ) ( )( ) −− =
11 ppf u f u  

nên  ( )( ) ( )( )−
=

1p n

nf u f x , có nghĩa là ( )( ) −1p
f u  có căn bậc n trong 

 p
. Vậy theo nhận xét 

trên, ta có ( )∈*
pf u . 

Bây giờ, ta chứng minh f là ánh xạ đẳng cự tức là 

Với ∈, pα β  thì ( ) ( )
pp

f fα β α β− = −  

Thật vậy, giả sử − = ∈ ∈ 

*. , ,m
pp u m uα β . Khi đó −− = m

p
pα β . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − = = =. . .m m mf f f f p u f p f u p f uα β α β  dẫn tới  

( ) ( ) m

pp
f f pα β α β−− = = −  vì ( )∈*

pf u . 

Vậy f là ánh xạ đẳng cự, do đó f là ánh xạ liên tục. 

Cuối cùng ta chứng minh f là ánh xạ đồng nhất. Thật vậy, với mọi ∈ px , giả sử  



= + + +... ...m k
m kx a p a p  

Đặt +
+= + + ∈...m m n

n m m nx a p a p  thế thì 
→∞

= lim nn
x x . Suy ra ( ) ( )→∞

= lim nn
f x f x , lại vì f  liên 

tục nên ( )
→∞→∞

= =lim limn nnn
f x x x . Vậy f là ánh xạ đồng nhất.■ 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

KẾT LUẬN 

 

 

Trong luận văn này chúng tôi đã trình bày khá đầy đủ về cách xây dựng trường các số p-

adic 
 p

và khảo sát một cách chi tiết các tính chất của trường các số p-adic 
 p

. Trong quá 

trình nghiên cứu chúng tôi luôn cố gắng so sánh sự giống nhau và khác nhau giữa các 

trường số p-adic 
 p

và trường các số thực . Đặc biệt chúng tôi đã chứng minh Bổ đề 

Hensel và Bổ đề Hensel mở rộng và tìm tòi được khá nhiều ứng dụng của Bổ đề Hensel để 

khảo sát, nghiên cứu các tính chất của trường các số p-adic 
 p

. 
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