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LOI MO PAU
Trong toan hoc, hai hinh hinh hoc duoc goi 1a twong duong bao giac néu c6 mot

anh xa bao giac (anh xa bao toan géc) bién hinh nay thanh hinh kia.
Mot 16p quan trong cac vi du vé anh xa bao giac dén tir giai tich phuc.

Mot mién G, trong C duoc goi la twong duong bao gidc véi mién G, trong C

néu c6 mot anh xa chinh hinh 1—1 tir G, vao C sao cho f(G,) = G,.

Dinh Iy 4nh xa Riemann, mot két qua sau sic, nén tang caa giai tich phic chi ra
rang moi mién don lién con thuc su cua C déu twong duong bao giac voi dia mo don

vi va do d6 chung twong duong bao giac véi nhau.

Dinh 1y 4nh xa Riemann dwgc phat biéu va chang minh dwa vao nguyén ly
Dirichlet béi Bernhard Riemann vao nam 1851. Linh vuc nay sau do duoc quan tam
nghién ctu bai nhiéu nha toén hoc trén thé gi¢i nhu Karl Weierstrass, David Hilbert,

Os Good, Constantin Caratheodory, Paul Koebe, Frigyes Riesze, ...

Trong luan van nay chiing t6i trinh bay mot s6 két qua vé twong duong bao giac
dbi voi cac mién lién théng hitu han, tec 12 mot mién n-lién vai n 1a mot sé nguyén
khong 4m nao d6. O day ta hiéu mién G trong C dwoc goi 1a mién n-lién néu C_ \ G
¢6 n + 1 thanh phan lién thong. Mién 0-lién chinh 1a mién don lién.

Noi dung chinh luan van thuoc vé chuong 2. Chuong nay chi ra rang mdi mién

lien théng hitu han twrong duong bao giac voi mot mién chinh tic. Bong thoi véi mot

s6 diéu kién nhét dinh cac twong duong bao giac nay duoc ching minh 1a duy nhat.

Chuong 1 dugc danh dé chi ra mot s6 16p twong duong bao giac trén cac mién don
lién nhu 16p anh Xa tir ¢ia mé don vi 1én phan trong cua mét duong cong Jordan, 16p

cac twong duong bao giac cua cac tur giac vudng co canh la cung tron.
Chuong 0 néu 1én cac két qua can thiét cho chuong 1 va chuong 2.

Luan van duoc hoan thanh dudi sy hudng dan tan tinh va nghiém khic cua  TS.

Nguyén Vin Dong. Thay di gitp t6i cac tai liéu tham khao va chinh stra chi tiét luan



van. Toi rat biét on va nhan dip nay xin giri 1oi cam on chan thanh dén thay va gia
dinh.
TOi xin dugc cam on khoa Toan, phong Sau dai hoc truong Pai hoc Su Pham

thanh phé H6 Chi Minh vi d4 tao diéu kién dé t6i hoan thanh khoéa hoc va thuan lgi

trong qua trinh thuc hién luan van.

T6i xin cam on gia dinh, nguoi than da ung ho va gitp d& trong sudt thoi gian
qua.

Nguyén Minh Chéau
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Chuong 0: KIEN THUC CHUAN BI

C6 thé xem phan chirng minh cac két qua nay trong [Co’].

0.1. Mién va dwdng cong
0.1.1. B6 dé

Cho G 1a mgt mién trong C_ . Cac ménh dé sau twong dwong

a. G donliéen.

b. C_\G liénthong.
c. 0_G liénthong.
0.1.2. H¢ qua
Néu G 1amgt mién trong C thidnhxa F — FNO_G xdc dinh mgt song anh

giira cac thanh phan lién thong cia C__ \ G va cac thanh phan lién thong cia 0_G .
0.1.3 Pinh ly dwong cong Jordan.

Mot duong cong don, dong trong C 1a mot duong ~ : [a,b] — C sao cho ~ (t) =~ (5)
khi va chi khi ¢ = s hoac |s - t| = b — a. Mot duong cong dong, don con goi 1a dudong
cong Jordan.

Néu ~ 1a mét dwong cong don, déng trong C thi C\ ~ c6 hai thanh phan lién
théng. M4i thanh phan lién théng c6 cling bién 1a ~ .
Ta goi thanh phan bi chin cia C\ ~ 14 ins~ va thanh phan khong bi chan cua C\ ~
la out~ . Néu ~ la mot duong cong Jordan kha truong, thi ham chi so

1 dz

xac dinh véi moi a trong C\ ~, dong thoi n(v,a) = £1 V6i a

trong ins~ va n(w,a) =0 V&I a trong out~ .



Ta néi ring mot duong cong ~ dugc dinh hirdng dicong néu n(~,a) =1 v6i moi a
trong ins~ . Duong cong ~ goi 1a tron néu ~ 12 ham c6 dao ham lién tuc va ~ '(t) =0

V6i moi ¢. Ta goi mot duong cong Jordan tron, dinh huéng dwong 1a mot chu tuyén.
0.1.4 HE qua.

Néu ~ la mgr duong cong Jordan thi ins~ Va out~ U{oo} 1a cac mién don lién.

0.1.5 Pinh ly tach.

Cho A, B Ia hai tap khéc rdng trong mit phang phirc. Ta n6i tap X tach A khoi

B néu A va B nam trong cé4c thanh phan lién thong roi nhau caa phan bu cia X .

Néu & 1a mét tdp con compact cia tap mo U,a € K vabe C_ \ U thi ton tai

dwong cong Jordan ~ trong U sao cho ~ va K roinhauva ~ tach « khoi b.
0.1.6. Nhan xét.

C6 thé chon dwong cong ~ trong dinh Iy tach la dwong cong tron.
0.1.7. Ménh dé.

Néu K 1a mét tap con compact lién théng cua tdap mo U va b la diém trong

phan bl cia U thi ton tgi mét chu tuyén ~ trong Utach K va b.
0.1.8 Ménh dé.

Néu E la tdp con compact cia tdp mé G thi ton tai mét hé Jordan tron, dinh

hiong dwong T nam trong G sao cho E C insT' C G.

0.1.9 Hé qua.

Gid sir G lamién bj chanva K,,..., K 1a cac thanh phan lién thong cua
C.. \ G Véi oo namtrong K, thi ton tai hé Jordan tron T' = {~,...,y, } trong G sao

cho:



a. Kj - inswj
b. K, Coutn,
C. C {z : dist(z;Kj) < E}
0.1.10. Ménh dé.
Mgt tdp mé G trong C don lién khi va chi khi méi dwong cong Jordan ~ nam
trong G thi ins~ C G.

0.1.11. H¢ qua.

Néu~ Va o la hai dwong cong Jordan véi o C cl(z‘ns w) thi inso C ins~.

0.2. Cong thirc Green
0.2.1 Pinh ly Green.

Néu T 1a mgt hé Jordan tron, dinh hudng dicong véi

G =1insl,u e C(cl(G)),u e ! <G) va du khd tich trén G thi fu = 2@ff5u
T G

0.2.2 Cong thirc Cauchy-Green.

Néu T 1a mgt hé Jordan tron, dinh hudng dicong véi
G =insT,u € C(cl(G)),u cC'(a)va du khd tich trén ¢ thi véi mei = trong G ta c6
1 pulC 1 1 =
u(z) = —fcgdg —¥fg—8udA<Q)

_2 —
ﬂZF G z

Trong cdng thic trén néu w 1a ham chinh hinh thi =0 suy ra no la céng thic tich

phan Cauchy.
0.2.3. Hé qua.

1

Z—Ww

Néu u € C’C1 (C) va w € C thi u(w): —lf 5udA(z)
o

0.3. M6i lién hé giira ham chinh hinh va dién tich
0.3.1. Pinh ly.



Néu f 1amgt irong diong bao giac giira cac tdp mo G va  thi Area(Q2) = ff|f'|2.
G

0.3.2. H¢ qua.
Néu Q 1a mién don lién, ~: D — Q 1a &nh xa Riemann va T(Z) =Y"az"

2

a
n

trong D thi Area(Q) = ff|’l’ '|2 = 'RZn
D n

0.3.3. Dinh Iy.
Néu f: G — Q lamot ham chinh hinh toan dnh va véi mdi ¢ trong , n(¢) 12

s6 cac diém trong /1 (¢) thi f|f'|2 da= [n(c)da(c)

G Q

0.4. Ham diéu hoa va nguyén ham.
0.4.1. Ménh dé.

Néu f:G — C lamgt ham chinh hinh thi f c6 nguyén ham khi va chi khi véi
moi duwong cong ~ kha truong trong G thi f f=0.

o

0.4.2. Pinh Iy.

Néu G 1a mgt mién trong C va u: G — R ld ham diéu hoa thi cAc ménh dé

sau twong duong

a. u 0 lién hop diéu hoa
b. Ham f = du cd nguyén ham trong G .

c.  Vaimoi duong cong dong, kha truong trong G thi
f*du :f (u$dy — uyd:v) =0
5 N

0.4.3. Ménh dé.



Néu « la mgt ham khd vi lién tuc trén mién G va ~ 1a mét duwong cong déng,

khd truong trong G thi —fau = —f*d == |d |

0.5. Nguyén ly déi xirng — Mién Jordan.
0.5.1. Ménh dé.

Néu G lamgt miéntrong C, a ¢ G va G = G* . Dat
G, EGﬂB(a;r),GO EGﬂ@B(a;T’) va G EGﬂ[C\B(a;T)}. Néu f:GJrUG0 — C
la ham lién tyc va chinh hinh trén G, va ton tgi mgt diém o khdng nam trong f(G+)

va p >0 sa0 cho f(G,) < 9B(wsp) b di mt diém va néu

f#<z>:f(z),zEG+UG0
2
1#:G = € v6i {1*(2) = ot ———=—— € G_ thi f* laham chinh hinh.
f at - _]—&
zZ—a

Néu f don dnhva f(G, ) nam tron trong ins B(c;p) hodc out B(a;p) thi f# 1a mét
twong dwrong bdo giac.
0.5.2. Dinh nghia.

Mot mién G goi 1a mién Jordan néu né bi chin va co bién gdom hitu han cac
duong cong Jordan déng d6i mot roi nhau. Néu ton tai n + 1 duong cong Nor Ny,

tao thanh bién caa G thi G duoc goi 1a mién n-Jordan.
0.5.3. Pinh nghia.

DPuong cong Jordan ~ goi 1a dirong cong chinh hinh néu ton tai mot ham chinh
hinh f trong lan can cua 9D sao cho ~ = (D). Mot mién Jordan dugc goi la mien

Jordan chinh hinh néu mdi duong cong tao nén bién cia G 1a duong cong chinh hinh.

0.5.4. Hé qua.



Cho G 1a mién Jordan chinh hinh véi cdc dwong cong tzo nén bién 1a

YosYps--s, - NéU w 1a mgt ham lién tuc nhdn gia tri thuc trén G U ;o diéu hoa trén G
va u laham hang trén ~; thi ton tai mién Jordan chinh hinh G, chiza G U~ vaham
diéu hoa u, trén G, sao cho u, = u trén G.

0.5.5. Hé qua.

Néu G 1a mién Jordan chinh hinh va u : c/G — R 1a ham lién tuc diéu hoa trén

G va hang trén bién cia cac thanh phan lién théng cua G thi w ¢d mét mé réng diéu

hoa dén mét mién Jordan chinh hinh cheiza ¢l G.

0.6. Gia tri bién ctia ham chinh hinh bi chin
Cho U 1a mgt tap con mé cua dia don vi D. Vivay U la hop dém duoc cua

c&c cung mo doi mot roi nhau {7, }.

Gid s J, ={" 1a, <0 <b,},0<b, —a <2m Do dai cia U duge dinh nghia la

0.6.1. Pinh nghia gidi han tia

Tap con E cta oD ¢b do do khéng néu véi moi e > 0 ton tai tip md U nam

trong £ V6i ((U) <.

Néu f: D — C lahamtly y va ¢ € oD thi f c6 gidi han tia tai ¢® néu khi

r — 17 thi giéi han cua f(re“’) tén tai va hitu han.
0.6.2. Pinh Iy,

Néu f: D — C laham chinh hinh bj chan thi f ¢6 gigi han tia hau khap noi

trén oD.

Nhu vay, f tré thanh ham dugc dinh nghia hau khip noi trén oD.

0.6.3. Pinh Iy.



Néu f: D — C la ham chinh hinh bj chén va cac gidi han tia cua fton tai,
bang 0 trén mét tdp cé do do dwong thi f = 0.
Cb dinh 0,0 <6 < 2 va xét phan cia dia don vi D nam trong goc c6 dinh 1a

e = ¢ @6ng thoi d6i xtiing qua ban kinh z = ra,0 < r <1 va c6 géc mé 1a 2o Véi

0<a< % Ta goi mién nhu thé la goc Stolz véi dinh « va géc mé o. Bién sé = duoc
goi la tién dén a khéng theo phwong tiép tuyén néu z — o thong qua goc Stolz nio do.
Taviéttit z — a (nt) Ta goi ham f ¢6 gi6i han khéng theo phwong tiép tuyén tai a
néu ton tai mot s6 phic ¢ sao cho f(z) — ¢ khi z — a thdng qua géc Stolz vai dinh

a bat ky.

Hinh 0.1

0.6.4. Binh Iy.
Cho ~:[0,1] — C lamgt cung thoa ([0,1]) C D vagia sircung ~ két thic tai
diém ~(1) = a trong 9D. Néu f: D — C la ham chinh hinh bj chan sao cho

f(ﬂ( (t)) — o khi t — 17 thi £ ¢6 gidi han khéng theo phiong tiép tuyeén tai a .

0.6.5. Hé qua.

Néu ham chinh hinh bi chdn f ¢6 gidi han tia ¢ tai a € 9D thi f ¢6 gisi han

khéng theo phwong tiép tuyén ¢ tai a.



0.6.6. Pinh Iy.

Cho G lamiénvéi J 1atdp con lién thong cia G théa w € J thi ton tai mét

lan cdn A cua w va mgt twong dwong bao gidc h: D — A sao cho
i h(O):w
i h(-11)=JNnA
i h(D,)=GNAV6i D" ={:€D:Imz> 0}

va f: G — C la mgt ham chinh hinh b;i chan. Khi do

a. Ham f c6 gidi han khéng theo phwong tiép tuyén tai hau khdp noi cdc diém
cua J.

b. Néu gidi han khéng theo phwong tiép tuyén cia f 1a 0 hau khdp noi trén mét
cung concua J thi f =0 trén G.

0.6.7. Hé qua.

Néu G 1a mién Jordan chinh hinhva f: G — C 1a ham chinh hinh b chan thi
f €0 gidi han khéng theo phwong tiép tuyén hau khdp noi trén 9G.
0.7. Gia tri bién ctia anh xa Riemann
0.7.1 Binhly.
Cho Q 1a mét mién don lién bi chan va +:D — Q la &nh xg Riemann vdi

T(O) =0 va T'(O) > 0. CAC ménh dé sau twong dwong:

a. T cO mgt mo rong lién tuc dén bao dong cua D

b. 09 la mét dwong lién tuc.

c. 00 lién thong dia phuong

d. C_ \Q lién thong dia phuong

Bay gio ta mo ta dic diém cua cac 4nh xa Riemann duoc mé rong thanh phép

dong phdi trén cID

0.7.2 Dinhly.

Néu © 1a mét mién don lién bi chanva +: D — Q 14 &nh xa Riemann vdi



7(0) =0 va 7'(0) > 0 thi = mg rgng thanh mgz phép dong phoi cua clD vao ci2 khi

va chi khi 99 la mgt dwong cong Jordan.

0.7.3 Héqua.
Néu G va © la hai mién Jordan va f: G — Q la mét twong dwong bao giac thi
£ €6 mét mé réng thanh phép dong phdi cia clG vao cis).
0.7.4  Binhly.
Gid sir ©Q la mién Jordanva 7 : D — Q 1a &nh xg Riemann Vdi T(O) =0 va

T'(O) > 0. CAC ménh dé sau twong dwong:

a. 09 la duwong cong kha truong
b. t'eH’
c. Ham o — T(ei") la mgt ham cua bién phan by chan
d. Ham 6 — T(eft) lién tuc tuyét doi
0.7.5 Dinh nghia
V6i mién Q tiy ¥, diém bién w goi la diém bién don néu khi day {w, } c  hoi tu

Vé w $& cO mot dudng « : [0,1] — C cO cAc tinh chat sau:

a aft)jeqvoio<t<i
b. u(l) =w
c. Ton tai motday {t } c[0,1) saocho ¢, —1va a(t )=w, vn>1.
0.7.6  M¢nh de.
Néu Q 1a mét mién don lién, g : Q — D1a mét twong diong bao giac va w € 89
sa0 cho g c6 Mgt ma réng thanh anh xa lién tuc tir QU {w}vao DU {a}Vé’i

a € 8D thi w la diém bién don cua .

0.7.7 HEéqua.

Néu © 1a mgt mien Jordan thi méi diém cua 99 1& mér diém bién don.

0.78 Binhly.



a. Cho Q la mét mién don lién bi chanvag: Q — D & mét tuwong dwong bao
giac. Néu w, 1a mét diém bién don cia Q thi g ¢ mét mo réng lién tuc 1én

QU {w,}.

b. Néu R 1aho cdc diém bién don cia Q thi g c6 mgt mé réng lién tuc don dnh
[én QUR.

0.8. Pao ham Schwarz, cong thirc Schwarz-Christoffel
0.8.1 Pinh ly.

Cho W lamién don lién, 2, € W, p(z) 1a ham chinh hinh trén W va w Ia

nghiém chinh hinh trong lan cdn cua z, cua phwong trinh vi phdn phi tuyén

me}=m() @

= _3 (w ) la dao ham Schwarz cua w .
? (w)
Khi dé ton tai hai nghiém doc ldp tuyén tinh u, (z), u, (z) Cia phwong trinh vi tuyén

U,l Z)
“2< )

duy nhdt néu ta chon «, (zo) = 1. Nguoc lai moi ham cé dang biéu dién nay déu la

2
n "
trong do {w,z} = [w_'] - l[w_'

tinh cdp hai u"+ p(z)u = 0 sao cho w(z) = Véi moi z € D. Sur biéu dién nay

nghiém cua (1).
C6 thé tham khao chang minh trong [Hi, trang 376].
0.8.2 Pinh ly. ( Cong thac Schwarz-Christoffel)

Cho T la da gidc véi cdc dinh (theo chiéu nguoc chiéu kim dong ho) 1a

Wy, Wy, ..., w, VA 04T, Q..o T la cdc goe twong g Cuia cac dinh w

1) Was - ) Oy woy Wy, -

1) Wy
Néu f: D — Q 1a &nh xg bdo giac bién dia mé don vi D thanh Q= intT thi

o, —1

1—— dC + B

AfH

0 k=1

trong dé f(zk) =w,, k=12,...,n V& A, B lacac hang sé phirc.

C6 thé tham khao chung minh trong [DT, trang 16].



Chuong 1: VAI LOP TUONG PUONG BAO GIAC CUA CAC MIEN
PON LIEN

Trong chwong nay & muc 1.1 chung toi tap trung nghién ctru I6p cac ham don diép
trén dia mo don vi D. Vi mdi mién don lién khac C 1a anh cia D qua mot tuong
duong bao giac nén viéc nghién ciru cac ham don diép trén D twong dwong vdi Viéc
nghién ciru cac ham don diép trén cac mién don lién tuy y. Lop  cac ham don diép

trén dia don vi lai c6 tuong duong 1-1 véi mot [6p con cua l6p U cac ham don diép
A * 7 a A r
trén D" = {z |4 > 1} ¢ dang f(z) =z +a, +—+.... DO Vay trong muc 1.1 trudc
z

khi trinh bay 16p & ta trinh bay 16p U . Két qua chinh caa muc 1.1 1a dinh 1y 1.1.16
(dinh ly bién dang Koebe), 1.1.24 ( dinh ly bién dang mé rong).

O muc 1.2 ching t6i trinh by mét phan cua bai bao “anh xa bao giac cua tir giac
vudng cO canh la cac cung tron” nam 2009 cua V. Kravchenko va R.M.Porter. Noi
dung chinh cua muc 1.2 1a dua bai toan tim anh xa bao giac f: D — W tir qua cau don
vimd D vao mién W véi bién 1 ta gidc vudng c6 canh la cac cung tron P vé bai
toan gia tri bién Sturm — Liouville ma nghiém cuaa né lién hé tham sé phu \ véi do
cong « cua canh phai cia P trong d6 X 1a mot tham sé phd trong bai toan Sturm —
Liouville. Sau d6 tng dung phuong phap tham s phd chudi lity thira dé tim nghiém
bai toan Sturm — Liouville ddng thoi giGi thiéu thuat toan cho bai toan mot tham sé tim

Xt do cong .

1.1.Anh xa dia: Lép §

Néu f 1a ham chinh hinh gan v6 cuing thi nd chinh hinh trén mét tap dang

G = {z : |z| > R} = ann (0; R,00) nén f c6 khai trién Laurent trong G

f(z): i anz"

n=—oo



Chudi nay hoi tu tuyét dbi va hoi tu déu trén tap con compact cia G. Vi khai

niém nay, f c6 cuc diém bac p tai oo néu a, =0, Yn > p. Thing du cta f tai oo 13

hé s6 a,. Néu khai trién c6 dang
a a,
z)=a, +—++-24..
f( ) 0 2 52

thi f duogc goi 1a ¢ diém Ki di bé duoc tai co.

O day a, = f(oo), a, = f'(oo) = lim z(f(z)—ao),...

zZ—00

Xét ho U nhitng ham f don diép trong D” = {z | > 1} va c6 dang

f(z):z%—ao—l—ﬁ—l—... (1.1.1)

z

Nhu vay, U bao gdom tit ca cac ham don diép trén D" véi cuc diém don tai oo €6
thing du 13 1. Ho céc ham nay cd thé duoc md ta ma khong can thdng qua khai trién

Laurent.

Tur dinh nghia 16p U ta cé nhan xét sau:

Mgt ham f thugc vé lép U khiva chi khi f la ham don diép trén D™ sao cho

f(oo) = 0o VA f — 2 cO mét diém Ki di bé duoc tai .

1.1.1.Pinh ly dién tich.

Néu f € U va f 6 khai trién (1.1.1) thi > nla [ <1

n=1



Chwng minh.

V6i r>1,d3t T, 1a duong cong anh ciia duong tron |2 = r quaanh xa f. Vi f
don di¢p nén I 1a duong cong Jordan tron. Goi Q  la phan bén trong cua r. Ap

dung dinh ly Green cho ham u = 2 ta thu duoc

Area(Q ffa :%f :212%1“()1“7,<t>dt

27

VIT, (t) = f(reit) nén Area <QT> = ff(reit)f'(re“)eitdt.

N |3

Str dung (1.1.1), ta duoc

f'(re“) =1-) m—2e¢ i{m+1)
m—+1
m=1 r

2T . 2T
Vi fe’”tdt =0 VG3in=0va fdt = 27 nén tur sy hoi tu déu caa hai chuoi trén suy ra

0 0

2 2
T = nll an
0 < Area <Q7) =3 2nr — Z:l i (27r> = nr? — ’RZ; e (1.1.3)
2
Vivay 1> Z T, v6i moi r > 1. Néu bat dang thirc khong diing cho » =1 thi ton tai s6
n=1T

2

N
nguyén N saocho 1< na | Nhungdo r>1nénsuyral< Z "L (Mau thudn .0

n=1 n=1 T

Diéu gi s& xay ra khi » — 1 trong (1.1.3)? Ta can phai sir dung ly thuyét do do dé giai
thich nhung bang truc giac ta thay rd két qua:



Néu x, = f({z: ||z r}) véi r > 1thi @ =C\ X,. Dodo
Ne =c\Jx, = C\f({z:|z| > 1}): E latap déng. Khi » — 1 thi
Area(QJ — Area (E) Tur day ta c6 h¢ qua:

1.1.2.H¢ qua.

Néu f e U, f cokhaitrién Laurent (1.1.1) va E = C\f(D*) thi

Area <E> =T — ﬂin|an|2

n=1
Do do, Area(E) = 0 khi va chi khi dang thirc Xay ra trong dinh ly dién tich.

Ménh dé tiép theo chi ra tinh duy nhat cua cac anh xa trong 16p U . Luu ¥ néu

f €U va f dugc xem la &nh xa trén mt phang phic mo rong C __ thi f(oo) = oo.

1.1.3.Ménh dé.

Néu fe U va f(D*): D" thi f(z) =z véi moi 2.
Chigng minh.
Do /€ U va f(D')= D" néntheo hé qua1.14 suy ra « = 7 - ﬁgn|an|2 vi
vy a, =0 v6i moi n >1.Do d6 f(z)=z+a,
Mit khac do gia thiét vé tinh chat anh xa f suy ra \ f(z)‘ — 1 khi || - 1.
Do vay, cho = — 1 suy ra
F(=) =]z +a,f =] +2Re(a,) +]ay| — 1+ 2Re(ay) +|a,[ = 1.
Do d6 2Re(a, )+ fa,| = 0.

Tuong tw cho z — —1 suy ra —2Re(a0)+|a0|2 =0.Tasuyraa, =0 nén f(z)=z.0



1.1.4.Ménh dé.

Néu f € U, f co khai trien Laurent (1.1.1) thi

a| < 1. Hon nita |a,| = 1 khi va

chikhitgp = C\ f(D*) la doan thang cé do dai 4. Trong trrong hop nay
f(z) =2t ""‘Hl va | = [—2>\+a0,2>\+a0] trong dé X* = a,.
2

Chwng minh.

Vi |a1| la mét trong cac sé hang cua tong trong dinh ly dién tich nén suy ra

Néu |a,| =1thi a, =0 v6i n >2. Do do f(z):z+a0+all. Nhan thiy ring
z

2
f(xezt) —a, el 4 % =a, +2\cost € [ao —2\,a, + 2>\} VGi t € [0,211} dong thoi
e

Z 2;]’2(z>:1+2>\z

f:éoﬁvo'*ifi(z)zo\_z) -

+ a, nhu vay f la tuong duong bao

giac cua ca {z | < |>\|} va {z |4 > |>\|} Va0 C\ [-2\ + 45,2\ + ay| suy ra

E= [—2>\ + @y, 2N + %] trong do6 \* = a,. Vay E ladoan thang c6 do dai 4.
Nguoc lai, gia st E 1a doan thang c6 d6 dai 4. Khi d6 E c¢6 dang

B =[-2p + 8,2 + B, | trong d6 B, 1a hai s6 phirc va || = 1. Néu

g(z)zz—f—ﬁo—f—uzl thi ge U va g(D*):C\E:f(D*). Viviy fogleUva

z
fog ' bién D" vao chinh n. Theo b dé 1.1.5 thi f =g va a, = u* . Vivay
|=1.0

o

1.1.5.Dinh nghia.
Lép s 1a 16p bao gom tdt ca cdc ham don diép f trén D sao cho f(o) =0 va

£'(0)=1.



Ly do st dung chit s dé ki hiéu I6p cac ham nay 14 vi chung duoc goi 1a cac
ham Schlitch.
h = h(0)
'(0)

thirc vé céc ham trong s cho ta kién thirc vé tit ca cac ham don diép trén D . Néu

Néu % 13 ham don diép tly y trén D thi f = € s Vi vay nhitng kién

f € s thikhai trién chudi liy thira caa f xung quanh 1an can cua 0 c6 dang
f(z) =z+ a222 + a323 + ... (1.1.8)
M&i quan hé giira 16p s valép U duoc trinh bay trong ménh dé sau:
1.1.6.Ménh de.

a. Néu g€ U va g khong bao gio bj triét tiéu thi f(z) =

o) es

Nguoc lginéu f € s thi g(z) - f(zl)] € U va ¢ khdng bao gio bj triét tiéu.

b. Néu f e s véi chudi lity thira cho bgi (1.1.8) va

[f(w_l)}‘l —gfu)=w+ i]boi V6i we D' thi b, = —a,.

Chwng minh.

-1

a. GiasigeUva f(z)= V6i moi z € D. Vi g(oc) = oo nénrorang f

o[=”)

z
don digp trén D va f(0) = 0. Hon nira M —1 khi z — oo Vivaysuyra
z

z \
f'(O) = liné f( ) =1va f €. Chiéu nguoc lai duwgc chung minh twong tu.
Z— z

b. DOg(zfl)f(z) =1 V6i |¢| < 1nén thyc hién phép nhan céc chudi twong ing va

so sanh so hang tuong ung ta dugc b, = —a,. O



1.1.7.Ménh dé.
a. Néu f e s va n 1256 nguyén dwong tiry ¥ thi ton tai duy nhat ham ¢ € s sao
cho ¢" (z) = f(z) Vi ham g nhu thé thi g(wz) = wyg(z) Véi w, la can béc
n tOy Y Ciia don viVa z € D tity ¥. Nguwoc lgi, néu g € s va g(woz> = wog(z)
V6i w, la can bac n ty Y cia don viva » € D tly ¥ thi ton tai ham f € § sao
cho ¢" (z) = f(z”)
b. Twong urnéu f € U thiton tai duy nhdt ham g € U sao cho ¢" (z) = f(z”).Véi
ham g nhu thé thi g(wz) = wyg(z) Vi w, ld can bac n tiy Y cia don vi va
2 €D fiy y. Nguot lai,néu g € U va g(w,z) = wg(z) V6i w ld can bdc n tly
y Ciia don viva z € D tly Y thi ton tai ham f € U sao cho g" () = f(z”)
Chwng minh.
a. Giasir fes vadat h(z)= f(z) V6i |2 < 1. Khong diém duy nhét cia h
trong D 1a z =0 vaco bic n. Do d6 h(z)=2"h (z) va h, chinh hinhtrén D va
khong triét tiéu. Hon nita do f'(0) =1 suy ra , (0) = 1. Do do ton tai duy nhat ham

chinh hinh g, trén D sao cho g = h Vva g, (0)=1.Dit g(z) = g, (2) thi

g"(2) = f(z"),g(o) =0 Vva ¢'(0) = lim (2) = g,(0)=1. Luu y céc tinh chat ndy xac

z—0 2z

dinh duy nhat ham ¢. That vay néu % 1a ham chinh hinh tdy y trén D sao cho
E" (Z) = f(z”) va k:‘(o) =1 thi [%] =1va % la ham chinh hinh vi vay & = ¢.
Néu chudi liiy thira ciia f cho boi (1.1.8) thi ta tinh duoc
h, (z) =1+a,2" + a322" + ... vVivay h(wz) = h(z) khi w" =1. Do d6 v6i w, la can
bac n tlly y cia don vi thi k() = zg, (w,z) c6 tinh chat k" (2] = f(z") va k'(0)=1.
Vi tinh duy nhit nén & = ¢. Do d6 9, (w0z> = (z) T day suy ra g(woz) = wog(z)

khi w," = 1.



Dé hoan chinh chitng minh ¢ € s, ta can phai chi ra ¢ 1a ham don diép. Néu
g(z) = g(w) thi f(z") = f(w”) Vi vay 2" = w". Do d6 ton tai mot cin bac n cua don
Vi cia w, sa0 cho w = wyz. ViVay g(z) = g(w,z) = wyg(z). RG rang ta c6 thé gia s

z=0 dé g(z)::()v‘lvéywozl va w = z.

Nguoc lai néu g € s va g(wyz) = wyg(z) voi moi z € D V& w; 1a cin bac n tly y cua

1 thi ¢ c6 biéu dién chudi lity thira dang

g(z) =z+ anz"H + 0 g

17

Do d6 q" (z) =2"+ c2nz2" + ..

bat f(z):z+02nz2 + ...
Chudi lity thira nay c6 ban kinh hoi tu bé nhat1a 1, f(0) =0 va f'(0) =1. Néu

N, = icot% Va f(z) = f(w) thi ddt 2w, 1a nhimg diém trong D thoéa 2’ = z,

n

w! =w. Vivay g" <z1> = 4" (wl). Tur day suy ra ton tai w, 1a cdn bac n cua 1 sao
cho z, = wyw,. Vivay z = w nén f don diép. Vay f € s. Ching minh tuong ty ta thu
duoc (b).O

Gia thiét ndi tiéng cua Bieberbach c6 lién quan dén 16p 5. Polanéu f e s va

chudi liiy thtra ciia né cho béi (1.1.8) thi

a
n

<n,Vn >2. (1.1.11)

Hon nira dang thirc xay ra khi va chi khi f 1a ham Koebe hoic 1a phép quay cua

ham Koebe.

Bay gio ta s& ching minh gia thiét Bieberbach cho trudng hop n = 2. Chitng minh
cho truong hop téng quat duoc trinh bay boi deBranges nim 1985. Ban doc c6 thé tham

khao chizng minh trong [Co’]. Ta bt dau vai bat dang thic d6i véi 16p U .



1.1.8.Dinh Iy.

£ s .2 1 1 N
Néu g € U va co khai trién Laurent g(z) = z + a, +a, = + a,— + ... thi
zZ 22

2
la| < 2. Pang thikc xdy ra khi va chikhi g(z) =z +2x +\* 1_ M
z z

trong do
|>\| — 1. Trong truong hop ndy ¢ bién D" vao C\ [O, 4>\].
Chwng minh.

LAy h € U sao cho h*(z) = g(zQ) VGi z € D' va gia su khai trién cua h co

dang h(z) =2+, +& +...thi
z

h? (z) =22+ 28,2 + (Bg + 261) + ...

o)

9 1
=z —|—a0+a1—2—|—...
Z

Vivay B, =0 va q; = 23,. Nhung theo b6 dé 1.1.6 thi [3,| <1 nén |a,| < 2. Déng
thac |a0| = 2 dlng khi va chi khi |B1| =1 trong truong hop h(z) =2+ A trong do
z

N\ = 3, (nén |>\| = 1). Nhung trong truong hop nay

2 2 2
g(zz):h2 (z)z[z—i—b] = 7 +2>\+>‘—2nén g(z):z+2>\+>\—. Ta kiém tra dugc ¢
z z z

bién D" vao C\[o,4x]. O
1.1.9.Pinh nghia.

Voi |OL| =1 ta dinh nghia f (z) =— % _VizeD.
" <1 — cxz)2



Khi o =1 thi ham fl(z>: dugc goi 1a ham Koebe bién D vao

i

C\[oo;—i].

Véi o tuy y, f la hop thanh cua phép quay dia D boi «; f va phép quay C

boi o tic f, (2) = o, (z) nén £ dugc goi 2 phép quay ciia ham Koebe. Dong thoi
f@(D):C\{—%OL:O §t<oo;
Biéu dién dang chudi cta £, cho boi:

; =2+ 202 + 30?2 + ... = Zna"_lz"
(1 — cxz) n=1
1.1.10.Pinh Iy.
Néu f € s, f c6 khai trién Laurent (1.1.8) thi |a2| < 2. Pang thirc xay ra khi va chi

khi f la mot phép quay cuza ham Koebe.

Chirng minh.

Goi ¢ la ham twong ung trong lop U cua f :g(z) = %7Vz eD".Suyra g co
f[]
z
2
a, —a

khai trién Laurent g(z) =z —a, + 2—2+ ..
z

Ap dung dinh Iy 1.1.12 suy ra |a,| < 2. Hon nita, dang thic xay ra khi va chi khi ton tai

z+>\)2

z

M\ =1 saocho g(z) = ( . Didu nay turong duong véi f la mot phép quay cua

ham Koebe. O

Pinh I ndy duoc @ng dung dé bidu didn “dinh Iy Koebe i



1.1.11.Dinh Iy.

Néu fes thi f(D lg |g| }

Chwng minh.

Codinh f €5 valay ¢, 1asb phic khong ndm trong f( ) Ta di ching minh

/(z)

G| Zi.V‘I 0 £(D),¢, =0 nén g(z)zW la ham chinh hinhtrén D va g € s.
12\
Co

That vay, ¢(0) =0 va ¢'(0) = hmM: f'(0)=1.Do g lahop thanh cia f va mot

z—0 z

phép bién d6i Mdbius nén ¢ 1a ham don diép.

Vi f(0) =0 nénton tai r ( du nho) sao cho ‘f(z)‘ <] voi |2| < r. Trong lan

can nay cua 0 ta co:

ErERAA

Thay khai trién chudi Laurent (1.1.8) ciia f vao khai trién trén ta thu dugc

+a, |2 4 ... VO |z|<r

g(z)zz-l— é

—|—a [l

Theo dinh ly 1.1.14 suy ra |— c
0

<2. Do| |<2V|vay 3

<4 tiefo|>

- A , AL ) M A 1. A
Nghién ciru vé ham Koebe chi ra hang so " la tot.

Két qua tiép theo thudng duoc goi 1a dinh Iy bién dang Koebe.

1.1.12. Dinh Iy.

Néu f e s valf <1 thi



! |
e

Pang thize diing doi véi mét trong bon bat dang thire tai diém z = 0 khi va chi

khi f la phép quay cua ham Koebe.
Chwng minh.

zZ4+a
1+ az —f(a)

1-kf ) e)

D& thay rang f, don di¢p trén D vi 1a hop thanh cia cac ham don di¢p. Dong thoi

f

V6i moi s6 phirc a € D, dit f, (z) =

£,(0)=0va f(0)=1.Viviy f €5.

Vé6i moi z € D, dat fa(z):z—klbzz + ...

[1 - |a|2] ‘;TSZ)) o7

Ta tinh duoc fa" (O) =

<4.

[1 - |a|2] J;'"EZ)) o7

oIy AU ;
Theo dinh 1y 1.1.14 thi b, = = va b, <2 nén

Do db ‘f”(a) U

1) 1

4

-

Nhan ca hai vé cua bét dang thirc ny voi |o| vathay z = a thu duoc

" 2| 4
()2 | 4
B 1-pf] 1

(1.1.17)

f
z
f



Do f' khdng trigt tiéu trén D vi vy ton tai mot nhanh chinh hinh cia log f'(z) Vi

log f '(0) = 0. Sir dung dao ham cua ham hop ta duoc

0 1o e )
E lng'(Tee) — f‘(reie) 0
Do véi moi ham ¢ tay y thi Re% = (‘3lze[g] nén
T T
i "z
7’5 log f'(res) = Re|z f'((z>) (1.1.18)
Do do6 tir 1.1.17 suy ra
0 j 2r° 4
-2 e () _1jr2|g1_;
Tu day thu dugc
?T__r;l < % log f'(reie) < 217:’;;1 véi moi e € D
Do @6 véi p <1 thi
P or 4 P i b or 44
jo‘lr— > dr gjo‘a log f'(’r‘ee> dr < jo‘ 17; > dr (1.1.20)
Hay log ij <log f'(peie) <log 1+p3
(1+0) )

Bing cach nang mil hai vé ctia bat dang thic trén va voi z = pe”, ta thu duoc (a).

Gia sir vai 2z = pe® thi mot trong cac bat dang thic trong (a) tro thanh dang thic,
1]

chang han nhu -
(1)

= ‘f'(z)‘ . C&c truong hop con lai ching minh twong tu.



log dr v&i moi p <1 nén

p P
Khi do j’?’"_fdr:fai
1—7r 0 o7

0

f! (reie )

2r—4 8
1—r? Cor

f! (reie )

dugC —4 = Re [e*’ f"(o)] do d6 |f"(0)| > 4. Theo dinh Iy 1.1.14 thi |f"(0)| =4 va £ 14

Plre’)

log VoI 0<r<p.

= Relz

Tur diéu nay va tir P2
or

log

Véi 0<r<p,chor—0tathu

mot phép quay cua ham Koebe.

Dé chiang minh (b) luu y rang ‘f (z)‘ =

£(c ]

Tham sb doan [O,z] bang ¢ = tz, 0 <t <1 va st dung (a) ta thu duoc

()<

1+| | . Tir day ta tinh duoc \ f(z)‘ < |Z|

() (.

Ta chiztng minh l < ‘f(z)‘ .

)

Truéc hét ta chl y rang

S <= VGi 0 <t < 1. Do vay ta chi can ching minh bat
(1+1)

dang thuc véi gia thuyét ‘ f (z)‘ <i . Nhung theo “dinh ly Koebe i" thi
{(; : |Q| < ﬂ C £(D). Do d6 ¢b dinh z € D véi ‘f(z)‘ < i va lay ~ 1a mot duong trong

D tir 0 dén » sao cho f o~ la doan thing [O,f(z)}. Khi d6 f(w (t)) = tf(z) véi

J 1wt = ())dt

P () () = [t (2)] = £(2), v Vivay ‘f ‘—f‘f ) @] St cung (a), ta th

0<t<l1. Dodo‘f ‘_ ddng thoi




dugc ‘f'( ‘ )| > A .Matkhac voi 0 < s <t <1 thi ‘“{ (s)‘ > Hﬁ{ (t)‘ - ‘w (s)H
(14 [u]

Va Vi vay |du| < d|u|. K& hop cac bit dang thirc trén, ta duoc

Z
|z|

rle) = [ ===

e ()

C6 thé kiém tra duoc f 1a phép quay cia ham Koebe néu mét trong hai bat diang thuc

trong (b) tré thanh dang thirc. O
Tiép theo 1a b6 d@é can thiét dé chang minh mot hé qua quan trong caa dinh Iy nay.
1.1.13.B6 dé. (Pinh 1y Hurwitz)

Néu {f,} 1amgr day cac ham don diép trén mién G va f, — f trong H(G) thi f

don diép hogc f 1a ham hang.
C6 thé tham khao chung minh trong [Re,trang 262].
1.1.14.Hé qua.

Tdp cdc ham don diép s 14 tdp compact trong H (D).
Chwng minh.

Theo dinh Iy Montel [Co, dinh ly 7.2.9] va dinh ly 1.1.16 thi s 1& ho chuan tic.
Ta chi can chung minh s Ia tap dong. Nhung néu {f,} Cs va f, — f trong H (D) thi

tir b6 dé Hurwitz suy ra f don di¢p hogc la ham hang. Nhung do £, (0) =1 véi moi n
nén f'(0)=1va f khong la ham hang. Do f(0)=0 nén f € 5.0

Két qua tiép theo gan nhu 1a mot hé qua cua hé qua 1.1.22 nhung chirng minh doi hoi

két qua sau:



1.1.1.5.M¢nh aé.

Chomién G, a € G va b la mgt s¢ phirc thi
5(G,a,b) = {f € H(G): f don diép, f(a) =b,f'(a) = 1} la tdp compact trong H (G)
Chirng minh.

Tacothé giasw a=b=0.Dit 5(G) = 5(G,0,0).
Lay R >0 saocho B(0;R)C G. N&u f € 5(G) va f,(z) = R"'f(Rz) véi z € D thi

f, €5 =38(D). Theo dinh Iy 1.1.15 thi £,(D) 2 {g ] < ﬂ Vivay |f, (eie)

zlv(yi
4

moi 0. Vivay ‘f(Reie)

zgwyimoie va B

O;E
4

- f(E(o;R)).Do dé6 f bién

G\ B(0;R) véo f(G)\E[O;E] nén |f| 2% Vi f.Vivay o, (z) — —Z_ la ham chinh

4 f(z)
S : . \ als| _ )
hinh trén G thi ‘¢f (2)‘ < 4 Vi |z| <Rva ‘d)f <z>‘ <l Vvéize G\ B(0;R). Do vay

P = {¢f L f € S(G)} 1a ho cac ham chinh hinh bi chin dia phwong trén G vi vay n6 la

chuan tic.

Vi ly luan twong tu nhu trong chitng minh hé qua 1.1.22, S(G) la tap dong. Vi vay dé
ching minh ménh dé ta can chi ra 5(G) la ho chuan tic. Lay {f,} 1a mot ddy trong
5(G) valdy {o,} 1a day twong ting trong & . Ta c6 thé gia s rang o, — & V6i ¢ la

mot ham chinh hinh trén ¢ (néu can thiét cd thé thdng qua day con). R3 rang cac ham

¢, khong c6 khong diém trong G Vi vay hoic ¢ = 0 hodc ¢ khoéng triét tiéu trong G .

o0

vz e G.Néu K 1atap con compact cia G thi ldy e > 0 sao cho |¢| > % trén K. Ta

Pt f(z) = .Do £'(0) =1 nén f khong la ham hang. RG rang f, (z) — f(z),

suy ra |d>n| >¢ trén K voi moi n dulon. Tu day suy ra {fn} bi chan dia phuong trén

G nén 1a ho chuan tic.O



Phan két thic muc trinh bay maé rong caa dinh ly vé bién dang goi 1a dinh Iy bién dang
téng quat.
1.1.16.Pinh Iy.

Néu K 1a mét tdp con compact ciza mién G thi c6 mét hang sé M ( phu thugc vao

K') sao cho Véi méi ham don diép f trén G va madi cdp diém = va w trong K ta co

M (o)

Chwng minh.

Bing cach ddi vai tro cia z va w, ta chi can chitng minh

0<2d< dz’st(K,é?G) va phu K bdi ho hitu han $ cac dia md ban kinh % Gia sir B,
va B, 1a hai dfa trong % sao cho B, N B, = @. L&y z, € B,;i =1,2. Vi vy

£z +dz) = f(2)

|z1 —z2| <g va E(zi;d) C G. Xét ham g(z) = thi ¢ € §. Theo dinh

df'(zl)
ly 1.1.16 thi ‘g'(z)‘g L+ VGi |o| < 1. Suyra ‘f o +dz ‘g 1+|Z|3. Lay
- ) T )
=172 ta06 |z| <L va thu duoc
d 2
141

Néu z va w 1a cac diém tly y trong K thi ¢ cac diém 2 = 2, 2y,-.,%, = w S0 ChO

mdi cap diém lién tiép nam trong mot dia thudc @, n < N thi tong s6 dia trong @ va



nhitng dia cat nhau d6i mot. Vi vay

EAS] I EACY) FAICY It nl\

Ll PGl Gl )

1.2. Anh xa bao gidc ciia tir gidc vudng c6 canh la cac cung tron
V.Kravchenko va R.M. Porter

<M}~ 1<MN1 M. O

April, 23, 2009

Ta goi maot tir giac cong ddi xing (s.c.q) 1a mot duong cong Jordan P trong C

duogc tao bai 4 cung tron (hodc doan thing) véi ca 4 géc trong 1a 90°. Gia st rang cac
dinh cua P ndm ¢ 4 vi tri c6 dang A,—A4,—A4, A, trong 30 Re A >0, Im A > 0.

Cho W 1a mot mién chta gdc toa d6 va cé bién 1a mot s.c.q P. Ta xét cac anh xa

bao giac f: D — W voi D la dia mé don vi. Theo dinh ly 0.7.8, f mé rong lién tuc

dén bién P nén c6 duy nhat gié tri ¢ € [0;2w| sao cho f(e") = A. Mot cach tong quat,

ta s& gia strrang f(0) =0 va f(0)> 0

Dua vao dao ham Schwarz 5, ching ta bit dau o phan 1.2.1 bang viéc thiét lap
phuong trinh vi phan ¢ dién cap 2 (phwong trinh Sturm — Liouville) trong mot khoang
thue, voi diéu kién bién phi tuyén, trong d6 cac ham hé sé chira cac tham sé phu t, X .

Trong phan 1.2.2 qua viéc chuan héa ham f, bai toan tim ham f dan dén bai toan
gia tri bién Sturm — Liouville ma nghiém cua n6 lién hé tham sé phu \ véi d6 cong k
ctia canh phai cua P . Ta thiy rang X 1a mot tham sé phd trong bai toan gia tri bién.

Trong phan 1.2.3 ching t6i md ta anh xa chinh tic f_ bién D vao mét hinh chit
nhat va xac dinh tham s6 X\, Cuand va ham riéng twong ung y_ cua bai toan Sturm -
Liouville.

Két qua cua phan 1.2.3 dugc dung trong trong phan 1.2.4 dé ¢ng dung phuong
phap tham s6 pho chudi liy thira dé tim nghiém bai toan Sturm — Liouville. Noi dung

chinh cta phan nay 1a ménh dé 1 thé hién méi quan hé gitra cac tich phan lap va

phuong trinh Sturm — Liouville



Két qua cia phan 1.2.3 ciing dugc 4p dung vao phan 1.2.5 dé biéu dién do cong «

duéi dang chudi luy thira caa X vai ¢ ¢d dinh.

M6t thuat toan cho bai toan mot tham sé tim X tir k véi ¢ ¢b dinh, dugc gidi thiéu

trong phan 1.2.6

1.2.1 PHUONG TRINH STURM-LIOUVILLE

Truéc tién ching ta bat dau véi viéc thiét 1ap phuong trinh vi phan cb dién cip 2

lién quan mat thiét dén anh xa bao giac véi s.c.q.

1

Pao ham Schwarz cua mot ham chinh hinh f cé dang: S, = []}—':] - l[f—”] . bay

lai 14 ham chinh hinh khi ' khéong triét tiéu. Bao ham Schwarz c6 tinh chat
néu F(Z) M

Vi o —~B =0, o,B8,8,~ 1a cac hang sé phuc.

V6i dnh xa bao gidc ciia D vao mét s.c.q theo cong thirc |B,(3)|, ma ta ki higu la

(B3), taco
3 1 1 1 1
Sp(e) =3 + + + +
8 it 2 it 2 it 2 —it 2
(z—e ) <z+e ) (z e ) (z+e )
4y ¢ 4 ¢ . ° (1.2.1)
P 6zt > + ezt y— efzt P + efzt

trong d6 tham s6 ¢ € C tng véi rang budce duoc trinh bay tiép sau day
Diat ¢ = pe” . Theo (B8) thi

-3

= 8cos(s + t) (12.2)



trong do ta gia sir thém (B9) g —t<s< 37“ — 1.

Bay gio ching ta dwa vao mot tham sé méi twong duwong voi s. Theo (1.2.2),

3T .
< — hen
2

p >0 thoa p ZE. Vi s = arccos 3 —t, trong do T < arccos _3
8 8p 2 8p

tham s ¢ trong (1.2.1) ¢6 thé duoc biéu dién nhu sau:

-3
arccos— | —1t
89] ]]

2
= —E(COSt - isint) +e,lp? — 3 (sint + z'cost) = —Ee*it +Nie " (1.2.3)
8 8 8

+ 7sin

arc cos —] —1

c=pe” =p|cos
' p[[ 8p

trong do, ta viét

VoI
1 khi s<mw—t
e=1 0 khi s=w—1
-1 khi 71—t <s

Tai gia tri dic biét s:g—t tacod p = co Va p — oo khi s tién dén cac gia tri g—t

hoac %ﬁ — ¢. Hon nira, dé thay ring

M= —%tan(s +1) (1.2.4)

Tur (1.2.3), suy ra tham sé c, S, (2)1a cac da thuc theo X. That vy, viét a = ¢, ta

thay:




+2Ni . i 5 p i ;2] = 2, (2) — 2\ (2), trong d6
3 a’ 52
W el -]
{0} (z) = —i > iaQ - L _2] (1.2.5)
Zz —Q

Tur bay gio ta sé xem S ; dugc tham s6 hda theo ¢, thay vi ¢,s. Cac ham

1, 1, cling phu thudc vao ¢ nén khi can 1am 5, ta viét S, (z) = R, (=) trong d6

Ry, (2) =20, —2x (1.2.6)

Theo (0.8.1) thi ham chinh hinh £, ¢6 dao ham Schwarz 1a R, (=), s& duoc bicu dién

dudi dang y—Q, trong d6 y,,y, la cac nghiém doc lap tuyén tinh ctia phwong trinh vi
Y

phén thuong 2y"+ R, (z)y = 0 trong D, tirc ching Ia nghiém ciia phuong trinh

y"+ by = Ny (1.2.7)

Sy thuan tién cua dang dac biét (1.2.7) 1a méi quan hé cua nd véi ly thuyét phd.

1.2.2 BAI TOAN GIA TRI BIEN.
Trong [B], Brown mé ta chi tiét cac méi lién hé cé thé co gitra cac canh cua
s.c.q. Dic biét, d6i voi mot s.c.q tong quat, hai dudng tron chira mot cap canh di s&
Cit nhau, trong luc hai dudng tron chira hai canh con lai roi nhau. Ta lay cac canh phai
va canh trai nim trong hai dudng tron roi nhau ¢é cing béan kinh | |; trong d6 r duoc
xac dinh theo (B14):

r= _ R (1.2.8)

Ta s& chuan hoa f boi:



f(0)=0, f'(0) =1, f"(0)=0 (1.2.9)
Gia str y 1a mot nghiém cua (1.2.7) trong D duoc chuan hoa boi
y(0) = 1; y'(0) = 0. Khi do, anh xa chuan hoa f dugc xac dinh nhu sau:
r 1
flz) = { y2—<z)dz (1.2.10)
That vay, tir (1.2.10) suy ra f'=y 2 va f"=—2y~*y'. Do d6, f thoa man chuan
hoa (1.2.9) . Tur (1.2.8) , ta co:

07’(f'(1>+f"<1)>f'(1)27“[ 21 2y'<1)] 1
(]
Vi vay, do cong cua canh bén phai cua anh cho boi

6 = = = y2(1) — 251y (1) (1.2.11)

r

Do d6 bai toan gia tri bién can phai giai la tim y(z) véi z €[0;1], thoa

y"+ by =Ny
y(0)=1

lv'0)=0

v (1) —2y(Ly'() =«

(1.2.12)

Dir kién cho bai toan nay 1a ¢ va « va ta phai tim X\ sao cho hé (1.2.12) ton tai
nghiém, trong d6 ), va 4, phu thudc vao ¢. Trong sé cac X nhu thé, ta mudn chon ra
mot gia tri sao cho anh xa f twong Gmg 1a don anh. Trong [B] c6 nhiéu két qua ung véi
cac gia tri cua ¢,s nén khi nhiing két qua nay ding ta c6 thé &p dung nhitng két qua

nay cho .

1.2.3 CAC S.C.Q SUY BIEN

C6 hai truong hop suy bién cua s.c.q P : khi mot cap canh ddi nam trén cing mot

duong tron hay khi ca bon canh 1a cac doan thang (tac 1a khi P 13 hinh chir nhat).



Theo [B], ki hiéu 0(s) € R 1a tim duong tron chira canh bén phai cia f(D) thi véi
mdi ¢ ¢b dinh, 0(s) 1a mot ham don didu. CO6 hai gid tri dac biét 8,,5,, Ng Vi hai
truong hop suy bién cua s.c.q.

Vé6i 0(s,) =0 (anh xa goc) thi f(D) c6 mot cap canh doi nam trén clng mot
duong tron .

Vi 0(s.) = oo ( &nh xa chinh tdc ) thi ca bon canh 1a cac doan thang (tac 1a khi
P la hinh chir nhat).

Anh xa goc va tham s6 s, clia n6 da dugc nghién ctu chi tiét trong [B, trang 44].

Trong phan nay ching ta s€ st dung s vi né don gian hon.

Do anh xa chinh tic f_ bién bon diém e, —e " —¢" ¢ thanh 4 dinh cua hinh

chir nhat nén theo cdng thirc Schwarz-Christoffel (0.8.2) ta co

()= 7 €= er)feretfie s e e o)) e
=il
Suyra f 2cos2t)2 + () V2dC (1.2.13)

Luu yrang f'_ khong bao gio triét tiéu va f'_(0) =1.

n

. 3
Tur (1.2.13) suy ra f&: 220821 — 22 . Do d¢:

' 1—20082tz2—|—z4

oo

¢ _ &'_l&2:2(0082t+(€0822t—3)22+<C082t)24)
= 2 (1 - 2((:08 2t>z2 + 24)

L

1

L

Tuy nhién, theo (B23) thi



Cos (3 - t)

2 (cos 2t + (cos2 2t — 3)z2 + (cos 2t)z4) 3 cos (s + t) —cos2t
Sf = + (1.2.14)
> (1—2(cos?t>z2+z4> 2(1—2(C082t>22—|—24>
Sosénh S, tir hai biéu thic trén suy ra
3% = COS 2t
cos(s +t)

Biéu thirc nay c6 thé duoc viét lai dudi dang:

. 2
o (sm t+ 1)cost
tans = cott cos2 =3 _ _ (1.2.15)
cos2t + 3 (COS2 t+ 1) sin ¢

Cho truéc ¢, tir (1.2.15) suy ra s =s_ déi véi anh xa chinh tic. Tir day, ta thu

dugc cac tham sb:

-3
Poo = 8COS<SOO + t)
2
N, =€ zo [g] = ——tan(s +1)

Dua vao (1.2.15) ta co thé don gian hda x__

N, = icotQt (1.2.16)

Hé Sturm-Liouville (1.2.12) twong ¢ng &nh xa chinh tic véi dao ham Schwarz

1

R, coOnghiémriéng y = (fOC ')_5, dac biét;

00

y_ (2) = (1 — 2(cos2t)2? + 2* )1/ ' (1.2.17)

RO rang (1.2.17) thoéa cac chuanhéa y_(0)=1va y' _(0)=0 va

y (1) =+2sint, y' (1) = si;t‘ (1.2.18)



Vi f (D) la hinh chix nhat, d6 cong cua canh bén phdi ciand la x_ = 0. Hon nita
vi f' khong bao gio triét tiéu, ta suy ra ham y_ cling khong bao gio triét tiéu trong

D . Piéu nay ciing c6 thé suy ra tir (1.2.17) .

1.2.4 PHEP GIAI BANG CAC TiCH PHAN LAP
Bay gio ching ta &p dung phuong phap tham sb phd chudi liy thira (SPPS) tim
nghiém cua céc bai toan Sturm-Liouville ( dwgc phét trién trong [KP’] ). Phuwong phap
nay sé& cho ta chudi liy thira theo X biéu dién cac tham sé hinh hoc cuia bai toan &nh xa
s.c.q.
Gia str hai ham ¢, ¢, xéac dinh trén [0;1]. Day cac tich phan ldp 7, xac dinh boi cap

sinh (g,;q,) duoc dinh nghia nhu sau:

Cho I, =1 (anh xa dong nhat trén [0;1]) va véi n>2, I duogc xac dinh theo

cong thic truy hoi:

L= [1,()g,(C)d (1.2.19)
trong do Gyio; =, VoIl j=1,2,...

Két qua sau thé hién mdi quan hé giira céc tich phan lap va phuong trinh co ban
(1.2.7):

Ménh dé 1 [KP’, dinh Iy 1, trang 2]

Cho trudtc |, va b, gid sur y_ la mgt ham khong by triét tiéu théa phwong trinh
vi phan thuong
y" oA b =N, trén [0,1].
=)

Chon ¢, = %,ql = wlyZOo va dinh nghia X™, X

o0

la cac tich phan lgp duoc xac

dinh tuong ing boi (q,;q,) Va (¢,;9,). Khi dé, véi méi X € C cac ham

o0

y =y > A=X) X

k=0



a ko (2k+1
h=v.> (N-N) x2+
k=0
la c&c nghiém déc lap tuyén tinh ciia phwong trinh
y"+ by = My

trén [0,1]. Hon nira, chudi cua y, va y, héi tu déu trén [0, 1] Véi moi .

1.2.5 BIEN PHAN CUA PQ CONG
D¢ ap dung ménh @& 1 cho bai ton gia tri bién (1.2.12) , ta lay ;4 nhu trong

(1.2.5) va y_ nhu trong (1.2.17) . Chay:

P S SN G I o NI e
k=0 Y k=1
va tuong ty
Yy = y%i(x X )k xR ii(x —xoo)k X
k=0 yoo k=1

Tur day ta thdy rang y,, cho boi ménh @€ 1, chinh Ia nghiém cta phuong trinh vi
phan tuyén tinh cap 2 thoa man hai diéu kién dau cua (1.2.12) tai diém 2 = 0. Do d6

bai toan (1.2.12) quy vé théa man diéu kién bién cudi cung Ia:

v (1)(9,(D) = 2',(1) =& (1.2.20)
VE trai cua (1.2.20) d€ wée lugng Xap Xi vi no 1a chudi lity thira > a (N —X_)"

theo X\ ma cac hé sb a duwgc biéu dién trong cac hang ti cua chudi

y (1) =>"0,(x—X_)" duoc cho boi ménh dé 1.



Hinh 1. D6 thi ciia ham k (theo X\) véi t = 0.1w,0.27,0.37,0.47.

O hinh 1, ta biéu dién d6 thi ciia cac chudi lity thira (1.2.20) theo mot s6 gia tri cua
t. O day, véi gia tri ¢ cho truéc mot khi da tinh dugc cac hé s6 o, ta khong can giai
phuong trinh vi phan dé tinh .

Viéc tinh toan cua (1.2.20) c6 thé don gian hon. Luu ¥ rang hé sé tht & trong

khai trien Taylor cia y,(1) —2y',(1) la:

. NN I ~(2k) 1 ~@k-1)
= o (7 R
Y. (1)

Vi vay

1) (1.2.21)



Te  (1.2.5), (1.2.17) ro rang y (2)>0. bong thoi

_ 2sin 2t
1 — 2cos2tz? + 2z

~(k , N /
U (2) >0, ¥z €[0,1]. Suy ra, X' )(z) > 0. Do d0, ta thay rang tat

4
ca cac hé sb a trong khai trién Taylor cia x 1a mot ham theo \ nhan gia tri am, ngoai

trie a, =0.

Luu y rang « = 0,YX\ >X\_. Thatra, Z—§<O va Kk — —oo Khi X — oo. Vi vay,

ban kinh canh bén phai cua f(D) tién dén 0.

1.2.6  THUAT TOAN CHO BAI TOAN MOQT THAM SO

O phan nay, chang ta trinh bay thuat toan giai bai toan phi tuyén (1.2.12) duoc dé
cap cudi phan 1.2.2.

Cédinh 0<t< % Cho truéc «, chlng ta tim mot tham sb \ sao cho &nh xa f

voi dao ham Schwarz S, = R, , duoc chuan héa bsi  £(0) = 0,f'(0) = 1 s& bien oD

thanh mot s.c.q ma canh bén phai c6 do cong . (Néu k < 0, ching ta mubn tam cua
cung tron chira canh nay nam trén tia (—oc;1). Ta nhan manh lai rang véi ¢ cb dinh,
mot khi xac dinh dugc cic tham sé nao d6 thi méi quan hé k — X\ thi duoc tinh toan

rat nhanh.

Thuat toan dudi day tong két cac két qua & nhitng phan trude dac biét tir cac cong
thac (1.2.5) , (1.2.17) va (1.2.21) . Trong thuat todn nay, tir “tinh” nghia la thuc hién
phép tinh & M +1 diém chia déu nhau theo bién - tir 0 dén 1. Ta s& st dung N +1

s6 hang trong chudi ity thira theo X. Ta thdy rang khong can ding dén ), va x™.
Thudt toan mgt tham sé

] 1/4
1. Tinh y_(2)= 1—2(cos2t)z* 4 2*



2sin2t
Z —92(cos2t)2? +1

2. Tinh ,(2) =

3. Tinh cac tich phan lip X duoc xdc dinh boi

1 .

2 , ,

lply 00 yT] ung Vvol
o0

n=01,..2N

4. Tinh céc sé hang:

N~k  ~(201-k)-1
a, =-2) X 1X< >(1)
k=0
/g Véi n = 0,1,....N vatinh Nf% cot 2t

N
5. Détim x mong muon, gidi phwong trinh da thirc Y a (\—X\_)" =k fim duoC
n=0

N —X\_ vasau dé cong X _ vao két qud dé thu dweoc .
Khi d6 anh xa f (phu thuoc ¢, X\) tim duoc s€ cho anh c¢6 do cong cac canh bén

phai va trai xap xi véi do cong « mong mudn.



Chuwong 2: TUONG PUONG BAO GIAC CUA CAC MIEN LIEN THONG
HU'U HAN
M¢ dau trong muc 2.1 ching ti trinh bay mét s6 kién thire co ban vé giai tich

phtc trén mién lién théng hitu han.

Muyc 2.2 trinh bay két qua chinh 12 moi mién n-lién khdng suy bién tuong
duong v6i mién n-Jordan chinh hinh ( dinh ly 2.2.1) va mét cdng thize nghiém cho bai

toan Dirichlet trén mot mién Jordan chinh hinh ( dinh ly 2.2.5).

Muc 2.3 chi ra mot twong duong bao giac trén hai mién Jordan lién thong hitu
han cd thé x4c dinh mét twong &ng gitta cac thanh phan bién cua ching. Noi dung

chinh cua muc nay la dinh ly 2.3.4.

Muc 2.4 trinh bay sy hoi tu cta I6p ham don diép. Cac két qua chinh ciia muc

nay la dinh ly 2.4.8, dinh ly 2.4.11 phuc vu cho chirng minh & muc 2.7,

Muc 2.5 trinh bay twong duong bao giac caa mot hinh vanh khin véi vét rach 1a
cung tron. Két qua chinh ciia myc nay 1a dinh 1y 2.5.1. Dinh ly chi ra mot mién n-lién
khong suy bién trong C véi hai thanh phan lién théng trén bién A, B tuong duong bao
giac v&i mot hinh vanh khin véi vét rach 12 cung tron ma c6 dudng tron ngoai va

duong tron trong twong (ng véi hai thanh phan A va B.

Muyc 2.6 trinh bay mét twong duong bao giac cua mot mién n-lién khdng suy

bién véi mot dia co vét rach 1a cung tron. Két qua chinh cua muc nay 1a dinh 1y 2.6.2.

Muc 2.7 chi ra mot mién lién thong hitu han khdng suy bién véi A 1a thanh
phan lién théng trén bién thi twong duong bao giac véi mot mién co bién 1a hiru han
cung tron trong d6 A duoc bién thanh dudng tron don vi. Noi dung chinh caa muc nay
la b6 d&2.7.8 va dinh 1y 2.7.9.

2.1.Giai tich trén mién lién thong hiru han

Mot mién @ trong C goi a n-liénnéu C__\ G c6 n+1 thanh phan lién thong.
Do d6 mién 0-lién 1a mién don lién.

Mot mién G goi 1a mién »-lién khdng suy bién néu n6 13 mién n-lién va khong

c6 thanh phan lién thong nao cia C_ \ G 1a tap gdm mot diem.



Luu y rdng néu ¢ lamién ty y trong C_ va K 1a thanh phan lién thdng bat ky
trong C_ \ G khong chira oo thi K phdi la tap con compact cia C. That ra nhitng

thanh phan lién thdng nay cua C_ \ G 1a cac thanh phan lién thong bi chin ctia €\ G .

Cho G lamot mién n-lién trong C va K,,..., K, la cac thanh phan lién thong bi
chdn ciia C\ @, K, lathanh phancua C_\ @ chira oo. Luu ¥ rang véi 1< j <n thi
G UK, lamién (n—1)- lién,

Néu E la tap con compact cia G thi theo ménh dé 0.1.5 tn tai hé Jordan dinh
huéng duong T = {~,~,....,, } trong G ¢6 céc tinh chat sau:

(z) E Cins' C G

(i) K, Cinsy;, VoI 1< j <n. 2.1.1)

<m) cl(mswj) N cl(inswk> =2,V0l j=k

Véi1<j<nVaac K, thi n(ﬁ{j;a): —1va "(%?CL) =1.

Hé Jordan dinh hudng duong I thoa (2.1.1) voi E = ¢ duoc goi la hé duong
cong sinh di voi G .

Trong trudng hop mot mién don lién hitu han diéu kién mot ham diéu hoa c6 lién hop
c6 thé duoc don gian hoa rat nhiéu. That ra, s6 lwong vo han céc diéu kién trong phan
(c) cua dinh 1y 0.4.2 c6 thé duoc thay thé boi mot sb hitu han cac diéu kién.
2.1.2 Pinhly.

Néu G lamgt mién n —liénva = {~.~,....~, } 1 mét ho sinh cdc dirong cong

doi véi G thi mét ham diéu hda u: G — R ¢6 lién hop diéu hoa khi va chi khi

udy—udr)=0Vol1<j<n.
[, (wtn—uz)

NJ

Chwng minh.



Tu dinh 1y 0.4.2, ta chi can gia st f f=0Véi 1< j<n trongdd f=ou vachang
Al

minh 7 c6 mot nguyén ham. C6 dinh diém a, € K, Vi 1 < j <n.Néu ~ la duong
cong dong kha truong trong ¢, dat m; = n(’y;%). Suy ra hé cac duong cong

{~,=m,eeey—m,~y, } dONg luan véi o trong G . Theo dinh Iy Cauchy:
OZLf—ijLjf.
T gia thiét suy ra f f=0.Vivay f céd mot nguyén ham. O
N

Cho G lamot mién n —lién va I = {~ ...y, } 1a mot ho sinh cac dwong cong
trong G . V6i ham diéu hoa u : G — R véi lién hop vi phan *du = u dy — u, dz , C4c $0

¢ =0 *du Vo1 1 < j <n dugc gol la cac chu ki cua «. Luu y rang cac chu ki cua «
TN

la céc s6 thuc vi « nhan gia tri thuc. Vi vay, ta c6 thé phat biéu lai dinh 1y 2.1.2 nhu

Sau:

Mot ham diéu hod « nhdn gia tri thuc trén G c6 lién hop diéu hoa khi va chi

khi tat ca cac chu ki cia né bang o.

2.1.3 Pinhly

Cho @ lamgt mién n—lién véi K,,...., K 1a cac thanh phdn lién thong bi chen

n

cia C\ G.Vé6i1<j<n ldy a, €K, Néu u 1& mét ham diéu hda nhan gia tri thyec
trén G va c,...,c, la cac chu ki cza no thi ton tai mét ham chinh hinh & trén ¢ sao

cho
n
u=Reh+ Zc]. log‘z — aj‘.
j=1

Chwng minh.

Xét ham diéu hda U = u — Z ¢ log‘z - aj‘.
J



Ta c6 I(z) = loge| 1a ham diéu hoa trénc, = €\ {0} va 1, —il, = ﬁ ~1 Do do vsi
P zZ

moi duong cong kha truong ~ khdng qua o thi

j: (lxd?/ - lydiﬂ) = —if dz = 27rn(~(;0>.

A4

2t néu k= )
» ‘7, . Tur c&ch chon
0 néu k=j

Vivay néu 1, (z) = log|z —a | thi [ (L, dy - L, dz) =
N

¢, suy ra f (UTdy - Uydx) — 0 VGi 1< j <n.Theo dinh Iy 2.1.2 tén tai mot ham chinh
' UV

hinh » trén G sao cho U = Reh.

Duéi day 1a mot s6 hé qua tha vi cua dinh Iy trén.

2.14 Héqua

Néu u 1& mét ham diéu hoa nhdn gid tri thue trong dia thung B, (a;R) = B(a;R) \ {a}

thi ton tai mgt hang so thuc b va ¢ sao cho

fu(a + reie)de =2nblogr +c
Chwng minh.
Theo dinh 1y 2.1.3, ton tai s thuc & va ham chinh hinh 4 trén B, (a; R) sao cho

u:Reh—l—blog‘z—a‘. Do do

] u (a + re” ) o = b] log‘reie

—T —T

do —I—]Reh(a—i—reie)d@ :2ﬂblogr+]Reh(a+r6ie)d6.

—T

dz

Z—a

Nhan thay rang ]Reh(a + reie)de la phan a0 cua tich phan f h(z) trong d6
N

w(9>:a+reie.v‘l vay fReh(aJrreie)dG la héng sb. O

2.1.5 Hé qua.



Néu u la ham diéu hoa bj chan trong dia thing B, (a; R) thi u c6 m& réng diéu hoa

dén B(a;R).
Chwng minh.

Ta c6 thé gia sir « nhan gid tri thuc. Gia sir lu| < M trén B, (a; R). Theo dinh Iy
2.1.3 ton tai hing s6 thuc » va ham chinh hinh 4 trén B, (a; R) sao cho
u = blog|z — o + Reh(2). Ddng thoi theo hé qua 2.1.4, ton tai hiang sb thuc ¢ sao cho

Véi r < R thi
fu(a—l—reie)de =2nblogr + c.

Dolu| < M nén [erblogr + ¢ < 2vM Vi r < . Dieu ndy la khdng thé xay ra khi b =0.

Vay b = 0.

ViVAy u = Reh trong B, (a; R). Diéu nay suy ra 4 la ham chinh hinh trén B, (a;R) va
phan thuc cta 1 bi chan. Xét g = ¢" thi ¢ bi chdn trong B, (a;R) Vi ‘g‘ =" Vivay a
1a diém ki di bo duoc dbi vai ¢. Suy ra o 1a diém ki di bé duoc dbi voi ¢' = hg nén

2 N I ! NP \ A N A ,
cling la diém Ki di bé dugc doi voi h = I Tu day ta dugc ham dieu hoa ma rong caa
g

w. [

2.1.6 Dinh nghia
Néu khong c6 thanh phdn lién thong nao trong s6 K, K,,...,K, cia C_\ G 1a
Mot diém thi co s6 diéu hoa doi véi G 1a ho cac ham lién tuc w,w,,...,w trén c_G,

1y Wos -

dieu hoatrén ¢ vathéa w |0K =1 va w |0K, =0 V6i i= j.
Luu y rdng nhiing ham w,, w,,...,w, ton tai vi voi gia thiét trén ta c6 thé giai bai

toan Dirichlet ddi véi . Ham w, bang 1 trén 9k, va bang o trén bién cua cac thanh

phan lién théng bi chian khong dé cap ¢ trén vi ham nay cé thé duoc dinh nghia thong

n
qua cac ham w,, w,,...,w, theo cong tha€ w; =1-3 Jw..
1



Tiép theo 12 b6 dé s& duoc sir dung trong chirng minh mot s6 két qua cua anh xa

bao gidc dbi vai mién lién théng hiru han.
2.1.7 Ménh dé

Néu G 1a mgt mién n —lién khong suy bién, T = {1, } 1 mét ho duong
congsinh doi Véi G VAV 1 < j,k < ndat cy = %Lﬁ *dw, trong do {wl,wQ,...,wn} la co
s¢ diéu hoa doi véi G thi ma trdn [c],k] la ma trdn kha nghich.

Chwng minh.
Ta chi can chi ra ma tran nay 1a mot phép bién déi tuyén tinh don anh tir

R" — R". Gia st ton tai cic s6 thuc),...,x, sao cho

011>‘1 + 612>‘2 +...+ cln>\n =0

cn1>\1 + Cn2>\2 +ot Cnn>\n =0

Taséchirax =X\, =...=X\ =0.

n

Dt u = X\ w, thi « liéntuctrén ¢/ G, diéuhoatrén ¢ va u =X\, trén 9K, Voi
1

1<k<nvau=0 trén 9K . Honnita véi 1 < j <n thi

L]*duzgxkﬁ

*dw, =) ey, =0
k=1

Vi vay theo dinh ly 2.1.2 suy ra tén tai ham chinh hinh f trén G sao cho u = Re f.
Dit X, = 0 va lay ¢, € C 580 cho Re(, = N\, \,....,\,. Vi 0 <k <n ldy hang so

e, >0 520 chonéu @, = {C e C:[ReC — )| <, } thi ¢ ¢ U (el DOu=TRe lién tuc
trén ol G Vivay {z €l G:fu(z) -] <e,} 1atip con md cia ol G vachia 0K, Vi
vay néu U, 1a hop cita céc &, va thanh phan lién thong cia {z € et G :fu(z) — | < ¢, }

chia 9K, thi U, latap ma trong C vachira K, . Theo ménh d€ 0.1.5 v6i 1 <k <n ton



tai mot duong cong Jordan o, chuatrong U, sao cho K, Cinso, va n(ok;z) = —1 Véi
moi z € K, . Tuwong ty tén tai mot dudng cong Jordan o, trong U, sao cho K, C outo,
Va n(oyiz) =1 Vvoéimoi ze€ K, U..UK, Uo U..Uo . Vivdy > ={o,,0,,....0,} lamot

hé Jordan trong ¢ . Khidé >~ 1a mot hé sinh duong cong ddi véi G.

n(fook;go).

0

n !
Taco SL | I
im0 2o f=Cp

n

Nhung f oo, la mot duong cong dong kha truong nam trong dai doc Q,va ¢, nam
ngoai dai nay. Do d6 n(foo,;¢,)=0 v6i 0 <k <n.Theo nguyén Ii Argument suy ra
phuong trinh £(z) = ¢, v0 nghiém trong insy . Nhung f(U,) c @, Vivay f(z)=¢, vO
nghiém trong U ©,. ViVay ¢, & £(G). Vi ¢, 1a diém tly ¥ voi Re¢, =N, N\,
nén ta thu duoc f(G) nam trong hop cua cac duong thang {¢ : Re¢ =X, } voi

k =0,...,n. Theo dinh ly &nh xa ma thi £va « phai la ham hang. Nhung « = 0 trén
0K, Vivay u=0. Vayx =X\, =...=X =0.0

2.2.Twong dwong bio gidc véi mét mién Jordan chinh hinh
Dinh nghia mién Jordan chinh hinh duoc trinh bay trong 0.5.3. Sau day 1a cac két qua

chinh caa phan nay.
2.2.1 Pinhly.

Néu G 1a mién n-lién khong suy bién thi G firong dwong bao giac véi mién n-

Jordan chinh hinh Q. Hon nita Q ¢6 thé diroc chon dé cé bién 1a oD va 0 ¢ Q.

Chwng minh.

Chting minh can sir dung dinh Iy 4nh xa Riemann nhiéu lan. Goi k,,K,,... K 1a
cac thanh phan lién thng ciia C__ \ G Véi K, chira co. Xét G, = C__\ K, thi G, don
lién vi phan bu caané trong C_, K, lalién théng. LAy o, : G, — D la anh xa
Riemann va dat Q, = ¢, (G) Vivay Q, lién thong hitu han va

C.\9Q =(C_\D)Uo (K )U..Ud(K,)= K, UK, U..UK, Dat



G, =C_ \ K, thi G, cing Ia mién don lién trong C__chira oo va mién Q. Lay

¢, : G, — D la&nh xa Riemann véi ¢, (cc) =0 va dat , = o, () thi © a mién n-lién.
Phén bu ciia ©, ¢6 cac thanh phan lién thdng trong C__ Ia

K, =C_\D,K =06 (Ky) K,=0(Ky) K, =b (K, ). Luuy bién cia Q, c6 cac

thanh phan lién théng 1a oD, 6, (0D) = ¢, (0K,), 0K ..., 0K

In”

Vivay G tuong duong bao giac véi mién ©, nam trong D, hai trong cac thanh
phan lién thong trén bién cua Q, 1a cac duong cong Jordan chinh hinh, mét trong
chung 14 duong tron don vi. Tiép tuc qua trinh trén ta dugc G twong dwong bao giac
véi mién n-Jordan @, namtrong D va oD la bién ngoai. Bay gio lay a € D\ c1Q, .,

zZ—a

anh xa Schwarz ¢ = vadit Q= (Q, )0

1—az n—1

Tiép theo 1a mot két qua twong ty voi cong thiac Green ¢6 dién sir dung vi phan
lien hop va 9-dao ham. Trong phan con lai cia muc, ta gia st ¢ 1a mot mién Jordan

chinh hinh véi bién dugc dinh huéng I = {wo,...,wn} trong do ~, la bién ngoai cua I'.
2.2.2 Mgénh @&. Cho G l1a mién Jordan chinh hinh véi bién dwoc dinh huong T.

(a) Néu u va v la céc ham thugc Iop ¢! trén ciG th
f(udu - udv) = 4sz (5@8u - Ougv) = 2ff (uva —u,v, )
T G G

(b) Néu u va v la cac ham thuge I6p C' trén ciG va ¢? trén G thi

f(v*du—u*dv):4]C;f<v85u—u8511).

T
Chwng minh.

(a,) Str dung dinh nghia cua du va dv, ap dung dinh 1y Green, ta dugc

f(fudu — udv) = f[(vuJr — uvw)d:z: + (vuy — uvy)dy} = 2f0f (uyvz — uxfuy).

r T



[ (0vou — duo) = —% [[ (w0, - u,v,)

G G

(b) Theo dinh nghia vi phan lién hop *du va *dv, ta cd

fv*du:—Qifv8u+ifvdu va fu*dv:—2z'fut%+ifudv

T N I T N I
nén

f(v*du—u*dv>:—2if<v8u—u8v)+i‘[(vdu—udv).

r r

Ap dung dinh 1y Green cho tich phan dau va phan (a) cho tich phan thir hai ta duoc

f( *du—u*dv =21
r

22f [ v@u—u@v}
G

+ 2 42 ff(@vau — 8u8v)
—4ff [évau + 000U — Audv — u5av} ~4ff {5(vau - uav)} —4ff (Uaéu - uaév)

G G G
2.2.3 Hé qua.

Néu « va v 1a cac ham thugc 16p ¢ trén ciG va diéu hdatrén G thi

fv*du:fu*dv.

r r

Nhéc lai rang ddi véi mdi G, luon ton tai mot ham Green g(z.a). Néu o dugc cb dinh
thi g, (z) = —log‘z - a‘ + R, (z) trong d6 R 1a ham diéu hoa trén G. Bay gio g, la ham
diéu hoa trén G\ {a} va dong nhat vi o trén I'. Theo hé qua 0.5.4, g, ¢6 the dugc mo
rong dén mot ham diéu hoa trong mot 1an can cia T. Do d6 ta ludn gia sirrang g da

duoc mé rong. Vi log‘z _ a‘ ciing diéu hoa trong 1an can cua I nén R_ciing diéu hoa



trong Ian can cua T. Dic biét, ta c6 thé nghién ctiu vé tich phan cua cac ham g, va R,
cling nhu cac dao ham va vi phéan lién hop cta chang trén .

Ung dung dau tién caa nhitng khéi niém nay 1a cong thirc nghiém cua bai toan
Dirichlet. Truéc hét ta xét bo dé sau:
2.2.4 Bb de.

Cho r >0 sao cho B(a;r)C G vadat B, = B, (a;r). Néu u laham ¢' trén ciG
va diéu hoa trén G thi

0\}]9‘.(9& *du—u*dga):2ﬁu(a)+n(r)

trong do n(r)—> 0 khi » — 0.

Chwng minh.

Dt ¢(¢) = log|¢ — o| . Str dung dinh nghfa ctia *d¢ va tham s6 héa duong tron 9B, boi
N (e) =a+re” tathu duoC *d¢ = a9 trén 9B, . Do do, theo dinh ly gid tri trung binh
cia ham diéu hoa thi

2T

f u*dézfu(a—i-reie)dG :2TYU(CL)

B, 0

Pdng thoi tn tai hang sé M sao cho < Mr. Vivay

[ urdr,

B,

f u*dg, — —2ﬁu(a> khi r — 0.
0B

r

Mt khéc ton tai cac hang sé C,,C, sao cho véi moi r thi

< Cyrlogr+C,r. U

fga*du —fﬁ*du+fRa*du
9B, dB,

225 Pinhly.



Néu G la mét mién Jordan chinh hinh, T la bién duwoc dinh huéng dwong ciia
G, h laham lién tyc trén T va » la nghiém cua bai toan Dirichlet véi cac gia tri bién

hothi A (z) = _2i [ h*dg,. trong d6 g, ld ham Green ddivéi G voi diém Ki dij tai =
IS

Chwng minh.

Nhan thay phuong trinh trén dang khi diy ham { } hoi tu déu vé ham £ trén . Do
d6 ta c6 the gia st thém 5 1a mot ham tron trén . LAy r > 0 sa0 cho B(a;r) C G. it
G, =G\ B(ar) va T, =G, v6idinh huong dwong. Lay B, = B(a;r) va ludn xét o5,

da dugc dinh huéng duong. Pat « = » . Theo hé qua 2.2.3 thi

fga *du:fu*dga
T T
Do g, dong nhat véi o trén T nén theo bo dé 2.2.4 thi

fu*dga = f(u*dga—ga*du)z—?’ﬁu(a)—i-n(r)

T 9B,

Cho r — 0 ta thu duoc fh *dg, = —211};(@) .0

Ta luu y rang chiéu nguoc lai cua dinh 1y 2.2.5 cling dang. Néu 4 1a ham lién tyc trén
I' thi cong thac trong 2.2.5 cho ta nghiém cua bai toan Dirichlet. Do d6 (2.2.5) 1a su

tong quat cua cdng thie Poisson ddi véi D.

Theo ménh d& 0.4.3, cong thirc nghiém cua bai toan Dirichlet & trén c6 thé

duoc viét lai:

fh (1) 7 2) fh (10)|do]

2.2.6 Hé qua.

Néu {w,,w,....,w,} la co s6 diéu hoa d6ivéi G thivei 0 < j <n

1
2'rr *dg (a)

]



Chwng minh.

LAy h nhu trong dinh 1y 2.2.5 chinh 13 ham dic trung cta v, O

2.3.Gi4 tri bién ciia twong dwong bao gidc giira cac mién Jordan lién théng hiru
han

Ta bt dau vai két qua sau:

Néu ¢ va  1a hai mién lién thdng hitu han va ¢ : G — Q 1a mot tuong duong
bao giac thi ¢ xac dinh mot sy twong @ng giita cac thanh phan lién théng trén bién caa
hai tap hop.

Nhéc lai 0.1.2, mot &nh xa F — F nd_a xac dinh mot song anh gita cac thanh
phan lién thdng ctia C__ \ G va cac thanh phan cia @_G . Trong phan nay ta c6 dinh
mién n-lién & va K,,.... K, 1a cac thanh phan lién théng cia C_ \ G Véi oo trong X,
va C

1 C, 12 cac thanh phan lién thong twong Gng trén bién. Lay © 1a mot mién n-

lien khac va gia sir ton tai mot tuong duong bao giac ¢ : G — Q. VGi 0 < j <n Va

e>0,|éy

@J. (a) =cl =cl

q>({z €G :dist(=.K ) < e})

d)({z eG: dz‘st(z,Cj) < a})

va dat ® =N (e

Khoang cach ¢ ddy la métric trong mit phang phicc mé rong, du métric thong thudng
trong mit phang c6 thé dwoc ding khi @ bi chan. Ta s& chi ra cac tap @,,...,® chinh

la cac thanh phan lién thong ~,...,~, ctiad_Q.
2.3.1Bb dé.
(a) CIDJ. <€1> - <I>j (EQ) néu g, <&,
(b) Néu {e, } don diéu giam vé 0 thid, = (@ (¢, ).
k

(¢) Néu U la tgp mg chira o thi ton tgi > 0 sao cho ® (e)CU.

(@) @, latap con lién thong cia o _9.



Chwng minh.

Tur dinh nghia cua @, ta duoc (@), (b), (c).

Taching minh &, c9_Q. Giasir U va v lacac tap mo khac réng, roi nhau va
® C U UV. Theo phan (c) ton tai < >0 sao cho @ (<) CUUV. Nhung @ (<) latap lién
thong vi 13 bao dong cta tap lién thong. Piéu mau thuin nay chiang minh xong phan
(d). O

2.3.2 Ménh dé.

Cac tap {®,.®,,...,@,} chinh la cac thanh phan lién thong cia _Q.

Chwng minh.

Theo phan (d) ciia bo dé 2.3.1, cac tap @, duoc chira trong mot trong cac thanh
phan lién thong ~, cua 8_0. Mt khac, I luan tuong tu véi ¢! thi méi diém cua 0_Q
phai thuoc vé mot trong céc tap ® . Do d6 céc tap {®,,®,.....®,} chinh la c4c thanh

phén lién théng ~,,...,~, cuad_ Q.0

Néu @, =, thi tanéi rang ¢ lién két ¢, v6i ~. D& duy tri tinh linh dong ta
cling ndi rang o lién két K, voi ~,. Y tuong ¢ day 1a du ¢ 6 thé khdng mo rong nhu
mot ham dén bién cua G thi ta c6 thé xem ¢ 12 nh xa tir cac thanh phan lién thong
cua d_G vao cac thanh phan lién thong cua o_Q.

Két qua tiép theo 1a mot phat biéu khac cta dinh ly 2.2.1, chi ra mdi thanh phan

lién thong bat ky thuoc C__\ & ctia c6 thé dugc lién két vési ap.

233 Pinh ly.
Néu G 1a mét mién n-lién khong suy bién va ¢ 1a thanh phan lién théng bat ky
cuia bién md réng cua G, thi ton tai mér tirong dwong bao gidc ¢ cua G Vao mién n-

Jordan chinh hinh @ sao cho bién ngoai cia 14 90,0 ¢ Q, va ¢ lién két ¢ véi aD.



Chwng minh.
Theo dinh ly 2.2.1, ton tai &nh xa ¢ duoc xay dung dé lién két ok, voi aD.
Néu ¢ = 0K, Vv6i 1< j <n thithyc hién danh s lai ta chang minh xong dinh 1y,

1

Z—a

Néu ¢ = 0k, thi can ctr vao anh G, ctia ¢ qua anh xa Mobius dé chon « thich

hop. O ddy C tuong ng véi bién ctia thanh phan lién thong thudc phan bl cia ¢, ma

khong chira oo va ap dung cac ly luan trén. O

2.3.4 Pinh Iy.

Néu G va Q la hai mién lién théng hizu hgn Jordan va o : G — Q la twong

dirong bao giac thi o Mo réng thanh phép dong phoi cia ¢l G VAo cl9.

Chwng minh.

Str dung dinh 1y 2.3.3 va dat ¢, = 9K, ta c the gia sirrang o lién két duong
cong bién C; cua G véi duong cong bién v, cua Q véi 0<j<n.Tagiasarang G la
mién Jordan chinh hinh. That vay, néu ching minh xong truong hop nay thi déi véi
truong hop téng quét chi can ap dung dinh 1y 2.2.1 dé tim hai mién Jordan chinh hinh
G, va Q, va tuong duong bao giac f: G — G, va :Q — Q,. Dat ¢ : G, — Q, duoc dinh
nghia bdi &, = o o £7'. Nhan thay rang néu dinh ly dugc thiét lap cho truong hop
dic biét véi tap ngudn 1a mién Jordan chinh hinh thi 4p dung dinh 1y dao suy ra dinh Iy
cling dung khi mién gié tri dang xét 1a mién Jordan chinh hinh. Do d6 mdi &nh xa f,t
va ¢, cling nhu cc anh xa ngugc cua ching mé rong thanh phép ddng phdi. Vi vay, o

ma rong thanh phép dong phoi.
Do d6, ta gia sir mdi duong cong C,,...,C 1a duong cong Jordan chinh hinh. Lay
0 <7 <dist(~,,7,) VOi j=k. LAYy 0 <e <dist(C,,C, ) VSi j =k Theo ménh dé2.3.2 va

b6 dé 2.3.1 thi = c6 thé chon sao cho



cl)({z € G dist(2,C)) < e}) c{cea:aist(cn,) < r}.

Theo hé qua 0.6.6 thi ¢ c6 cac giéi han khong theo phurong tiép tuyén hau khip noi
trén moi C;.
Co dinh j,0 < j <n Valay a, VA a, 12 hai diém tly y trén ¢, ma ¢ khdng c6 gici han
khéng theo phuong tiép tuyén. Do d6 ton tai cac cung Jordan w, :[0,1) — G,i = 1,2 sa0
cho () — a, khi t —1,n, (0) = n, (0) va limo v, (1)) = o, V6i o, A mot diém trong ~ .
Chay rang o, = o, do néu chiing bang nhau thi gisi han khong theo phuong tiép tuyén
clia ¢ s& la gi trj chung ciia hau hét cac diém trén mot trong hai cung con cua ¢, néi
gitta o, VA a, (hodc c6 thé xem ching minh trong [Co’, dinh Iy 15.5.6]. L4y v, 1a mot
trong hai cung trong ¢, ndi giira a, VA a, va lay «, 1a cung Jordan trong G noi x, (0)
V6i 1, (0). Do d6 ¢ = nynnyn, ' 12 duong cong Jordan trong © va insC C G. Lay

N, =domn V6 i=123 nén moi X, lacung Jordan trong @ va \)\,\, ' la cung Jordan
Noi o, VGi o, . Neu ; 1a mot trong hai cung con cua ~, Noi o, V6i o, thi AN la
dudng cong Jordan tach khoi q>(ms ¢}, chon cung X, sao cho q>(ms 0) = ins~ . Vi

ins~ C Q va ¢ latoan anh nén cb(ins O) =ins~. Theo hé qua 1.5.7 thi & ma rong thanh

phép ddng phoi cua cl(ms C) Va0 cl(insy). Do d6 ¢ bién v, dong phdi vao X,.

Bang cach xét cung con khéc cua ¢, ndi a, va a, ta thiy rang o ma rong thanh phép

dong phdi cia GUC, vao QU~;. O

Chung minh cua nhitng két qua tiép theo tuong tir véi chitng minh & trén nén s& khong
trinh bay. Pinh 1y sau day 1a m¢ rong cua dinh Iy 0.7.1.

2.3.5Pinh Iy,

Néu G mién Jordan lién théng hitu han va o : G — Q la twong dwrong bao giac

thi cAc ménh dé sau twong dwong



(a) & €0 md réng lién tuc dén bao déng cia G

(b) MGi thanh phan lién thng cuia 9Q la dwong lién tuc
(c) 0Q lién thong dia phwong

(d) C_ \Q lién thong dia phuong

Nhéc lai dinh nghia cta diém bién don 0.7.5. Dinh ly tiép theo 1a mé rong cua dinh Iy
0.7.8.

2.3.6 Binh Iy.
Cho © 1a mién lién théng hizu hgn va G 1a mién lién théng hizu hgn Jordan va
b : G — Q la twong dwong bdo giac.

(a) Néu w la diém bién don cia Q thi g 6 mo rgng lién tuc @én QU {w}.

(b) Néu R 1a ho cdc diém bién don cua Q thi ¢ 6 mé rong don dnh lién tuc dén
QUR.
Nhitng két qua caa dinh 1y 2.3.5, 2.3.6 d6i véi twong duong bao gic gitra
nhitng mién lién théng hitu han c6 thé duoc st dung dé ma rong cac két qua cua 0.7
cho cac mién don lién khong bi chan. Sau day 1a mot sé két qua mé rong nhu thé va sé
duoc sir dung trong cac phan sau.
Dinh nghia
Néu G 1a mot tap con mo caa C va f: G — C 1a mot ham tuy y thi véi mdi

diem a € 9_G, tap gisi han (cluster set) cua f tai a duge xéc dinh bai:
Clu(f;a) = ﬂ{cloo {f(B(a;s) N G)] te > 0}

2.3.7 Ménh de.



Cho ~:[0,00) — € la cung Jordan sao cho ~(t) — oo khi t — 00 va Q=C\ ~.
Néu 7: D — Q la dnh xg Riemann véi 7 (0) = o va 7'(0) > 0 thi = md réng dén anh xa

lién tuc ter cID vao C_ .
Chwng minh.

vadat o = Tor. Vivay o la twrong duong

Xét &nh xa Mébius T(z) —

z— Q
bao giac tir D vao A =phan bl trong mit phang phirc ctia cung X = T o~ Va

o (0) = 0. Theo [Co’, dinh Iy 14.1.11] thi clu(o,b) V6i b € D déu nam trong cung X
nén dit A = {z : % <l < 1} thi o (4) Ia mién bi chan bai cung X va dudng cong Jordan
o H‘z‘ = %H . Theo dinh ly 2.3.5 thi o ¢6 mé rong lién tuc dén c14. Tir day suy ra

1=99 06 ma rong lién tuc dén ¢ p. O

T =
(0}

Nhitng mién nhu Q trong ménh dé 2.3.7 duoc goi 12 mién bj rach. Tiép theo Ia
mot ménh dé vé anh xa gitra cAc mién bi rach va dia duoc sir dung ¢ phan tiép sau.
2.3.8 Ménh dé.

Néu © 1a mién bj rach trong ménh dé 2.3.7va ¢:Q — D la twong dwong

bdo giac thi ¢ cé thé diroc mé rong lién tuc dén Qu {“{ (0)}.

Chwng minh.

Di nhién w, = ~(0) 1a diém bién don cua Q nhung Q khéng bi chan nén

chua thé p dung dinh 1y 2.3.6. Tuy nhién néu w — ¢ (0),7() = —— va

C—w

A=T(Q)cC_ thi h=goT " la twong duong bao giac ciia A Va0 D VGi h(oc)=0.

Néu 4 = {z : % <le| < 1} Va A, = 57" (4) thi A, lamién bj chin va T (w,) la diém bién



don. Ap dung dinh 1y 2.3.6 v6i A, va hsuyra g c6 thé dugc ma rong lién tuc dén
QU {’\{ (0)} .0
2.4.Sw hoi tu cia cac ham don di€p

Trong phan nay ching toi s& ma rong khai niém hoi tu caa cac ham chinh hinh véi
c4c mién duoc xét 1a tuy y.
2.4.1 Dinh nghia.

Néu {, } 1a day cac mién chira 0 thi ta dinh nghia hat nhan cua {G, } (ng véi

0) Ia thanh phan lién thong tap hop {= :ton tai » > 0 sao cho B(zr)C G, V6i moi SO ty
nhién trir di hitu han 6. Tap nay chira 0 nén khac rdng. Néu tap trén la rdng thi {G. }

khong c6 hat nhan. Khi {G, } ¢6 hat nhan thi hat nhan duoc ki higu la ker {G, }.

n n

Tanoirang {G,} hoituvé G néu G la hat nhan cua méi day con cua {G, } va
ki hicu ¢, — G.

Luu y rang néu {G, } 1a day tang cua cac miénva G = JG, thi ¢, — G. Néu
{Gn} duogc dinh nghiala G = D khi n chan va la hinh vudéng don vi véi cac dinh
+1,4i khi n 18 thi D =ker{G,} nhung {G,} khong hoi tu vé D. Ciing nén luu y rang
diém 0 trong dinh nghia trén khong c6 gi dic biét. Néu tén tai mot diém chung cua tat
cé cac mién G, thi ¢d thé dinh nghia hat nhan cua {G, } tng véi diém nay.

Ta ciing luu ¥ rang hat nhan cua {G, } 1a mién lon nhat ¢ chaa 0 sao cho néu K
|a tap con compact ciia @ thi ton tai n, sao cho K C G, V6i n > n,.
Tur dinh nghia hat nhéan ta c6 nhan xét sau:

2.4.2 Nhan xét.

Véimdi n>1, G, lamiénchta0va f : G, — C laham chinh hinh véi

f,(0)=0f(0)>0vaQ =f(G,). (2.4.3)



va {c,} 1a ddy cac v6 huéng phic. Khi do:

a.NéuG, —Gvac —cthicG —cG.

b. Néu {G,} cé hatnhanva ¢, — oo thi ¢,G, — G

c.Néu {G,} co hatnhanva ¢, — 0 thi {c,G, } khong c6 hat nhan.

Véi khéi niém hat nhan, ta c6 thé mé rong khai niém hoi tu cua cac ham:
2.4.4 Pinh nghia.

Gia sir {G, } la day cac mién chira 0 va ton tai G =ker{G,}. V6i cac ham
f,:G, — C tandiring {f,} hgi tu déu trén tgp compact dén f: G — C néu véi moi tap
con compact K ciia ¢ va véi mdi e > 0 ton tai mot s6 n, sao cho ‘fn (z)—f(z)‘ <e VO
moi z € K vamoi n > n,. Kihigu f —=—f

Khi khai niém “f —— f” duogc sir dung thi cac khai niém trong dinh nghia
da duoc gia st thoa man.
Tiép theo 1a két qua vé su hoi tu déu trén tap compact caa ddy cac ham don diép
2.4.5 Ménh de.

Gid sir [ thoa2.4.3. Néuméi f, : G, — C la ham don diép va f, —"“— f thi
hodc f don diép hodc f dong nhdt véi 0.
2.4.6. Bo d@é.

Gid sir f,thoa 2.4.3. Néu méi f, la ham don diép va f —"— f va f khong
la ham hang thi day cac mien {0, } c6 hat nhan chia f(G).
Chwng minh.

Dit 0 = f(G) thi @ lamién cha 0. Ly & la tap con compact cua ©. C6 the viét

G dusi dang hop cua céc tap mé {H, }, trong d6 <l H, la tap compact va nam trong



H,,,.Dod6 Q=u,f(H,) vavivaytontai k>1saocho K C f(#,). Theo dinh nghia
cua hat nhan, ton tai n, sao cho ¢IH, C G, V6i n>n,.Dodd K CQ Véi n>n,.0
Két qua tiép theo c6 phan ching minh twong tu v&i ménh dé 1.1.23.
2.4.7. B6 @é.
Gia sir f, théa 2.4.3. Néu G = ker {G, } ton tai, moi ham f, don diép va
£, (0) =1 véi moi n thi ton tgi mgt day con {J; } sao cho G = ker {Gnk} ton tai va {fn}

k k

hoi tu (uc) toi ham don diép f:G — C.
Chwng minh.

Lay R >0 saocho B(0,R)C G . Lay N, lasd nguyén théa B(0,R) C G, v6i moi

fnz(z)

g, <z)‘ < % VoI 2 € G, \E(O,R).

n> N,.Dit g, () =——. Nhu trong ching minh ménh d¢ 1.1.23 thi

g, (z)‘ < 4 VGi

‘Z‘SR va

Viét G = | D, trong d6 mdi D, la mién chira B(0.R) va c1D, |a tap compact
j=1 | :

namtrong D, . LAy N, <N, <.. sa0cho c/D, C G, Véi n> N,. Trnhan xét trén thi
{gn n > NJ} bi chan déu trén D . LAy {4, :n € 4 } 1a day con hgi tu déu trén céc tap
con compact cia D, dén ham chinh hinh £, : D, — C. Ton tai mot day con {g, :n € 4,}
cua {g, :n € 4} hoi tutrong H (D,) dén ham £, . Tiép tuc qué trinh thu dwoc cac tap
v6 han nhitng s6 nguyén {Aj} Vi A CA, n>N v6imoine A vasaocho

{gn ‘ne Aj} hoi tu trong H(D],) dén ham chinh hinh #, xéc dinh trén D . T tinh chat
tu nhién cua day con rd rang hy=h,, véi moi j. Vi vay ton tai ham chinh hinh

g:G — C sao cho g|D; =h, véi moi ;.



Lay n la s6 nguyén thir j trong A Vi D, CG, VoI j> kG =ker {Gn } Ta

cling ¢6 {gn} la day con cua moi {g, :n€ 4.} vivay g —"—yg.Vig, khdng bao
J J

gio trigt tieu trén G, va g, (0)=1 v6i moi n, g(0)=1 nén g khong triét tiéu trén G .

Ta kiém tra duoc [ ———f= z (nhu trong chitng minh ménh dé 1.1.23). O
i g

Tiép theo la két qua chinh ctua phan nay.
2.4.8 Dinh ly.

Gia s f, thoa 2.4.3.Néu G, — G, méi ham f, don di¢p Va f,(0) =1 véi moin
thi ton tai mgt ham don diép f trén G sao cho f,—=— f khivachi khi @ — Q véi
Q lamién ndo do. Khi dieundy xay rathi Q= f(G) va ¢, = f ' —“—f"'

Chwng minh.

Truéc hét gia st f —"“— f v6i f 1a ham don di¢p x4c dinh trén ¢ . Dt
Q=f(G). Theobo dé2.4.6thi A=ker{Q } tontaiva QCA.Pato =7":Q —G,.
Theo b dé 2.4.7 ton tai day con {%} sao cho A = ker {Qk} va ham don diép

é: A — C sao cho %L@

Co dinh & > 0. Vi ¢(0) =0 nénton tai p >0 sao cho B(0;p)C Q2 va

[o(c)—o(c) <§ khi ¢.¢' € B(0:p ). Chon k saocho B(0sp) < ©, khi k > k. Léy

r > 0 sao cho f(E(O;r)) C B(0:p) vachon k > k,. Cubi cung ly &, > k, sao cho

o, (Q>—¢(Q)‘<%véi k>, valo|<p.Dovay Véi k >k, Va | <r, taco

k

0, £, (=) =o(7(2))

<fo, £, (=)=l (<))

(s, () - 7(:)

<eg



Nhung vai moi & thi cbnk (f”k (z)) =z nén d)(f (z)) =z, Vz € B(O;r).

Do f(G)=QC A nén ta thu dugc q>(f(z)):z, VzeQ.

Ap dung b6 dé 2.4.6 cho day {o, } suy ra G C o (A) C ker {% ., )} ~ker{G, }

1 ke

bing véi ¢ Vi G, —G.
Turdaysuyra A=Qva ¢ = f".
Luu ¥ 1i luan trén c6 thé duoc ap dung cho déy con bt ky cua {£,}. D¢ 1a vei

day con bat ky {f } t6n tai day con {fm

m, &

} sao cho Q = ker{ka } va 6, —b6= I

k. 2

J

Tachang minh @ — Q. Gia su nguoc lai, khi do ton tai day con {Qm} sao cho

hoac n6 khdng cé hat nhan hoac cé hat nhan nhung © khéng la hat nhan caa nd. Trong

truong hop nao ciing ton tai tip con compact X cua © sao cho K \ Q =@ V6i Vo han
s0 n. Do d6 ton tai day con {Qm } sao cho K\ Q = o V&i moi k. Nhung theo 13p
k k

luan & trén thi ta duoc day con {Qm } nhan Q 1a hat nhan (mau thuan).
k

14
A

Nguoc lai, gia st @, —Q vadat o, = £ '. Khido ¢, (0)=0 va o, (0)=1. Neu

{£,} khong hoi tu thi ton tai s6 = > 0, mot tap con compact k cia G va day con {f }

’H,k

sao cho sup {‘fnk (z) - (z)

J

>cize K} V6i moi n, = n.Lai &p dung bo dé 2.4.7 suy ra

ton tai ddy con {¢” } cuia {¢n } sa0 cho Q = ker {Q” } vao, —o(uc) voio la

ham don digp trén Q. Nhungdo ©,  — Q néntaco thé 4p dung ching minh trén cho
'k

J

Q, thudugc G, — G =0(Q)va f, —“—f=¢ ' Diéunay mau thuin vei
kj ’k]- ’k]-

sup {

cho f, —=—f.Vi f'(0)=1nén f don diép. O

£ (e) =1, )

J

1z € K}z e V&i moi n, = n,. Do vay ton tai ham f trén G sao




Truéc khi chimg minh dinh Iy mé rong caa dinh Iy 2.4.8, ta d&én véi mot két qua
kha tha vi va can thiét cho phan chirng minh. Ménh dé nay ding cho moi mién nhung
chtng minh trinh bay & day chi 4p dung cho mét 16p cac mién nho hon. Chieng minh
hoan chinh ctia ménh d& can dén ching minh cua dinh 1y don tri hoa. Ban doc c6 thé
tham khao [Co’, Hé qua 16.5.6].

2.4.9 Ménh de.

Cho G lamiéntrong C chiza 0 va khong tring véi C . Néu f la twong dirong bao
gidc cia G vao chinh nd véi f(0)=0 va f'(0)>0 thi f(z) =z vdi moi 2 €G.
Chwng minh.

Goi ¢ lathanh phan lién thong khong tam thuong ciia C__ \ G
Pit 0 =C_\ ¢ thi Q la mién don lién chta G .

Goi ¢:Q — D laénh xa Riemann vé6i ¢(0)=0 va o'(0) > 0. Dt
G =06(G),d, =0 |, Va f =0,0fo0, " thi f latuong duong bao giac cia G, vao chinh

N6 Vi f (0)=0 va £ (0)> 0. Néu chira dugc f 12 anh xa dong nhat thi tasuy ra f la

anh xa déng nhat. Nhu vay c6 thé gia sir ¢ 1a mién bi chan.
Goi M la hing sb véi M < M vdimoi ze G valay R >0 sao cho B(0;R)CG.

V6in>1ddt f =fofo..of thi f(0)=0va £ (0)=[f'(0)] . St dung udc luong

nlan
Cauchy suy ra 0 < [f'(o)r =1 (0) < %. Do d6 £'(0) <1. Lai 4p dung lap luan nay véi
Fsuyra [f'(())]_l <1.Vay f'(0)=1.
Goi o, 1ahé sé khac o déu tién trong khai trién chudi lily thira cia f gan 0 Véi
m>2 ViVay f(z)=2+a,2" +... Bang quy nap thi 7, (2) = 2+ na, 2" + ... Theo uéc

n f;gm) (0)‘ M N ~
=————<—.bidu nay suy ra o, =0 (mau thuan).
n! Rm

lugng Cauchy suy ra n

a
m



Vi vay hé s6 khac 0 duy nhat trong khai trién chudi liy thira d6i véi  1a hé sé dau

tién. Do do f(z) =20
2.4.10 HEé qua.
Néu G 1a mién khdng triing véi C Va f, g la cdc twong dwong bao giac cia G Vao
miénQ sao cho véi moi a € G Ma f(a) = g(a).f'(a) >0 va g'(a)>0 thi f =g
Két qua tiép theo 1a mot dang khac cua dinh 1y 2.4.8

2411 Binhy.

Giasir f théa2.4.3va G =C. Néu G, — G, méi ham f don diép va
£.(0) > 0 véi moi n thi ton tai mgz ham don diép f trén G sao cho f, —“— f khiva
chi khi @, — Q véi Q 1amién ndo do. Khi dieu nady xay rathi f(G)=q..
Ching minh.

Giasir f, —*— f voi fla ham don dig¢p. Do d6 f'(0)>0 va f (0)— f'(0). Vi

vay néu g = hovag=S e

1, (0) f(o) ™

g trén G.

Theo dinh 1 2.4.9, 4, (G, ) — ¢(c)- Theo nhan xét 2.4.2 thi g, (¢, ) =1, (0)] "¢,

hoi tu dén [f'(o)]_lsz. Do d6 Q. — Q.

Bay gio gia sirrang Q — Q véi mién  chira 0. DE tranh danh qua nhiéu chi
s6, dé y rang moi tinh chat da duoc chimg minh cho day {1} déu ap dung duoc cho

cac ddy con clia n6. Dt ¢ = b vagiasi £.(0) — 0. Theo b6 dé 2.4.7 ton tai mot
£ (0

n

day con {g, } hoi tu (uc) dén ham don diép ¢ trén G. Theo dinh Iy 2.4.8 thi

1 ke

—1 1
5 (0)} Q =g, (Gnk) — g(G). Theo ket qua trén thi ¢(G) = C. Vi g don diép nén suy




ra ¢ = C (mau thuan). Bay gio gia s /| (0) — oo Li luan tuwong tu suy ra tén tai mot

day con va mot ham don diép ¢ trén G sao cho

[ I (o)}1 Q, =g, (G,,Lk) — g(G).

Lai &p dung két qua trén, ta két luan {g (G )} khong c6 hat nhan ( mau thuan).

7lk nk

Do d6 ton tai hang s6 ¢ va ¢ sao cho ¢ < £, (0) < . Giasir £ (0) — o V6i o la
v6 huéng khac 0. Theo luu Yo trén, ton tai day con {gn } sao cho g — g(uc) Véi ¢ la
( b

ham don di¢p trén ¢. Do d6 f, = f. (0)g, —ag=f.Vi a=0, f don diép nén theo

dinh ly 2.4.8 suy ra f bién G vao Q. Luu y rang f'(0) = «.

Bay gio gia st rang day cac vo huéng { f (o)} c6 hai giGi han khac nhau 13 «
va 8 . Khi d6 ton tai céc twong duong bao giac ¢ va » bién G vao Q véi
f(0)=h(0)=0, f'(0)=a va h'(0)=8.Theohg qua2.4.10thi f=h va a =3 . Viviy
day {f (0)} c6 diém gi6i han duy nhat o nén £ (0) — . Nhu 6 trén diéu nay suy ra
{£,} oi tu (uc) dén mot ham don diép £ trén G thoa f(G) = O

Khai niém hat nhan cua cac mién duoc gidi thiéu bai Carathéodory, ngudi da
ching minh dinh ly sau:

2.4.12 H¢ qua ( dinh ly hat nhan Cathéodory )

Néu véi moi n > 1, f, la ham don diép trén D véi f (0)=0,£, (0)> 0 va

f,(D)=9, thi {£} hi tu déu trén cac tap con compact cia D dén ham don diép khi

vachikhi {0 } c6 hatnhén 0 =cC va Q — .

Dinh ly 2.4.11 sai khi ¢ = C. Thatvay néu ¢, = C =9, v6i moi n va

f,(z)==thi G, - C @, — C nhung {f,} khong hoi tu dén ham don di¢p.

n



Muc dich chu yéu cua céc két qua quan trong trong phan nay la cung cip cong
thire twong duong hinh hoc cua sy hoi tu cia mot day cac ham don diép. Phan 16n kién

thire trinh bay trong phan nay dua trén §V.5 cua Goluzin [1969].

2.5.Twong dwong bio giac véi hinh vanh khin véi vét rach 1a cung tron

Phan nay bét dau gidi thiéu mot s6 két qua vé cac mién trong duong bao giac
véi cac mién lién thong hitu han. Nhiing két qua nay duoc xem nhu cac mé rong cia
dinh ly 4nh xa Riemann. Chang ta biét ring m3i mién don lién twong dwong bao giac
Vé6i dia don vi hoic toan bo mat phang, chi xuat hién khi mién ban dau ciing 13 toan b
mat phang. Hinh anh vé cac mién lién thong hitu han phuac tap hon nhiéu nhung van c6

thé giai quyét duoc.
Trong phan nay ta ¢ dinh mién n-lién G va goi K,,...,K  la cac thanh phan

lién thdng ctia C_ \ G Véi oo ndm trong K. Ta goi mién Q 13 hinkh vanh khdin véi vét

rach 1a cung tron néu né c6 dang sau:
Q:{QEC:rl <\q<1,g¢0jvéizgjgn}

trong d6 C; 1a cung tron déng thyc sy cua duong tron, {|| = r,r <r, <1} va céc cung
tron nay d6i mot roi nhau. BE thuan tién ta ki hiéu r,=1.Luuy rang céc hinh vanh
khin nay ndm trong mién n-lién. Di nhién ta c6 thé gia sir ban kinh ngoai caa hinh
vanh khin twong tng bang véi 1. Piéu nay duoc thuc hién cho muc dich chuan héa.
Dé thuan tién, ta ki hiéu ¢, 1a dudng tron don vi 9D va ¢, la dudng tron {z o] = rl}
va ching duoc goi 1a duong tron ngoai va trong cua Q. Sau day 1a két qua chinh cua
phan nay.
2.5.1 Pinh Iy,

Néu G 1a mién n-lién khdng suy bién trong €, A va B 1a hai thanh phan lién
thdng ciia &_G va a € G thi ton tai duy nhat hinh vanh khdn véi vét rach 1a cung tron
Q va twong drong bao gidc ¢ : G — Q sao cho ¢ lién két A véi dwong tron ngoai va

lien két B véi dwong tron trong dong thoi d)'(a) > 0.



Sy duy nhét caa hinh vanh khin duoc suy ra tir bo dé 2.5.2 va ching minh cua
bd dé nay ciing gop phan ching minh sy ton tai.

Luu ¥ néu © va A 12 hai hinh vanh khin véi vét rach la cung tron va f:Q — A
1a twong duong bao giac sao cho # lién két duong tron ngoai caa Q Véi dudng tron
ngoai cia A thi f mé rong lién tuc dén dudng tron ngoai cua @ va bién né thanh
duong tron ngodi cua A . Ta ciling c6 ménh dé tuong tng véi duong tron trong.

2.5.2 Bo dé.

Néu @ va A 1& hai hinh vanh khén véi vét rach la cung tronva f:Q — A 14
twong dirong bao giac sao cho f lién két dwong tron ngodi va dwong tron trong cuia Q
fwong tng Voi dirong tron ngoai va trong ciia A thi ton tai so phirc o Vi [of =1 sao

cho A = a0 va f(z)zcxz Vdi Mol z € Q.

Chwng minh .

Goi G la mién n-Jordan chinh hinh sao cho t6n tai twong dwong bao giac
b:G — Q. Tacothé giasit G C D, bién ngoai cia G 1a 9D va ¢ lién két 9D voi aD.
Goi ~,,...,v, la cdc duong con Jordan con lai trong bién cua G va dat ~, = 9D. Déanh
s0 cac duong cong nay dé o lién két ~, voi duong tron trong ctia Q. Goi w,,...,w, 13
co s& diéu hoa ddi véi G. Luu y ring mdi w, mé rong dén mot ham diéu hoa trong 1an

cancua clG.

Theo chli y & phén trude dinh 1y 2.5.1, goi A = {C:p, < | <1c¢ L"J D, trong
=2

d6 D, 1a cung con thyc sy ciia duong tron {Q | = pj}. Goi D, va D, 14 cic duong
tron trong va ngoai cia A. Goi 1 : G — A la tuong duong bao gidc = fod. Suyra ¢

va ¢ mé rong lién tuc dén 1 (2.3.5).

Vi ¢ khdng trit tiéu trén G, u = log|o| 1a ham lién tuc trén ¢, diéu hoa trén

G . Vi dang diéu cia ham ¢ trén G nén « 12 ham hang trén mdi thanh phan lién



théng cia 9G, u=X. trén ~ . Do d6 u—> Nw, 1a ham diéu hoa va trit tiéu trén
J J
1
Vp>-sY, - Nhung uw =0 trén ~; = 9D vavivay uv—> N\w, =0 trén oG . Vi vay
1

U — Zkak = 0. Dinh nghia Cin nhu trong m¢nh dé 2.1.7 ta duoc
1

0 néu 2<757<n
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l—l néu j=1

j " j

Li luan tuong tu Vol thi log‘ﬂ)‘ = inkwk va icjknk = icﬂ)\k VGi 1 < j < n. Nhung
1 k=1 k=1

theo ménh dé 2.1.7, ma tran [cjk] kha nghich vi vay n =X V6i 1< j <n. Do d6

log|o| = log|v[. Vi vay [o| = || trén ¢ va ton tai hang s6 « Véi lo| =1 sa0 cho ¥ = ao.

Do vay A = a0 va f((b (z)) = occj)(z) VoI mol z e G. O

Chirng minh dinh ly 2.5.1.

Theo dinh Iy 2.3.3, ta ¢ thé gia sar ¢ 1a mién n-Jordan chinh hinh sao cho
thanh phan lién thdng 4 ctia oG 1a ~, = 8D, bién ngoai cia G . Thanh phan lién
théng B cua oG la mot duong cong khac. Goi b 1a diém nam & phan bén trong dudng

cong nay thi b ¢ G. Néu 7' la anh xa Mébius bién D vao D va T(b) =0 thi thay G
bang 7 (G) ta c6 the gia st 0 thudc vé phan bén trong cua B. Ki higu duong cong bién
B béi ~, vagoi ~,,...,~, la cac duong cong bién con lai. Vi vay

n(ﬂfl,()):—l,n(wo,(]):l va n('\{j,O): 0 VGi 2<j<n V&I 1<jk<n goi

1
c, =— | *dw
]k 2,TY k
;

Theo ménh d& 2.1.7 thi ma tran [cjk} kha nghich.

Theo hé qua 0.5.5 thi ton tai mién Jordan chinh hinh W chira cIG sao cho mdi ham

diéu hoa w,,1 <k <n c6 mé rong dén mot ham diéu hoa trong w ( cling ki higu su



mé rong nay 13 w, ). Lay o, =0 va cac diém ay,...,«, trong phan bén trong cua

~ys--7, $80 cho chling nam trong phan bt cua W .

Vi matran |, | kha nghich nén ton tai duy nhit cc s6 thuc X,,...,\, sao cho

chk %

chkk_o khi 2 <j<mn

(2.5.3)

LAy « 1a ham diéu hoa trén w cho béi w=>"N\w,
k=1

Theo dinh ly 2.1.3 ton tai ham chinh hinh » trén W sao cho
u(z) = Reh(z) + ick log‘z — 0%‘
k=1

Trong d6 c¢,....,c, lacac chu ky cua «. Chlng ta s€ tinh cac chu ky nay.

. . 1 n 1 n -1 khi 5=1
Voil1<j<nthic =—[*du=> N\ — [ *dw,=> N\ec, =
=/=r TG 211«! ¢ ,; k2’n! O ;kcﬂf 0 khi 2<j<n

Do d6 u = Reh—log‘z‘.

h N
Dit o = < thi ¢ 1a ham chinh hinh va khong triét tiéu trén W . Luu ¥ rang

Z

6Reh
=expu .
4

o =

Y, -

That vay, trén ~ thi |o| = =¢>. Tadikiémtra ¢ chinh Ia tuong duong bao giac can
tim.
Vi bat ky s6 phirc ¢, goi N (¢) 12 s6 cac nghiém nam trong mién G, dém ca

boi, ctia phuong trinh ¢ (z) = ¢ . Tir nguyén ly Argument, suy ra

N(C)Zil °_ =>nfo(v;):¢) (2.5.4)



Do ¢ (wj) 1a duong cong dong ( ¢6 the khong 1a duong cong Jordan) va vi [o| =, trén

v, nén duong cong dong ndy phai nam trong dudng tron A = {Q : ‘Q‘ = 7"j}.

Do do n(d)(ﬂ(].);g): 0 VOi ‘Q‘ > va n(d)('\{].);Q) :n((b(’\(].);()) VoI ‘Q‘ <. Theo ménh dé

0.4.3 ta thu dugc Vi 0 < j <n va || =7, thi

o' _ 1 p[1 1 1

(< ) ) 2mf 2m +h :E{auza!*du.
Vé6i 1< j<n thi L gy =
2T J

N

Véi j =0, trudc tién nhan thay 9« 1a ham chinh hinh trén W sao cho
n(¢(w0>;0)::f3u:—sz8u:— cjzl

Vi vay, ta thu dugc

1 khi j=0
n((b('\{o);O): 1 khij=1 (2.5.5)
0 khi2<j<n

¢r0( ),7’1, v thi N(Q) (¢<w0);g)+n(¢(wl);g) va
vi vay khi xét tat ca cac treong hop (dé lai mot trudng hop) ta thu dugc

0 khi \q>1\q>r

N(C)=10 Khi [o|<1Llc|<n (2.5.6)

L khi <o <1
Truong hop duy nhét con lai laco N (¢)=—1 véi 1<[c| <. Diéu nay lavd Iy vi
phuong trinh ¢(z) = ¢ khong thé c6 —1 nghiém N (¢) 1a s6 nghiém trong ¢ . Do d6
r <1.Nhung (G) lamé nén o(z) =¢ phai c6 cac nghi¢m nao d6. Do vay ta c6

7"1<1.



Phuong trinh 2.5.6 cling chi ra ¢ la &nh xa don anh ctia G vao anh cua né va
o(G)cR={C:n <||<1}. Pdt ¢, = (v,) C 4,. Ciing do 2.5.6 thi N(C)=1 V6i C€ R

Valo|=r (2 <j<n). Vivdy 0(G)2 {Q €R:|¢|= rQ,...,rn}. Bai vi ¢ 1a phép ddng phoi

cia G vao ¢(G) nén 9o(G)=0(0G) = 020]. U{Q:M = lhay| = 7’1} Tur day suy ra hai
P

diéu.

Thir nhat lavéi 2 < j <n thin <7 <1.

Thirhai la o(G) ==&\ |J ;.

J=2

Bay giv o(G) va do do © la céc tap lién thong va mdi ¢ 1a cung dong nam han trong

duong tron A,. Do d6 © la hinh vanh khan véi vét rach Ia cung tron.

Con vé ¢'(0) thi nhu thé ndo? N6 c6 thé khang Ia s duong. Tuy nhién bing cach thay
thé o boi ¢ Vi 0 thich hop vathay Q boi ¢“Q thi tinh chat nay duge dam bao.
Tur bo dé 2.5.2, ta suy ra tinh duy nhét caa hinh vanh khan vai vét rach 1a cung tron ©
va tuong duong bao giac ¢ . O

Diéu gi s& xay ra néu cac thanh phan lién théng cia ¢_ \ G 1a cac tap chi c6
mot diém. Gia sir C__\ G ¢6 n +1 thanh phan lién thong khong tAm thuong K,,..., K,
va m thanh phan lién thong a,,...,a 13 cac tap gom mot diém. Bang cach ap dung
phép bién doi Mobius, ta ¢d thé gia sir oo € K. Goi # =G U{a,,....a, }. Theo dinh ly
2.5.1 ton tai trong duwong bao giac ¢ : # — Q d6i véi hinh vanh khan véi vét rach 1a

cung tron. Dit o, = o(q,). Tir day, ta c6 két qua sau:

Pinh Iy 2.5.7.

Néu n > 1va G lamién (m+n)—lién véi chi (n +1) trong cac thanh phan
phan lién thdng cua phan be cia n6 trong C__ 1a khdng tam thuong thi G twong

dirong bao giac véi hinh vanh khdn véi vét rach 1a cung tron bé di m diém.



Dinh Iy trén c¢é dang thi vi trong truong hop » = 1 va duoc phat biéu trong dinh Iy

Sau:

Pinh Iy 2.5.8.

Néu G 1a mién 1—lién trong C thi ta cd c&c ménh dé sau:

a. Néu mai thanh phan lién thong cua C__\ G 1a mgt diém thi G tuwong duong bao
giac mat phang thing C, .

b. Néu chi c6 duy nhdt mgt thanh phan lién thong cia C__\ G 1a mgt diém thi @
twong dwong bao giac voi {z 1< ‘z‘ < oo}

c. Néu khdng c6 thanh phan lién thong nao cia C_\ G 1a mgt diém thi ton tai
Mgt s6 hitu han r sao0 cho G arong dirong bdo gide voi {z:1 < || < r}

Néu 4 = {z 1< ‘z‘ < r} Voi 1< r < oo thi A va A, twong duong bao giac khi va

chi khi r

= 7"2.

Ching minh.
Ta chimg minh duoc a,b,c va tir tinh duy nhét trong dinh Iy 2.5.1suy ra4 , A
tuong duong bao giac khi va chi khi r =r,.0O
2.6. Twong dwong bao giac véi dia bi rach béi cung tron
Trong phan nay, ta s& xét ho cac mién n-lién chinh tic khac dé hoan chinh mé hinh tap
tat ca cac mién n-lién.
2.6.1. Dinh nghia.

Mot dia bi rach bsi cung tron 1a mién @ c6 dang

o-p (e
j=1



trong d6 C, V6i 1 < j <n la cac cung dong nam han trong dudng tron
‘z‘:rj,O < <1.

Luu ¥ theo dinh nghia thi dia bi rach béi cung tron chtza 0. Diém 0 s& duoc sir

dung dé trinh bay tinh chat duy nhat trong dinh 1y 2.6.2 sau day.
2.6.2 Pinh ly.

Néu G 1a mién n-lién khong suy bién, « € G va A la thanh phan lién thong tly y
cua oG thi ton tai duy nhdt dia bi rach bdi cung tron Q va mét fieong dicong bao giac

¢:G — Q520 cho o liénkét A V6i 0D, ¢(a)=0 va ¢'(a)>0.

Nhu trong phan truéc, chling ta sé chizng minh b dé 2.6.3 va suy ra tinh duy
nhét cua dinh 1y ddng thoi gop phan ching minh sy ton tai.
2.6.3 Bo de.

Néu © va A la cac dia bi rach bdi cung tron va f: G — A la twong dwong bdo
giéc sao cho f(0)=0 va f(8D)=aD thi ton tai s6 phirc o Vi o] =1 580 cho A = a0

va f(z)zoaz Vol Mol z € Q.

Chwng minh.

Mot sé chi tiét ciia chung minh s& duoc lugc bo vi twong tu véi chitng minh b
d& 2.5.2. Goi G la mién Jordan chinh hinh véi bién ngoai ~, = D sao cho ton tai
tuong duong bao gidc ¢ : G — Q va ¢ (9D)=aD. LAy a € G sa0 cho ¢(a)=0. Ki higu

cac duong cong bién con lai la ~,....~ .

bat v =log ‘d)‘ thi » 1a ham diéu hoa &m trén G \ {a} va u = p, trong do ¢’ = ;

Vi 0 < j<n.Dongthoi ¢ = (2 —a)h trong d6 h la ham chinh hinh khong bao gio

trigt tiéu trén G . Vivay v = log‘z - a‘ + log‘h‘ va log‘h‘ 1a ham diéu hoa trén G. Néu



w,..,;w, 14 co s& diéu hoa déi véi @, —log|z — o| 1a ham diéu hoa trén ¢

w= 0w,
i

va u— ijwy. triét tiéu trén 0G . Do do

J
o(e)=slea)+ Lo, ()
j=1
trong d6 g(z.a)= g, () 1a ham Green d6i v6i G véi diem i di tai o. Theo hé qua 2.2.6
thi
*du ———f -I—Zp]‘f*dw = w, —i—chkpk

trong d6 ¢, la mot trong cac chu ky cua w, . Mat khac

!
*du:%fau:ﬁf%:
Vj N

,\"7

Voi 1< j<n.Vivay p,,...p. 1acacnghiém duy nhét ciia cac phuong trinh

3 ey =~ (a) (2.6.4)
k=1

Li luan nhu trong chang minh bo dé 2.5.2 néu = fo ¢ thi M = M . Vivay

V= ad VoI o 1a v husng thoa \u\ =1.

Chirng minh dinh ly 2.6.2.

Khong mat tinh tong quét, ta ¢d thé gia su ¢ 1a mién Jordan chinh hinh véi bién
ngoai A=~, =0D.Goi ~,,...,~, la cadc duong cong bién con lai. Goi
g, = —log|z —a|+ R, 1a ham Green d0i V6i G Va w,,...,w, 1a co s& diéu hoa d6i véi G

Néu {c,, } 1a cac chu ki cua co s diéu hoa thi goi p,,....p,, 1a cac vo hudng duy nhat

théa 2.6.4. Dat u = —g, + Zpkwk va v =u— log‘z - a‘ . Khi @6 v 1a ham diéu hoa trén
ks

G vavéi 1< j<n thi



1 *dy — _if*dlogk — a| _%f*dga + ancjkpk
v =

27
’\{] J ,\“]'

:% du:—lif*dlog|z—a|zn(wj,a>:()

j >\J

Vi vay ton tai ham chinh hinh 1 trén G sao cho v = Reh. Hon nita c6 thé chon

h 520 cho h(a) 1250 thyc. Vi vay u = log‘z - a‘ +Reh.

Goi ¢ = (2 —a)e" 580 cho log|¢| = u. Suy ra |o| =, =1 trén ~; va |o| =, ="
trén p Vi 1< <n.V6isophic ¢ batky goi N(¢) Iasd nghiém cia phuong trinh

¢(z) = ¢ , dém ké ca boi. Theo chimg minh dinh Iy 2.5.1 thi

N(c)zjii‘ﬁn(dm);c)

Ta co: ¢(“{j) C {Q : ‘Q‘ — rj} nén dé tinh N(Q) ta di tinh n(d) (q].);o). Nhung

| 1 khi j=0
”(¢(“J);O):L- dL:”(“{J‘“):[o khlijlgjgn

0 khi M>1

Do dé neu [¢|=r, véi 0 < j <n thi N(Q):{l i |¢] <1

Tir déy suy ra Q = ¢ (G) 1a dfa bi rach bei cung tron va ¢ 1a twong duong bio giéc cua

G Vao Q Vi ¢(a)=0. Vi h(a) 1250 thuc nénsuy ra ¢'(a) > 0.
Tinh duy nhat cta dinh 1y duoc suy ra tir b dé 2.6.3. O

2.7. Twong dwong bao giac véi mién ¢ bién tron
Mién Q goi la mién c6 bién tron néu bién caa n6 bao gém hitu han cac duong

tron khdng suy bién roi nhau. Trong phan nay s& chi ra mdi mién n-lién trong duong
bao giac voi mién co bién tron giéi han boi n +1 duong tron. Piéu nay dugc ching

minh bang céch str dung dinh Iy bat bién cua mién caa Brouwer két hop vai céac két



qua vé tuong duong bao giac da duoc ching minh truéc day. Nhung van dé dat ra
truedc tién 1a ca&c mién nhu thé c6 ton tai duy nhat hay khéng?
Ta goi sup {| @)= fy): 2.y € E} | dao dong cia ham f trén E va ki hieu 1a

osc(f,E). Kihigu ¢(~) 1a do dai cua duong cong .

2.7.1 Bo de.

Cho K la tdp con compact cia mién G va f 1a ham chinh hinh b; chén trén
G\ K. Gid it véi méi € > 0 vaméi tdgp con mg U chita K ma nam trong G ton tai
cdc duong cong tron Jordan {~,,....~ } trong U chiza K trong hop cuia cac phan bén

trong cua chdng sao cho

2

ZE(WJ)Q <eva i{osc(f,wj)} <e

j=1 j=1
Khi @6 f ¢6 mé rong chinh hinh dén G .
Chwng minh.

Goi ~, 1a duong cong tron Jordan dinh huéng duong trong G\ K va K nam
trong phan bén trong ciia ~, . C6 dinh diém ¢ (G \ K) Nins~,. V6i € >0 dat ..,
nhu trong phét biéu va sap xép sao cho chiing ndm trong insy, va > ndm ngoai mai

duong cong. Ta dinh huéng am cac duong cong ~,,...,~, thi T' = {”fo’“fp---v“fn} la hé

Jordan dinh huéng duong trong G . Dat d = dist (2,T).

Vi vay




Vi vay néu 5, = osc (f, '\{j) thi

j:%j‘zfu@uzdw S%iIM‘dw‘ < ,n E(”j)ésj

Vie thyynén f(z)= 2%” %dw V6i moi = € ~, N (G \ K). Do vay biéu thic nay
Yo

cho ta cach xac dinh f trén tap K va mé rong chinh hinh can tim. O

Ta ki hiéu © 1a mién c6 bién la cac cung tron ma bién ngoai la N, = 90D va
Ay, 14 cac duong tron con lai tao nén bién cia ©, dat ~, = 8B(a,j;7"j) dé str dung
trong nhitng phan tiép theo.

Bay gio, ta khao sat mien doi ximg cua © qua duong tron ~ . Nhac lai: doi ximg cua

mot diém = qua duong tron ~; 1a diém w cho boi cdng thirc

w=a. +— (2.7.2)

Luu ¥ cong thire ndy 1a lién hop cua phép bién dbi Mébius. Do do, anh cia Q dudi
phép bién do6i nay 1a mot mién €, c6 bién la cung tron. Luu y bién ngoai cua Q; la
duong tron ~,. Do d6 Q(1)=QuUQ, U...UQ U~ U...U~, cling la mién c6 bién 1a céc
cung tron dd phan bd cia né 6 nhiéu thanh phan hon. Bay gi¢ véi méi @, va mdi
dudng tron bién ~ cua né ta khao sat anh cua ©,; qua phép d6i xing qua ~ . Ki hiéu céac
mién thu duoc 1a {0, :1 < j < N,}. Luu y mdi mién thu duoc 1a anh cia © qua hai

phép dbi xing nén 13 anh cua Q dudi hop thanh caa hai phép bién d6i dang (2.7.2).

Kiém tra duoc hop thanh cua hai phép bién doi nhu thé 1a mot phép bién doi Mébius.



Goi ©(2) la hop cua ©(1), cac mién {92], 1<) < NQ} va cac duong tron tao nén bién
trong cua Q(1).

Tiép tuc qué trinh nay thi vai mdi s6 nguyén & ta c6 mot ho cac mién co bién la
cac cung tron {,, :1<j < N, } va day tang cac mién c6 bién 1a cac cung tron {2 ()},
trong d6 ©(k) 1a hop cua 0(k—1), cac mién {, :1<j < N,} va céc duong tron tao

nén bién trong cua Q(k—1). Pat Q(cc) = JO (k). Vi vay
k

Voi k>1va1<j <N, thi o =1 (), trongdo 7, Ia phép bién doi Mobius néu & la
s6 chdn va 1a lién hop cua phép bién ddi Mébius néu  1a sb 1&. Goi Vel <i<n la
cac dudng tron ma 1 cac thanh phan cua 09, ngoai trir bién ngoai cua no. Vi vay cac
thanh phan cua 99 (k) 1a duong tron don vi va cac dudng tron

{1 11< 3 <N,1<i<n}. Dt 1, 1acéc ban kinh cia ;.

2.7.3. B6 dé.

Chwng minh.

Truéc hét, luu ¥ cie mién {0, 1k >1,1<j <N, } 1a d6i mot roi nhau. Goi b, 12

dao ham cua 7, khi & chin va dao ham cua lién hop cua 7, khi & 1. Pat B = B(a;r)

1a dia nam trong Q va xét cac dia T,, (B). Theo dinh ly Koebei thi 7, (B) chua dia
mr? ‘ij (a)r
16

ban kinh M Do do Area(Qk,) >
4 j

Nhu vay iz{‘ykj (a)f 1< < Nk} < 0 (2.7.4)



Theo dinh Iy “ bién dang” (1.1.16) thi véi 1 < <n ton tai hang sé M, sao cho véi

E>1val<j< N, thi sup{‘Dk]. (z)‘ 2z Eﬂ{]} <M, ij (a)‘.

Taco Vhij = Tkj (’yl) VGl 1<i<n nén 2117’]“.']. = _”ij (z)”dz‘ <M, ‘Dk]. (a)‘ 27

af
Két hop voi (2.7.4), ta c6 diéu can chang minh. O
Dé ching minh ménh dé tiép theo ta can két qua sau:

Cho f: D — D laénh xa chinh hinh 1-1 t& D vao chinhn6 va f(a) = 0. Khi

Z—a

d6 10N tai 6 ¢ Véi || =1sa0cho f = cp, Véi ¢, (2) = —
—az

Nguoi doc ¢6 thé tham khao chimg minh trong [Co, dinh Iy 6.2.5].
2.7.5. Ménh dé.

Néu ©Q va A 1a cac mién c6 bién tron va f:Q — A la twong dwong bao giac thi
f 1a phép bién doi Mébius.

Chwng minh.

Theo dinh ly 2.3.4 thi # bién mdi dudng tron trong bién cia © vao mot duong
tron déng phéi trong bién cia A . Bang cach st dung phép bién d6i Mébius thich hop,
ta chi can xét truong hop cac bién ngoai cua © va A 1a dudng tron don vi va f bién
aD thanh chinh nd. Néu n,...,n, 1a cdc dudng tron bién khac cia A thi ta c6 thé danh
s6 de f(v,)=m, voi1<i<n.

Str dung ki hiéu trong bo dé 2.7.3 va ki hiéu twong tu ddi vai mién c6 bién la
c4c cung tron A. Theo nguyén ly dbi xang thi véi mdi k > 1, ton tai twong duong bao

gidc £, : (k) — A(k) morong cua f. Vi vy, ta c6 tuong duong bao giac

fo:Q(00) = Afoo). Luuy tap K = D\ Q(co) la tap compact.

Bay gi¢ ap dung bd dé 2.7.1 hoan tat ching minh bang cach chira f_ c6 mé

rong dén D. Thatranéu ¢ = f': A — Q thi If luan trong tu ta suy ra ¢ c6 mé rong



dén D d6 1a twong duong bao gidc trén A(oc). Thatvay g = f.'. Vi

=g _of =f_og_ NENm&rongcua f dén D la twong duong bao giac ma c6 anh
xa nguoc 1a ma rong cia g dén D. Do d6 f 1a twong duwong bao gi4c tir D vao chinh
nd. Theo két qua dé cap & trén thi f 1a phép bién ddi Mébius. Dé thiy rang bo dé 2.7.1
c6 thé ap dung ddi véi f_ tagoi U latap con mé ciia D chia K valay « > 0. Theo bd
dé 2.7.3 va ly thuyét topd thi ton tai sé nguyén m sao cho Véi k > m thi mdi duong

tron ~,, nam trong U va

ZZ{pkﬂ’ —]SNkalgign}<€

k=m
Nhung f, bién duong tron ~, . vao dudng tron v, nén néu s, = osc(f,~,, | thi

taco

ZZ{ Kji * 1<-]<Nk71§i§77/}<€

k=m

Do do6 cac duong cong { 1<j<n1<;< Nk} la cac duong cong tuong

m ji

g dé &p dung bd d& 2.7.1.

B6 dé topo sau day duoc sir dung dé ching minh su ton tai.

N

2.7.6. Bo deé.
(a)

méi dia va €, 12 tap n-lién. Néu © Ia mién n-lién khdng suy bién véi bién ngoai

Cho {Qk} la cdc dia bi rach bsi cung tron sao cho 9D la bién ngoai cua

oD va Q_— Q theo (2.4.1) thi Q la dia bi rach boi cung tron.



(b)) Cho {G,} lamién cd bién tron sao cho 9D Ia bién ngoai ciia moi dia va
G, 1atdp n-lién. Néu ¢ 1a mién n-lién khdng suy bién véi bién ngoai ap va
Q, — Q theo (2.4.1) thi ¢ 1a mién c6 bién tron.
Chwng minh.
(a) Goi ~y,...,v, la cac thanh phan bi chan thudc phan bl cia Q. Dit ~, = dD.
Giasr 0< 6 < dist(wi,’yj) V6i i=j VA 0 <i,j <n.Chon sb nguyén & sao cho véi

k>k, KE{ZED:d’iSt(Z,@Q)Z S}QQk. Néu 0 <j<nva a; €, thi suyratén tai sb
nguyen k, > k, sa0 cho Vi k > k, thi dist(a;,00, ) < % Tam ¢b dinh k> k, va gia su

L 0 £ TR Ao o , N
ay €09, VOi |a, —a|< 5 - Néu , la thanh phan ciia 00, chtra a, thi
vy € {2 dist(z~,) <8} Thatratlr K O vaQC D suyra~, CD\K. Vi~ lign

thong nén tir cach chon & suyra ~, C {z dist(2,7,) < 6}.

Nhu vay voi k > k, thi cac cung con thuc su tao nén cac thanh phan bi chan

thuoc phan bu cua Q, c6 thé danh sé ~,,,...,~,, thoa
Vi € (’\{1)6 = {z : dz’st(z, '\{j) < 6}. (2.7.7)

Co dinh j v6i 1< j <n.V6imdi ¢ €, tontai day {c, } vai ¢, € 2, sao cho
¢, —¢.Theo (2.7.7) thi ¢, e~ V&i k> k,. Néu ~, nam trong duong tron
{Q e = pjk} thi p, = ‘ij‘ — |- Vi ¢ 1a diémtay y cia ~, nén ~ ndm trong duong
tron {g ¢ = p]} trong d6 p, — p, Khi k — oo. Nhung © lién thong va khong c6 thanh
phan nao thugc phan bi cia © 13 tam thuong nén ~ 1a cung déng thuc sy cia duong
tron {c ¢ = p]}. Vi vy Q la dfa b rach bsi cung tron. Phan (») dugc ching minh

tuong tu.



2.7.8 Bo dé.

(a) Cho {GL} va G 1a cac mién c6 bién tron nhan oD 1am bién ngoai va ¢, la
tap n-lién. Véi méi k > 1, gid sir I+ G, — Q, la twong dwong bao giac vao dia bi rach
bi cung tron , véi bién ngoai a0 sao cho 1, (0) =0,/ (0)> 0 va f (9D)=aD. Néu
G, — G theo nghia (2.4.1) thi f, —— f trong do [ la twong dwong bao giac cua G

vao mién c6 bién tron bj rach © véi bién ngoai 9D va Q, — Q.

(b) Cho {Q,} va @ la cdc dia tron 9D lam bién ngoai va G, 1a tdp n-lién. Voi
mai k > 1, gid str o, : Q, — G, la twong dwong bao giac vao mién co bién tron G, Vdi
bién ngoai 9D sao cho o, (0) = 0,4, (0)> 0 V& ¢, (9D) = aD. Néu Q, — Q theo nghia
(2.4.1) thi ¢, —"““—¢ trong d6 ¢ la twong dwong bdo giac cua @ vao mién co bién

tron bj rach G véi bién ngoai oD va G, — G.
Chwrng minh.

Nhu trong b6 d& 2.7.6, chitng minh (a), (b) la twong tw nhau. O day chi trinh
bay chirng minh cua (a).

Trudc tién, ta ching to ring {£, (o)} bi chan khoi 0. Goi C;.....C, 14 cac duong
tron trong bién cua ¢ ma khac vai oD va chon « > 0 sao cho bao dong cua
v ={z:dist(2,0D) < =} khong giao véi tang C,. Vi G, — G nén ton tai k, sao cho véi
k> k,cdVNoG, =0D.Dodo moi S V6 k> k €0 mot mé rong chinh hinh don diép
ddi véi G, UV ciing dugc ki higu 1a £, (ménh d& 0.5.1). Ta kiém tra duogc
G UV —-GUV.

Bay gio, ta xay dung cac dudng ndi tir 0 dén cac diém trén duong tron don vi.
L4y » € D va xét ban kinh 0,2 Ban kinh nay c6 thé giao véi cac duong tron C.. Mé
rong cac duong tron ndy dén cac duong tron D,,..., D, sao cho ching van doi mot roi

nhau, khong giao véi oD va khong bao quanh 0. Khi [0,2] giao véi D, thi thay doan



[0.2] bang nira dwong tron nay. MAi duong tron D, ¢6 ban kinh nho hon 1 dé ta dugc
duong dan tir 0 dén = ndm tron ven trong G, tach han véi cac dudng tron ¢,,...,C, va

c6 d6 dai nho hon 1+ nx. Do vy, ta c6 thé tim tap con mé U caa G sao cho

D C clU CGUV, 0eU vavéi mdi z € ap ton tai mot duong trong U ndi 0 Vi z ¢o
d6 dai nho hon 1+ nx. LAy k, >k sao cho clU C G, UV V&i k> k,. Theo dinh ly

1.1.21, ton tai hing s M sao cho ‘j; (2)

< M |5, (o)) voimoi k> k, va z e it Néu
|2 =1, goi ~ lamot duong trong U ndi 0 véi » véido dai 1+ nr. Do vay

1= (2)| = [|]Jau] < m|s; (0)](1+ nw). Vi vay {£(0)} bi chan dusi.
!

Bay gio ta s& chung minh {fk' (0)} bi chan trén. LAy ¢, = [fk (0)]_1 va dat
g, = ¢.f. Néu {fk (0)} khdng bi chan thi ton tai ddy con {ck } hoi tu vé 0. Nhung theo
b dé 2.4.7, néu can thi théng qua day con, ton tai ham don diép ¢: G — C sao cho

g, — 9(uc). Dinhly 2.48suyra ¢ 0, =g, (Gk) — g(G). Nhung céc tap 2, déu nam

trong D vado ¢, — 0nén {ck]ij} khong c6 hat nhan ( mau thudn). Do vay {1, (o)}
phai bi chan.

Luu ¥ tit ca nhitng két qua da chiing minh vé cac day {1} hay {f,; (0)} ciing
dung voi day con bét ky cua ching. Gia sit £, (0) — a ( a 12 v6 huéng khéac 0). Theo i

luan & trén thi ton tai day con {gk} va ham don diép ¢ trén G sao cho g, — g(uc). Do

vay 0, =§, (Gk) — af (G).

J

Do vay f = ag 1a twong duong bao giac cua mién © va Q, — Q. Vi bién ngoai

J

cua Q 12 9D nén theo bd dé 2.7.6 suy ra Q la dia bi rach boi cung tron.

Bay gio gia str {fk} va {fmy} |a hai day con cua {f } sao cho f = va L = h

trong d6 f va h la cac twong duong bao giac cia G vao cac dia bi rach boi cung tron



twong tng 12 © va A véi f(0)=£(0)=0, f'(0)>0va r'(0)>0.Dovay 6 =foh" la
trong duong bao giac cua A Vao  V6i ¢(0)=0,6'(0)> 0 va ¢(9D) = oD . Theo bo dé

26.3thi A=0Qva ¢(¢)=¢ véimoi (eA.Dodd h=f

Toém lai, moi ddy con cua { fk} c6 mot day con hoi tu dén mot twong duong bao
gidc cua G vao dia bj rach boi cung tron, va mdi day con hi tu cua {£,} ¢6 cung diém
gi6i han. Nhu vy, {£,} hoi tu dén mot twong duong bao gidc f cua G vao dia bj rach

bai cung tron Q. Theo dinh Iy 2.4.11 thi Q, — Q.

2.7.9 Pinh ly.
Néu G 1a mién lién thdng hizu han khong suy bién, A 1a mét thanh phan trén
bién mé réng cia G va a € G thi ton tai duy nhat mién c6 bién tron Q va duy nhat

twong duong bao giac f: G — Q sao cho fliénkétA véi oD, f(a)=0 va f'(a)> 0.

Chwng minh

Sy duy nhat duoc suy ra tir ménh dé 2.7.5. That vay, gia st voi
j=12f :G — Q, latuong duong bao gic twong ang A véi 9D sao cho £ (a) =0
Va f,(a)> 0. Khid6 g = £, o f " 1 twong dwong bdo giac cua 2, vao ©,,

9(9D) = 0D.9(0) = 0 va ¢'(0) > 0. Suyra g(D) = D va g(=) =\ (= —a) 1 a2 .
Cac gia thiét con lai vé ham g suy ra g(z) = z, véi moi 2.

Bay gio, ta chung minh sy ton tai. Goi G 1a ho tat ca cac mién n-lién G sao
cho 0 € G va 9D la bién ngodi ciia G. Goi H 14 ho tat ca cac dia bi rach boi cung
tron © ma la mién n-lién va oD 1a bién ngoai caa Q. Theo dinh ly 2.6.2, véi mdi G
trong G ton tai duy nhat mot Q trong H va twong duong bao giac f: G — Q sao cho

f(O) = O,f'(O) >0 va f twong tng D VGi dD. Diéu nay xac dinhanh xa F:G — h
Vai F(G) = Q khi G,Q tuong duong bao giac. Bé ching minh dinh ly, ta chi can

chuing to F toan anh.



Bay gio, tatdpd hda G va H . Néu G € G, goi C,....,C, 1a cac dudng tron tao
nén bién cua cac thanh phan bi chan thugc phan bu ciia G. Mbi dwong tron ¢ duoc
xac dinh boi tam z, = a, + b, va ban kinh 7. Do do G c6 thé duoc dong nhat véi
diém trong R*" vdi toa do (al,bl,q,...,an,bn,rn). Goi G' la tap nhitng diém nhu vay
trong R*". Nhu vay G' la tap con thuc su cua tap
{(al,bl,q,...,an,bn,rn) 0<al+b <10<r < 1} vi cac dudng tron tao nén bién cua
G khoéng giao nhau. Néu G € G thi goi G' 1a diém twong Gng trong G'.

Néu Q €h thi dat Npees7Y,, 12 cdc cung dong tao nén cac thanh phan bi chan
trén phan bl cua Q. M&i ~; duoc xéc dinh boi diém dau ¢, = o, + 3 va chiéu dai 6,
ctia N duge do theo chiéu nguoc chiéu kim dong hd. Do vy ta cling c6 mdi Q € h
c6 thé dugc ddng nhat véi diém Q' e R*". Pat h' = {Q' :Qeh } Ham F:G —h
sinhraham F':G' — h'. Nhu vay, ta c6 thé ap dung cé4c quan hé topd trén R*" ddi
v6i G', h'. Day {G, } trong G' hoi tu vé G trong G' ( theo dinh nghia 2.4.1) khi va
chi khi G;‘g — @' trong G'. Tuong ty ddi véi cac diy hoi tutrong h va h'. Tasé
chiang minh F toan anh bang cach chi ra F' 1a mot phép dong phoi.

Ta str dung két qua sau day cho chang minh 2.7.9.

2.7.8 Khang dinh.

G'va H' lacéac tgp con me lién théng cua R*"

Tiép tuc chieng minh dinh ly 2.7.7.

Luu y rang F don 4nh do tinh duy nhat theo dinh Iy 2.6.2. Gia st G, — G
trong G vadit Q, = F(G,) va Q= F(G). Theo bo d¢ 2.7.8 thi 0, — Q va F lién
tuc. Cuthé thi F: G — h 13 anh xa mé. Gia st F khong toan anh. Dit
Q, eH\F(G)vaQ =F(G)eF(G).Vih latipconms lién thong cua R*" nén

ton tai dudng Q: [0,1] —h véi Q(O) =Q, va Q(l) =Q,. Vi F(G) la ma nén ton tai



T VoI 0< 7 <1saocho Q(r]¢ F(G)vaQt)= F(G(t)) € F(G) véi 0 <t <. Ly
0<t, <7saochot, —7vaQ(t)—0(r). Neu G, = F|Q4)] thi theo bd dé
2.7.8thi G, — G (G lamién co bién tron) va F(G) = Q(r). Diéu nay mau thuan vei

Q(r)¢ F(G). Dovay F toan énh. O



KET LUAN

Luan van da tao nén dugc mach kién thure, tir cac kién thirc chuan bi dén céac két qua vé
mot sO lop anh xa twong duong bdo gidc trén cadc mién lién thong hitu han ndi chung, dac
biét cac 1op twong duong bao giac doi vdi cac hinh vanh khan hodc cac dia bi rach bdi cung

tron,....

Trong trudng hop mién don lién ludn vin tip trung nghién ctru 16p cac ham don diép

trén dia mdé don vi D qua d6 nghién ctru cac ham don diép trén cac mién don lién tuy Y.

Tac gia luan vin bude dau lam quen voi phuong phap chuyén bai toan tim 4nh xa bao
gidc tir dia mo don vi vao tir gidc vudng cé canh 1a cac cung tron vé bai toan gia tri bién
Sturm — Liouville, cling nhu viéc st dung phuong phap tham s pho chudi lity thira dé tim

nghiém bai toan Sturm — Liouville nay.

Ngoai viéc viét 13, trinh bay lai kha chi tiét cac két qua cua luan vin, tac gia luan van
con chimg minh ménh d& 1.1.6 trang 20, nhan xét 2.4.2 trang 68 (trong tai liéu danh phan

nay nhu la bai tap cho ngudi doc)

Viéc nghién ctru cac tai liéu tham khéo, tong hop va sip xép hé thng kién thuc, tac gia
da rat ra duwoc nhiéu kién thic va kinh nghiém bd ich cho ban than. Tuy nhién, do han ché
vé thoi gian, kién thirc tac gia chua thé di siu va phat trién thém cac kién thirc lién quan dén
hudng nghién ctru nay nhu tim hiéu thém bai toan gié tri bién cua cic anh xa Riemann, tim

hi€u veé 16p cac phép bién hinh 4 bao giac...

Mic du tac gia da c6 nhiéu cb gang nhung luan vin kho tranh khoi nhiing sai sot. Rat

mong nhan dugc sy chi bao cua quy thay c¢6 va cac ban. Xin chan thanh cam on.
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