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MỞ ĐẦU 

 

Quan hệ thứ tự có nhiều ứng dụng trong những lĩnh vực khác nhau của Toán học như Lý 

thuyết tập hợp, Đại số, Giải tích. Ngay cả khi vấn đề được nghiên cứu không liên quan đến thứ 

tự thì việc đưa vào một thứ tự thích hợp sẽ làm cho việc trình bày trở nên rõ ràng, ngắn gọn  

hơn (như việc chứng minh các định lý Tychonoff, Hahn-Banach, Caristi, nguyên lý biến phân 

Ekeland ) hoặc cho phép làm nhẹ các giả thiết (như giả thiết về dự liên tục của ánh xạ khi xét 

bài toán điểm bất động trong không gian có thứ tự ). 

Trong luận văn này chúng tôi trình bày 2 định lý cơ bản về tập hợp có thứ tự, đó là bổ đề 

Zorn  cùng các dạng tương đương của nó và nguyên lý Entropy trừu tượng. Trình bày các ứng 

dụng khác nhau của hai định lý trên trong Giải tích như ứng dụng vào bài toán so sánh lực 

lượng tập hợp, vào Tô pô và Giải tích hàm, vào lý thuyết Độ đo, vào bài toán điểm bất động. 

               

Luận văn gồm 5 chương: 

                      Chương 1:Chúng tôi nêu một số định nghĩa, định lý cơ bản về tập hợp có thứ tự. 

                      Chương  2: Các ứng dụng vào bài toán so sánh lực lượng tập hợp. 

                      Chương 3: Ứng dụng vào Tô pô, Giải tích hàm. 

                      Chương 4: Ứng dụng trong Lý thuyết độ đo. 

                      Chương 5:Ứng dụng trong Giải tích phi tuyến và một số bài toán điểm bất động. 

 

 



 

Chương 1.   CÁC ĐỊNH LÝ CƠ BẢN VỀ TẬP CÓ THỨ TỰ 

1.1  CÁC ĐỊNH NGHĨA: 

 Định nghĩa 1 

    Ta nói tập X được sắp bộ phần nếu giữa một số cặp phần tử ,x y X có định nghĩa quan hệ 

“ x  y ” sao cho: 

i)    x x   x X   

ii )   ( x ), xyy  yx        

iii ) ( x zxzyy  ),  

 Định nghĩa 2 

  Cho tập được sắp X . Ta nói: 

1 )    A X là  một xích (tập  sắp thẳng, tập được sắp hoàn toàn)  nếu : 

                     









xy

yx
Ayx,  

2) aX  là một cận trên của A X  nếu x a  Ax  

3) a X  là một phần tử tối đại của Xnếu: 

( x , )X a x x a     

  Khái niệm cận dưới,phần tử tối tiểu được định nghĩa tương tự. 

Ghi chú:   Trong một số tài liệu người ta định nghĩa: 

1) Tập  X gọi là được xếp nếu quan hệ  “ ” chỉ có tính chất iii) 

2)  Khi đó A gọi là xích nếu: 

i) ( ,x y yxxyyxA  ),,  

ii) 









xy

yx
Ayx,  

 

           3) Phần tử a  gọi là tối đại trong X  nếu 









xa

ax
Xx  

 Định nghĩa 3      

Một dãy các phần tử
n
X (n )của (X, ) gọi là dãy tăng (tăng ngặt ) nếu: 

 x
n
 x

m
   (x

n
< x

m
) mỗi khi mà   n<m.   

    Tượng tự ta có dãy giảm (giảm ngặt) nếu thay n<m bằng n>m. Dãy đơn điệu là dãy tăng hoặc 

giảm. 



 

Định nghĩa 4 

Ánh xạ  S:XX gọi là tăng  (giảm ) nếu S(x)S(y) (S(x)S(y)) mỗi khi x,yX và  x y. 

1.2 TIÊN ĐỀ CHỌN 

    Cho tập  I   và họ các tập X i   .Ii Khi đó tồn tại ánh xạ f:I
Ii

iX


 thỏa mãn f( i )
i
X   

i I  . 

PHÁT BIỂU KHÁC 

Cho X   thì tồn tại ánh xạ   f:  2 /X X   thỏa  f( A ) A    A  

(f gọi là hàm chọn của tập X ).  

1.3   BỔ ĐỀ CƠ BẢN 

Cho X  ,ta xét thứ tự “ ” trên X theo: A BAB   

Cho  F   2X / và  :g F F  thoả mãn:  

1) Nếu  F   là một  xích của F  thì 
A F

A F


  

 2) A F  thì ( )A g A và ( ) \g A A   chứa không quá một phần tử.                

 Khi đó tồn tại A   F  thỏa g(A  )=A   

 Chứng minh 

Cố định A   F  

Một họ  F   gọi là “tốt’’ nếu A 0     và thỏa: 

a) Nếu     là  xích thì    
A 

   

b) A    g(A)   . 

I.Họ : 0: AAA    là tốt. 

 Gọi   là giao của tất cả họ tốt. 

Nếu có 
0
  là xích thì cần tìm vì khi đó: 

A   0
  do 

0
  là xích  và tốt) 

  g(A  ) 0
 . 

  AAg )(  (do định nghĩa   A  ) hay g(A  )=A   

Tập 
1
 = 0 0:

B A
B A

A B
 

 
      

là xích. 

Nếu có
1
  là tốt thì   

1 0
   (do định nghĩa 

0
 ) và do đó 

0
   là xích. 



 

 Chứng minh   
1
  tốt : 

Dễ thấy A 0 1
 có tính chất a).thật vậy: 

Nếu  là xích trong
1
 , đặt B= 




A

A ,cần chứng minh  B
1
  

Ta có: 









ABAAA

ABAAA
A

:

:
0 


  

Vậy 
1
  thỏa  tính chất a) 

Xét  
1

B  . 

Ta chứng minh họ   
B
 =



















)2(

)1()(
:0

BA

ABg
A   là tốt và do đó 

0B
   

a) Nếu     là xích ta có: 

       A
1
=
A

A


    (do  tốt   )  

        )(1 BgA   nếu : ( )A A g B    

        BA ! nếu  :A B A     

b) Xét tùy A  Có thể có các khả năng: 

(1) .)( ABg   

(2)A=B . 

(3)A ,B A B    

          Nếu(1),(2)đúng thì g(A) g(B) nên g(A)  

Giả sử(3) đúng. 

Do  B và g(A )  ta có: 

( ) ( )

( ) ( ) \

B g A g A

B g A g A A

   


 
 chứa hơn một phần tử(vô lý).  

 Chứng minh g(B)
1 0
: A A         











)(

)(

BgABA

ABg
 

1.4 ĐỊNH LÝ HAUSDORFF VỀ XÍCH CỰC ĐẠI 

Mỗi tập được xếp chứa ít nhất một xích cực đại (không là tập con thực sự của xích nào). 

 Chứng minh 

Giả sử (X, )  là tập đã cho ;trong  2 X  xét thứ tự: BAbA   . 



 

Gọi f  là họ tất cả các xích của X;   F   (do tập 1điểm là xích). 

Với mỗi  A F   ta đặt A =   FxAAXx  :\  

Nếu A  thì A cần tìm : 

Gọi  f  là hàm chọn của X,  ta định nghĩa :g F F  bới: 

 

*

* *
( )

( )

neáu A

A neáu A

A
g A

A f

  
 

  
 

 Ánh xạ thỏa tính chất 2) của bổ đề. 

Tập  F   thỏa tính chất 1) của bổ đề vì: 

Nếu FF   là một xích(đối vứi thứ tự )thì 
FA

AA


1 là xích của(X, ) hay A1 F   .Do đó tập 

A F thỏa g(A)=A là tập cần tìm. 

 

1.5 BỔ ĐỀ ZORN 

   Giả sử trong tập được xếp X mỗi xích đều có cận trên .Khi đó X có phần tử tối đại. 

 Chứng minh: 

        Giả sử M là xích cực đại của x và a  là một cận trên của M. Khi đó a  là phần tử tối đại của 

X. 

1.6 LIÊN HỆ GIỮA CÁC ĐỊNH LÝ CƠ BẢN 

Các khẳng định sau tương đương theo nghĩa có thể dùng một khẳng định để chứng minh các 

khẳng định còn lại. 

     1)Tiên đề chọn 

     2)Định lý   Hausdorff   về xích cực đại 

     3)Bổ đề   Zorn 

 Chứng minh 

Ta đã có 1) ).3)2   

).1)3  Ký hiệu  Ylà  tập các cặp (J,g)với: 

XXJgIJ
Ii

i 


:, thỏa   g(i) JiXi   

Trong  Y xét thứ tự: 










gJg

JJ
gJgJ

/
),(),(  

Nếu AgJ  ),(  là một xích trong Y,ta định nghĩa:. 



 

 

J= :,gJ
A




 J X là một xạ mà g/j  =g . 

Khi đó  g xác định đúng và  (J  ,g ) (J,g)   A . 

Gọi  ),(  gJ  là phần tử tối đại của Y thì  J =I   ,f=g   cần tìm . 

1.7 NGUYÊN LÝ  ENTROPY  TRỪU TƯỢNG 

1.7.1 Định lý ( BREZIS, BROWDER ) 

Giả sử: 

(1) X là  một  tập sắp thử tự sao cho mỗi dãy đơn  điệu tăng trong X có một cận trên,nghĩa là 

từ  1 nn uu  với mọi n , luôn suy ra tồn tại v X sao cho ,vun  với mọi n  

(2) S:X  ,    là một hàm đơn điệu tăng và bị chặn trên,nghĩa là từ uv, luôn luôn suy 

ra S(u)S(v) và tồn tại 1 số thực c sao cho S(u)c,với mọi uX.   Thế thì tồn tại uX sao cho: 

(3)với mọi v X ,vu thì S(u)=S(v). 

 Chứng minh 

     Chọn một phần tử cố định  tùy ý Xu 1 rồi dựng theo qui nạp dãy nnu )(  đơn điệu tăng như 

sau:    

Giả sử nu  đã chọn,chúng ta đặt: 

 uuXuM nn  : và S
Mn

n sup . 

- Nếu )( nn uS  thì(3) thỏa với nuu   và chúng ta chứng minh xong . 

-  Nếu không,  ta có  )( nn uS   và có thể chọn một 
1n n

u M

  sao cho : 

(4)  )(2)( 1
1 nnnn uSus  
   

    Bằng cách này ta thu được một dãy nnu )( đơn điều tăng  Mà theo (1)  thì nó có một cận trên là 

u . Nghĩa là ; 

(5)  uun   với mọi n  .  

Ta chứng minh  u  là phần tử cần tìm . 

Giả sử  u   không thỏa (3) thì tồn tại Xv  sao cho vu   mà ( ) ( ).S u S v  

Dãy  nnuS ))(( đơn điệu tăng và bị chặn trên theo (2) nên nó hội tụ .Từ (5) và tính đơn điệu tăng  

của S  ta suy ra : 

(6) )(lim n
n

uS


)(uS . 

Vì uv   mà nuu   với mọi  n (do (5) ) nên nuv   với mọi n . 



 

Vậy nMv  với mọi   n. 

Do đó từ (4) ta suy ra: )()()(2 1 vSuSuS nnn   với mọi n cho n ta có: 

(7) )()(lim vsuS n
n




 

Từ (6) và (7) ta suy ra )()( vSuS  mâu thuẫn với giả thiết của phản chứng. 

Vậy định lý được chứng minh. 

1.7.2 Hệ quả 

    Giả sử: 

i)   X là một sắp thứ tự sao cho mỗi dãy giảm trong X có cận dưới. 

ii) S:   ,X là một phiếm hàm tăng và bị chặn dưới. 

Thể thì: tồn tại phần tử  Xu  sao cho: 

iii) Với mọi uvXv  ,  thì )()( vSuS  . 

 Chứng minh 

         Ta định nghĩa X trong quan hệ thứ tự mới “< ” như sau: x < y yx   

Thế thì tập sắp thứ tự (X,< ) và phiếm hàm (-S) thỏa mãn các điều kiện của định lý 1.1. Thật 

vậy: 

Ta kiểm tra dãy tăng   Xx
nn   có môt cận trên. 

Ta có: 

1n n
x x


 với mọi n  nên 

1n n
x x


 . Do đó theo giả thiết nx  có một cận  

dưới là u,nghĩa là: x n u  với mọi n. 

Trở lại quan hệ “ < ” trong X ta có: 

uxn ,  với mọi  n  . 

Vậy nx X  có một cận trên. 

Áp dụng nguyên lý  Entropy  (X,< ) và phiếm hàm (-S) ta có: 

Tồn tại u X  sao cho: 

Với mọi v : ( ) ( )X v u S u S v       

Hay với mọi v ).()(, vSuSuvX   

 



 

Chương 2. ỨNG DỤNG VÀO LÝ THUYẾT TẬP HỢP 

2.1 MỘT SỐ KẾT QUẢ VỀ ĐIỂM BẤT ĐỘNG TRONG TẬP CÓ  

     THỨ TỰ 

2.1.1.  Định lý 

Giả sử(X, ) là tập có thứ tự và f:XX thoả mãn: 

a) Mỗi xích thuộc X có cận trên. 

b)  )(xfx  ,với mỗi xX. 

Khi đó f có điểm bất động. 

 Chứng minh 

    Ta có X là tập có thứ tự và mỗi xích thuộc X có cận trên nên theo bổ đề Zorn X Có phần tử 

tối đại, Gọi 
1
x là phần tử tối đại. 

Ta có: 

1 1

1

( )

toái ñaïi

x f x

x





 

Suy ra    x1=f(x1) 

Vậy f có điểm bất động. 

2.1.2 Định lý 

     Cho tập được sắp (X. ) và ánh xạ f:X  X thỏa mãn: 

a)  Mỗi xích thuộc  X có cận trên đúng. 

b)  f là ánh xạ tăng. 

c)  )(: 000 xfxXx   

     Khi đó f có điểm bất động. 

 Chứng minh  

              Đặt   )(:1 xfxXxX   

Ta có    .10 Xx  Do f là  ánh xạ tăng nên .11)( XXf   

Thật vậy,  với 1Xx  ta có )(xfx   nên do f là ánh xạ tăng ta có 

))(()( xffxf    hay  1)( Xxf  . 

Do định nghĩa của tập   X1 , ta thây X1 thỏa điều kiện b) của định lý 2.1.1 

Ta sẽ chứng minh thỏa điều kiện a)của định lý 2.1.1. 

Thật vậy  A 1X  là một xích thì theo giả thiết a) của định lý  2.1.2 tồn tại 



 

.sup Aa   Ta  phải chứng minh 1Xa .Thật vậy,với mọi Ax ,ta có: 

)()( afxfax   

Mà )(xfx   với mọi Ax . 

Vậy ( )f a  là một cận trên của A trong X, do đó )(afa  . 

Vậy 1Xa  và là một cận trên của A trong X1 

Áp dụng định lý 2.1.1. cho tập X1  và ánh xạ f ta suy ra f có điểm bất động trong X1 . 

2.1.3  Bổ đề 

Cho các tập X,Y và các ánh xạ .:,: XYgYXf   

Khi đó ta có thể phân tích   2121 , YYYXXX   sao cho: 

.)(,)(,, 22112121 XYgYXfYYXX    

 Chứng minh 

Ta xét ánh xạ  2 2: , ( ) \ ( \ ( ))X X A X g Y f A   với 2X là tập tất cả các tập con của X. 

Trong 2X ta xét quan hệ: BABA   

Ta chứng minh mỗi xích thuộc 2X  có cận trên đúng. 

Ta xét xích  2X
i i
A   thì  

i

iA  là cận trên đúng của  
iiA  

Ta cần chứng minh  2XA   sao cho  ).(AA  Thật vậy ta chọn A  suy ra:  

  )(\))(\(\)( YgXfYgX  

Ta chứng minh    là ánh xạ tăng: 

Giả sử ,BA  ta chứng minh )()( BA    

Ta có: 

)(\)(\)()( BfYAfYBfAfBA   

))(\())(\(\ BfYgAfYgX   

))(\(\))(\(\ BfYgXAfYgX   

)()( BA   . 

Vậy  là ánh xạ tăng. 

Áp  dụng   định lý 2.1.2  ta có    điểm bất động. 

Bây  giờ ta chứng minh tồn tại 

.)(,)(,,, 2211212121 XYgYXfXXYYYXXX    

Thật vậy, lấy XX 1  thỏa )( 11 XX    Và đặt 



 

121112 \),(,\ YYYXfYXXX  . 

Ta có : 

22211111 )())(\())(\(\)( XYgXXfYgXfYgXXXX  . 

Rõ ràng    2121 , YYXX  . 

2.2  ĐỊNH LÝ  BERSTEIN 

Giả sử   YX ,  và tồn tại các đơn ánh  f:XY,g:YX. Khi đó tồn tại song ánh giữa X,Y. 

 Chứng minh 

Gọi  2121 ,,, YYXX   lá các tập thỏa mãn bổ đề 2.1.3. 

DO  g :Y 2 X 2  là song ánh nên có ánh xạ ngược. 

Xét ánh xạ  h :XY  như sau : 

h(x)=




 ),(

)(
1 xg

xf
 

Thì h là song ánh từ X vào Y. 

2.3.  ỨNG DỤNG VÀO BÀI TOÁN LỰC LƯỢNG CỦA TẬP HỢP 

2.3.1.  Mềnh  đề 

Cho các tập X,Y  Khi đó tồn tại ít nhất  1 trong 2 khả năng sau : 

1)  Có một đơn ánh từ X vào  Y 

 2)  Có một đơn ánh từ X vào Y 

 Chứng minh 

Xét tập  A  các tập  (A,f) trong đó : 

AX, f:AY là đơn ánh 

Trong A  ta xét thứ tự: 

),(),( 2211 fAfA   nếu )()(, 2121 xfxfAA  với mọi xA1 . 

Ta chứng minh A  có phần tử tối đại .Xét một xích ( , ) .
i i i
A f Đặt A

0
= .

i
A  

                        
0 0

:f A Y thoả ( ) ( )
i

f x f x  nếu x
i
A . 

Ta có: 

             








)()(

)()(

xfxfAx

xfxfAx

joj

ioi   

Mặt khác,do  
IiiA 
 là xích thuộc A  nên ji AA   hoặc ij AA  . 

Vậy )()( xfxf ji  . 



 

Suy ra    0f xác định đúng ,và (
0

, )
o
A f  là cận trên của ( , )

i i i I
A f


. 

Theo bổ đề  Zorn  thì A   có phần tử tối đại là cặp (M,f ). 

Ta sẽ chứng minh M=X  hoặc f(M)=Y ,vì nếu M=X thì f:X  Y là đơn ánh 

Nếu f(M)=Y thì XMYf  :1 là đơn ánh. 

Giả sử M X, ta sẽ chứng mình f(M)=Y. 

Nếu f(M)Y thì ta xét  aMM 1 . 

Với aX\M và   bY\f(M). 

 Đặt  F(x)= 








axb

Mxxf

;

)(
 

Thì F là đơn ánh trên M1 . 

Vậy mênh đề chứng minh. 

2.3.2. Định nghĩa 

1) Ta nói hai tập hợp X,Y  có cùng lực lượng hay tương đương và viết  

cardX=cardY nếu tồn tại một song  ánh giữa X và Y. 

2) Ta nói lực lượng của X không lớn hơn lực lượng của  Y và viết cardX card Y nếu  tồn tại 

một đơn ánh từ X vào Y. 

 2.3.3. Đinh lý 

1) Với hai tập X,Y tùy ý,luôn xảy ra ít nhất một trong các khả năng: 

card Xcard Y  hoặc  card Ycard X. 

2) Nếu card Xcard Y và  card Ycard X  thì card X=cardY. 

 Chứng minh 

1) Suy ra  từ mệnh đề 2.3.1. 

2) Suy ra từ định lý Berstein . 

 

 

 

 

 

 

 



 

Chương3.ỨNG DỤNG VÀO TÔ PÔ GIẢI TÍCH HÀM 

3.1.TỒN TAI TẬP BẤT BIẾN COM PẮC CỦA MỘT ÁNH XẠ 

 Mệnh đề  

Cho X là T 2 không gian com pắc,f: XX   là ánh xạ liên tục, Khi đó tồn tại tập com 

pắc 0X sao cho 00 )( XXf   

 Chứng minh 

Đặt  : , , ( )doùng   Y A X A A f A A  

Trong Y ta xét thứ tự : .1221 AAAA    

Xét ánh xạ F:Y 2X xác định bởi F(A)=f(A). 

Ta kiểm tra F là ánh xạ từ Y vào Y. thật vậy,nếu AY thì A đóng nên A 

là tập com pắc. 

Do đó f(A) là tập com pắc trong X,mà X  là T 2 -không gian nên f(A) 

là tập đóng. 

Ngoài ra ta có f(A) A  nên f(f(A)) )(Af . 

Vậy tập f(A)Y. 

Ta kiểm tra rằng f thỏa các điều kiện của định lý 2.1.1 trên tập Y. 

Xét xích    ,YA
Iii 


với ii AA ,  đóng. 

Đặt 
Ii

iAA


 thì A đóng,ta sẽ chứng minh A  . 

Thật vậy, do   
IiiA 
là xích nên với mọi  i ,j I thì ji AA  hoặc ij AA   

nên 
IiiA 
là họ có tâm các tập đóng trong không gian com pắc X. 

Do đó 
Ii

iAA


  . 

Ta có: 

          iAA với mọi .Ii  

     ii AAfAf  )()( với mọi   iI. 

     .)( AAf   

Vậy AY. 

Do A=
Ii

ii AA


 nên  AA i  

Vậy 
IiiA 
 có cận trên là A. 



 

Ta cần chứng minh với mọi AY thì AF(A). 

Ta có AY nên f(A) A  hay AF(A). 

Vậy áp dụng định lý2.1.1thì F có điểm bất động là X 0Y hay 00 )( XXf  . 

3.2  ĐỊNH LÝ TYCHONOFF 

Tích tô pô của các không gian tô pô com pắc là không gian com pắc, tức là ,X I

   com pắc 

thì  



I

XX


 compắc. 

 Chứng minh 

Giả sử ,với mọi   XI ,  là không gian com pắc. choF  là một họ có tâm các tập đóng trong X. 

     Ta chứng minh rằng F có giao khác rỗng, Thật vậy, dùng bổ đề Zorn, ta có thể coi là họ 
0
F  

có tâm tối đại gồm các tập con của X sao cho       

     
0

.F F Vì: 

      
0FAFA FA

AAA
 

  

Nên để chứng minh họ F có giao khác rỗng, ta chỉ cần chưng minh rằng     

     



0FA

A . 

Do tính tối đại của 
0
F ,ta có:     

 a)Nếu A1,…….,A m  thì
m

Ii

iA



0
F . 

 b)Nếu A 0 X và A 0 A  với mọi A
0
F thì 0A 0

F . 

   Vì   
0
F  là một họ các tâm nên với mọi I  , họ 

0
( ( ))

A F
P A




cũng là một họ tam tập con của 

X  . 

    Vì X  com pắc nên  
0

( )
A F

P A 




  với mọi I . 

Trong mỗi tập 
0

( )
A F

P A





  ta chọn một phần tử  x . 

Ta sẽ chứng minh AxX  )(   với mỗi A
0
F . 

Nếu V là một lân cận tùy ý của x, theo định nghĩa không gian tích, tồn tại các Lân cận  

w1………,.,wm của các điểm  
m

xx  ......,.........
1

trong các không gian
m

XX  ,.........
1

 



 

Sao cho:
m

Ii

iP


 (1
 W i ) V . 

Vì 
0

( )i
A F

x P A 





   nên   ii PW với mọi  A
0
F và i=1,…..,m. 

Theo tính chất b) của 
0
F ta có  )(1 WP i 0

F ,i=1,…….,m. 

Theo a) ta có
m

i

ii WP
1

)(


 0
F . 

Như vậy với mọi A
0
F thì VA   

Như thế x A


 với mọi  A
0
F hay 

0A F

A 




  Vậy X com pắc. 

3.3  ĐỊNH LÝ  HAHN-BANACH 

    Cho p,q là hai số thực “mở rộng”(tức là có thể bằng  ).Ta giả thiết pq và P< + , q> + . 

Với mỗi số thực y ta ký hiệu: 

            <p,q,y>=

0 0

. 0

. 0

neáu

neáu

neáu

y

p q y

q y y





 

. 

 

Như vậy <p,q,y> có thể bằng +  , nhưng không bao giờ bằng -  

3.3.1  Bổ đề 

Cho X là  không gian tuyến tính, X   là tập lồi và hàm :h   thỏa 

mãn các điều kiện sau: 

i) Các tập sau không  trống. 

                      0 0, : , , : .x y y x y y         
  

ii) Với mọi  z= ( , ) : , ,x y C p q y h    (z) 0  (1)  

       Khi đó phải có  một số thực t  sao cho qtp   và với mọi                   

            z =(x,y) :t.y+h(z) 0   (2) 

 Chứng minh 

       Với mọi   z     ta đặt : 

            )()( 1 zhzu
y

  (với z=(x,y)). 

Do (1) ta có : 



 

            (z )  u (z) :q z   pzu )( . 

Cho nên  sup pvzuquzu  )(inf;)(          (3) 

Mặt khác, với moi z ( , ) ,x y   ( , )z x y      ta có : 

                 
0

,
y y

z z z 

   với 0.  



yy

yy (vì   là tập hợp lồi). 

Do đó, vì h là hàm lồi (giả thiết) : )()()( 0 zhzhzh
yy

 
  . 

Nhưng với )( 000 yxz  với  y 0 =0 ,cho nên theo (1) h(z 0 ) 0  

Vậy với mọi ,z z    : )()()()( zuzhzhzu
yy

 
  . 

Do đó ta suy ra   vu , và  vu      (4) . 

         Từ (3) và (4) ta có :  max    pvpu ,min,   . 

Đồng thời cả 2 vế bên trái và bên phải không thể cùng bằng   hoặc bằng . 

Vậy phải có một số thực t  sao cho vtuqtp  ,  . 

Do vtu   nên với mọi ( , )z x y       ta có : 

                 .0)().()(.  zhyzuzhyt  

Bổ đề đã được chứng minh . 

3.3.2  Định nghĩa 

    Một hàm thực )(x  trên một không gian tuyến tính  X  được gọi là dưới  tuyến tính, Nếu : 

                  a)   )()()( 2121 xxxx   , với mọi Xxx 21, . 

                  b)    )()( xaax    với mọi Xx , mọi 0a . 

    Tính chất a)gọi là dưới cộng tính, còn tính chất b)gọi là tính thuần nhất dương. Hiển nhiên là 

dưới tuyến tính cũng là hàm lồi. 

 3.3.3 Định lý  ( Hahn-Banach ) 

      Cho một phiếm hàm tuyến tính f xác định trong một không gian con M của một không gian 

tuyến tính thực X. 

      Giả sử có một hàm dưới tuyến tính   xác định trong X sao cho : 

Với mọi Mx  thì )()( xxf  . 

      Khi đó phải có một phiếm hàm tuyến tính (F x) xác định trong toàn thể, sao cho: 

           1) F là khuếch của f, nghĩa là : 

                Với mọi x M  :F(x)=f(x) . 

           2) Với mọi xX : F(x) ( x).  



 

 Chứng minh 

        Xét tập A  các cặp (N,g) .Với N là không gian con chứa M, g là phiếm hàm tuyến tính trên 

N thỏa : 

  )()(),()( xxgxfxg    Xx . 

Trong A ta xét thứ tự : 

  ),()( 221,1 gNgN  nếu  )()(, 2121 xgxgNN   với mọi 

1 2
, ( ) ( )x N g x x   với mọi 

2
x N . 

     Ta cần chứng minh sự tồn tại một phiếm hàm tuyến tình F xác định trên toàn X. 

     Sao cho f < F. 

     Trước hết ta chứng minh  A   có phần tử tối đại . 

     Ta xét  A là tập hợp tất cả phiếm hàm tuyến tính g  sao cho f < g. tập hợp đó không trống (vì 

f A ) và được sắp một phần bởi liên hệ  “ <  ”. 

         Nếu P là một tập con được sắp tuyến tính của A thì cần trên của P  là phiếm hàm có miền 

xác định bằng hợp tất cả các miền xác định của các phiếm hàm gP và có giá trị từng phiếm 

hàm g  ấy trên miền xác định   của g. Vậy theo bổ đề  Zorn ,A phải có phần tử tối đại F. 

Ta chứng minh miền xác định của F là toàn không gian (M X ) . 

    Giả sử trái lại rằng có một phần tử MXx 0 . 

    Ta xét tập =M   đặt   qP ,  . 

    Với mọi ( , )z x y    ( , )x M y   ta có  )()( xFx  . 

    Do đó với mọi 0( , ) : , , ( ) ( )z x y p q y F x z       (ở đây ta đồng nhất mỗi 

( , )z x y M    với điểm  Xxyx  0. nên )).()( 0xyxz  . 

   Mà )()()( zxFzh   là hàm lồi,vậy theo bổ đề 1 ta có một số thực       t  nghiệm đúng : 

           Với mọi 0( , ) : . ( ) ( )z x y t y F x z     . 

           Đặt ytxFxF .)()(1    ,với mọi 
0

. ( )z x y x y    ta sẽ có một phiếm hàm tuyến tính  F1  

xác định trên không gian con M1 sinh bởi  0xM  và nghiệm  đúng với mọi )()(: 11 zzFMz   . 

          Như thế FF 1 và FF 1  trái với ính tối đại của F . 

         Suy ra điều phải chứng minh .      

                              

 



 

  3.4  NGUYÊN LÝ BIẾN PHÂN EKELAND 

  3.4.1  Định nghĩa 

     Một ánh xạ F:X   gọi là nửa liên tục dưới nếu  )(: uFXu là tập mở với mọi     . 

Ánh xạ  nửa liên tục dưới có tính chất : 

            Nếu   lim lim ( ) ( )thì 
 

 n n
n n

u u F u F u  

 3.4.2   Nguyên lý biến phân  Ekeland 

    Giả sử: 

i) (X,d) là không gian metric đầy đủ . 

ii) F:X   nửa liên tục dưới và bị chặn dưới . 

                            Cho 0,  và Xx  thỏa mãn : 

                         ( ) ( )inf
v X

F x F v 


   

     Khi đó tồn tại phần tử u

sao cho : 

                 1) )()(  xFuF    

                 2)  ),( xud   

                 3)
( , )

( ) ( ) . ,
 


 

d u v
F v F u  với mọi uvXv  ,   

 Chứng minh  

       Coi 1 ( nếu không xét metric )
dd    

       Đặt  1),(),()(:   xudxFuFXuY   

       Đặt    1),(:,)()(: 21   xudXuYxFuFXuY   

         Ta có : 

                  21 YYY   mà 21,YY  đóng nên Y đóng . 

       Suy ra (Y,d) đầy đủ . 

       Trong Y ta xét thứ tự : 

                    ),(.)()( vuduFvFvu   . 

       Ta kiểm tra “” là quan hệ thứ tự Y . 

       Hiển nhiên ta có uu     Yu . 

            Ta có : 

                     uvvu  ,   

                ),(.)()(),,(.)()( vudvFuFvuduFvF     



 

                0),(  vud   

                vu    

    Nếu wvvu  ,  thì ),(.)()(),,(.)()( wvdvFwFvuduFvF     

    Suy ra  


)()(
),(,

)()(
),(

wFvF
wvd

vfuF
vud





 . 

    Áp dụng bất đẳng thức tam giác ta có : 

                                            


)()()()()()(
),(),(),(

wFuFwFvFvFuF
wvdvudwud





  

           Suy ra ),(.)()( wuduFwF    

          Hay wu    

Ta sẽ áp dụng nguyên lý Entropy cho Y và phiếm hàm S(u)=-F(u) 

Từ định nghĩa thứ tự trong Y  ta có nếu vu   thì : 

                    )()( vFuF  nên )( F  tăng,bị chặn trên. 

Ta cần kiểm tra mọi dãy tăng trong Y  đều có một cận trên. 

 Ta có : 

             1 nn uu  vớ mọi 
1 1

( ) ( ) . ( , )
n n n n

n F u F u d u u
 

       

          1 10 . ( , ) ( ) ( )n n n nd u u F u F u           (1)  

             )()( 1 nn uFuF    

    Suy ra dãy  
nnuF )( là dãy giảm và bị chặn dưới nên  

nnuF )( hội tụ. (2) 

 Ta chứng minh dãy hội tụ bằng cách chứng minh  nu là dãy Cauchy: 

 Coi  n <m và mn uu  ,ta có theo (1) thì : 

                         


)()(
),( mn

mn

uFuF
uud


          (3) 

 Suy ra dãy 0
)()(

lim),(lim
,,





 

mn

mn
mn

mn

uFuF
uud (do dãy   

nnuF )(  hội tụ (2) 

Vậy 0),(lim
,




mn
mn

uud   hay  nu  là dãy Cauchy trongY mà Y đầy đủ nên  nu hội tụ. 

Giả sử 



n

u lim u n  , ta chứng minh uun  . 

Ta (3) ta có : 

                    ),(.)()( mnnm uuduFuF                (4) 

Do F  là nửa liên  tục dưới và uun
n




lim  nên ta có : 



 

lim ( ) ( )

( ) ( ) . ( , )

cho m  trong (4) ta coù:

n
n

n n

F u F u

F u F u d u u







 

 

                      ),(.)()( uuduFuF n  . 

Nên  uun   với mọi n  . 

 Áp dụng nguyên lý Entropy cho Y và phiếm hàm  S(u)= -F(u),ta có : 

     Tồn tại : ( ) ( )u Y u u S u S u       hay )()( uFuF   . 

Do Yu  nên thỏa mãn tính chất 1) ,2) . 

Bây giờ ta chứng minh tính chất 3). 

Giả sử trái lại 3). Không đúng, ta có tồn tại ),(.)()(: 000 vuduFvFuv       (5) 

Khi đó : 

             uv 0 nên  )()( 0 uFvF   thay vào (5) ta có: 

              ),,(.0 0vud   vô lý . 

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

 

 



 

Chương 4. ỨNG DỤNG VÀO LÝ THUYẾT ĐỘ ĐO 

 4.1 Định nghĩa 

        Cho không gian độ đo (X,F , ). Ta nói tập A F là một nguyên tử nếu 0)( A và với 

mọi B F  mà  BA thì hoặc )()( AB   hoặc 0( )B   

 4.2  Định lý 

         Cho không gian độ đo (X,F , ).  Nếu F không chứa nguyên tử nào thì với 

mọi  (0, ( )X )  tồn tại tập  A F  sao cho  )(A . 

 Chứng minh 

Ta đặt : 

        
1
F    )(: AFA  

         )()( AAS  ,với mọi A
1
F . 

-Trong 
1
F  ta xét thứ tự như sau:  BABA  . 

-Ta có S(A) bị chặn trên bởi  , với mọi A
1
F . 

-Ta cần  chứng minh S là phiếm hàm tăng,thật vậy: 

                     )()()()( BSASBABABA   . 

  Vậy S tăng . 

  Giả sử nA 1
F là dãy tăng . Ta đặt 






1n

nAA thì  (A)= lim ( )
nn
A


 

  Do  )( nA  nên  )(A . 

              Vậy  A
1
F và AA n với mọi  n . 

 Áp dụng nguyên lý Entropy  cho 
1
F  và phiếm hàm ( ) ( )S A A . 

   Ta có :  

                Tồn tại  tập 
0 1
A F  sao cho : 

                Với mọi 
1

A F  ,  0AA )()( 0 AA   . 

                 Đặt   )(,: 02 BABFBF   

Trong  2F  ta xét thứ tự nhứ sau : BABA  . 

            Đặt )()( BBS  . 

Ta cần kiểm tra dãy tăng nB  trong 2F  có một cận trên. 



 

Thật vậy, đặt 





1n

nBB ta có nn BB 1  với mọi n . 

                     )( 1B nên  )(lim)( n
n

BB 


 . 

      Mà   )( nB với mọi n  nên  )(B . 

Hiển nhiên )(B  và nBB  do đó 2FB và nBB  với mọin . 

                   Vậy  nB   bị chặn trên  

Ta chứng minh S là phiếm hàm giảm . 

        Ta có : 

                    )()()()( BSASBABABA   . 

Suy ra  S là phiếm hàm giảm . 

Áp dụng hẹ quả 1.6.2  cho và phiếm hàm )()( BBS  . 

        Ta có : 

                     Tồn tại tập 20 FB   thỏa : 

                     Với mọi tập )()(, 002 BBBBFB   . 

Bây giờ ta chỉ việc chứng minh :   )()( 00 AB . 

Theo tính chất của  A 0 và B 0  ta có )()( 00 BA    và 00 BA   

              Giả sử trái lại:
0 0

( ) ( )B A  thì 0)\( 00 AB . 

              Ta chứng minh  000 \ ABC    là nguyên tử. 

              Thật vậy ta đã có 0)\()( 000  ABC  . 

              Ta lấy 000 \ ABCD   và giả sử 0)( D ,ta chứng minh  

                     )\()( 00 ABD   . 

               Ta có : 

                                )( 0 DA vìnếu   )( 0 DA Thì 10 FDA  nên theo tính chất của A 0 ta có 

: 

                              )()( 00 ADA   . 

                          )()()( 00 BDA   . 

                          )\()( 00 ABD    

Vậy vớimọi 00 \ ABD  thì hoặc 0)( D hoặc )\()( 00 ADD   nên  

00 \ AB  là tuyến tử, ta gặp mâu thuẫn. Định lý được chứng minh. 



 

Chương 5. ỨNG DỤNG VÀO BÀI TOÁN ĐIỂM BẤT ĐỘNG 

5.1. ĐỊNH LÝ CARISTI 

   Cho (X,d) là không gian metric đậy đủ. 

              ,0),(: dX  nửa liên tục dưới. 

             f  :XX  là ánh xạ thỏa  ))(()())(,( xfxxfxd   . 

   Khi đó  f  có điểm bất động . 

 Chứng minh 

Trong X ta xét thứ tự : )()(),( xyyxdyx               (1) 

Ta kiểm tra “ ”  đúng là quan hệ thứ tự trong X . 

Hiển nhiên ta có  xx   với mọi Xx . 

          Ta có : 

                     xyyx  ,  

                 )()(),(),()(),( xyyxdxyyxd    

                 0),(  yxd  

                 yx   

 Nếu zyyx  , thì )()(),(),()(),( yzzydxyyxd   . 

Áp dụng bất thức tam giác,ta có : 

               )()(),( xzzxd    hay zx   

-Ta sẽ áp dụng nguyên lý Entropy  cho S(x)= )(x  . 

-Trước hết ta kiểm tra là   phiểm hàm tăng . 

 Thật vậy ta có : 

                        Với mọi vu   )()(),( uvvud   . 

 Do d(u,v) 0  nên )()(0 uv    hay )()( vu   . 

            Vậy   là phiếm hàm tăng và bị chặn dưới. 

            Áp dụng hệ quả 1.7.2  của nguyên lý Entropy  cho S(x)= )(x . 

  Ta có Xx 0  thỏa : 

                 Với mọi )()( 00 xSxSxx   hay )()( 0xx   . 

Bây giờ ta chứng minh  0x   là điểm bất động của f . 

  Ta có ; 

                       )(()())(,( 0000 xfxxfxd                                (2) 



 

Nên theo định nghĩa thứ tự “ ” ta có : 

                          )( 00 xfx  . 

   Do đó : 

                 ))(()( 00 xfx    , thay vào (2) ta có : 

                 0))(,( 00 xfxd  hay )( 00 xfx   . 

 

5.2 CÁC ĐỊNH LÝ KIỂM BẤT ĐỘNG TRONG KHÔNG GIAN BANACH CÓ THỨ TỰ 

5.2.1  ĐỊNH NGHĨA 

    Cho X là  không gian  Banach  trên trường số thực   và  K  là tập con của X . 

    Khi đó K được gọi là nón  nếu nó thỏa mãn các điều kiện sau : 

i) K đóng , khác rỗng , và K  0  , 

ii) Nếu ,a b , 0,a b  ,  ,x y K  thì Kbyax  . 

iii) Nếu x K  và Kx  thì  0x  . 

 Ví dụ: 

       Cho    1 2, , ,..., : 0 , 1,   n

n iX K x x x x i n  thì K là nón trong n . 

5.2.2 Định nghĩa 

           Cho X là không gian  Banach  với nón K . thứ tự sinh bởi K được định nghĩa như sau: 

            .,, KxyyxXyx   

5.2.3 Một số tính chất của thứ tự sinh bởi nón 

 Mệnh đề: 

 Giả sử “” là thứ tự trong  X sinh bởi nón K. 

 Khi đó : 

                    i)  Nếu yx   thì ; 

                          yx         0 , 

                          zyzx       Xz  

                    ii)    Nếu nn yx      ( )n  và  xxn
n




lim , yyn
n




lim  thì yx  . 

                   iii)    Nếu   nx là dãy tăng  và hội tụ về X thì xxn   , n . 

 Chứng minh 

i) Ta có : 

          ( y+z)-(x+z)= y-x K  nên zyzx  . 



 

          Kxyxy  )(  nên yx    . 

ii) Ta có : 

          Kxy nn    ( )n , xyxy nn
n




)(lim  , K đóng nên 

         Kxy   hay yx  . 

     iii)   Giả sử  nx  là dãy tăng .khi đó ( , )
n n m
x x m n


  . Cho m  

Ta được  xxn    ( )n  

5.2.4.Điểm bất động ánh xạ tăng 

 Định lý 1 

         Giả sử ),( X  là không gian Banach có thứ tự sinh bới nón, XM  là tập đóng, 

            MMF :  là ánh xạ thỏa mãn điều kiện : 

i) F  là ánh xạ tăng  và tồn tại )(: 000 xFxMx  . 

 ii) Nếu  nx M  là dãy tăng thì )( nxF  hội tụ . 

Khi đó F  có điểm bất động trong M. 

 Chứng minh 

Đặt   )(:0 xFxMxM  . 

Xét phiếm hàm    ,0: 0MS  như sau : 

                 xvuMvuvFuFxS  ,,:)()(sup)( 0 . 

Ta chứng minh  S là phiếm hàm giảm . 

Đặt   xvuMvuvuAx  ,,:),( 0 . 

Khi đó : 

               )()(sup)(,)()(sup)(
),(),(

vFuFySvFuFxS
yx AvuAvu




. 

Ta sẽ chứng minh yx   thì yx AA  . 

Thật vậy, lấy yAvu ),( thì yvu   nên xvu    (do  xy  ). 

Suy ra xAvu ),( . 

Do đó nên yx   thì )()( ySxS  hay phiếm hàm S giảm . 

Vầy (-S)  tăng và bị chặn trên . 

Áp dụng nguyên lý Entropy  cho (-S) ta tìm được  0Ma thỏa : 

Với mọi )()( aSxSax   

Ta cần  chứng minh S(a )=0 



 

       Giả sử trái lại 0)(:0   aS . 

Do S(a )>  nên tồn tại  )()(,:, 1212021 uFuFauuMuu . 

Do au 2  nên )()( 2 aSuS   hay )( 2uS . 

Do đó : 

  Tồn tại  )()(,:, 4334043 uFuFauuMuu ,……. 

Tiếp tục quá trình trên  ta xây dựng được dãy : 

          )()(........, 12221 nn uFuFuua . 

Suy ra dãy )(
n

uF không hội tụ,  trái giả thiết . 

Vậy S(a )=0  hay  F(u)=F(v) , 0),( Avu  . 

Do aAaaF )),((  nên  F(F(a ))=F(a ). 

Vậy F(a ) là điểm bất đọng . 

 Định lý 2 

        Cho ),( X là không gian Banach có thứ tự sinh bới nón, M dóng , 

      MMF :  là ánh xạ tăng thỏa : 

1) Tồn tại )(: 000 xFxMx  . 

2) Mọi dãy tăng    )()( MxxF nn
n   hội tụ . 

Khi đó F  có điểm bất động  trên M . 

 Chứng minh 

Đặt   ,)(:0 xFxMxM  ta dễ thấy  F là ánh xạ từ M 0  vào 0M . 

Đặt   )(lim)(,)()(,,:)()(sup)( 0 xSxSxvFuFMvuvFuFxS n
n

nnnn
n


 . 

Ta chứng minh S(x) tồn tại . 

Thật vậy ,ta đặt  

                           xvFuFMvuA nn
x  )()(:),( 0  

                           yvFuFMvuA nn
y  )()(:),( 0  

  Khi đó : 

                    )()(sup)(,)()(sup)(
),(),(

vFuFySvFuFxS nn

Avu
n

nn

Avu
n

yx




    . 

 Ta sẽ chứng minh )(xSn   là dãy giảm . 

 Trước hết ta chứng minh   yx    thì yx AA  . 



 

 Thậtvậy,lấy yAvu ),( thể thì yvFuF nn  )()( nên xvFuF nn  )()(  (do  yx ) 

 Suy ra xAvu ),( . 

 Vậy theo định nghĩa của  )(xSn  ta có ngay  )()( ySxS nn  . 

 Ta chứng minh )()(1 xSxS nn  .Thật vậy,xét tùy ý  oMvu , . 

         Mà xvFuF n
n  
 )()( 1

1 . 

         Ta có : 

                        00 ,,)()( MFvMFuxFvFFuF nn  . 

                  )()()( xSFvFFuF n
nn      ( do định nghĩa  )(xSn  ). 

                  ).()()( 11 xSvFFuF n
nn    

               Do đó:      

                          )()()(,,:)()(sup)( 11
0

1
1

1

xSxvFuFMvuvFuFxS n
nnn

n

n

 




 

Dãy )(xSn  giảm,bị chặn dưới nên )(lim xSn
n 

 tồn tại . 

Tiếp theo ta chứng minh S giảm . 

Nếu yx   thì )()(lim)(lim)( ySySxSxS n
n

n
n




. 

Vậy S  giảm . 

-Ta sẽ áp dụng nguyên lý Entropy cho (-S) trên M 0  

-Ta cần phải chứng minh nếu  nx  là dãy tăng trong M 0  thì nx có  

cận trên thuộc M 0  Ta xét bảng sau : 

                 )( 1xF      )( 2xF ……. )( nxF …….. 

      )( 1
2 xF     )( 2

2 xF …… )(2
nxF ……. 

     ………           ……..         ……..           

      )( 1xF n     )( 2xF n ……. )( n
n xF ……… 

       Do nx là dãy tăng và F  tăng nên các phần tử thuộc một hàng tạo thành dãy tăng . 

      Do )( kk xFx   (vì )0Mxk   nên các phần tử thuộc một cột cũng tạo thành dãy tăng. 

    Suy ra dãy “đường chéo” )( n
n xF  là dãy tăng và do giả thiết 2)nó hội tụ. 

Đặt )(lim0 n
n

n
xFx


 ,ta sẽ chứng minh 00 Mx  và 0xxn  với mọi n=1,2,.. 

              Thật vậy do )( n
n xF  tăng nên  0)( xxF n

n    với mọi  n = 1,2,….. 



 

 Mà )( n
n

n xFx   nên 0xxn   với mọi n   

 Mặt khác  )()(1
n

n
n

n xFxF   nên 0
1 )( xxF n

n   

             )()( 0xfxF n
n  với mọi n   

Cho n ta có )( 00 xFx   hay 00 Mx  . 

Vậy dãy tăng   nx có cận trên trong M 0  là  x 0 .Áp dụng nghuyên lý Entropy cho ( )S  trên ta tìm 

được 0Ma thỏa : 

Với mọi x a )()( aSxS  . 

Ta cần chứng minh 0( )S a  . 

Giả sử  trái lại tồn tại  0)(:0   aS . 

Do )(aS nên 
1
( )S A   do đó tồn tại 

             
1 1 0 1 1 1 1
, , ( ) ( ) , ( ) ( )u v M F u F v a F u F v      . 

Do tính chất của a  ta có : 

             )()( 1 aSFuS  do đó )( 12 FuS  

Suy ra tồn tại 

            ,....)()(,)()()(: 2
2

2
2

12
2

2
2

02,2  vFuFauFvFuFMvu  

Tiếp tục quả trình trên ta xây dựng được dãy : 

             )()(.......,)()( 2
2

1 n
n

n
n vFuFuFuFa  

Suy ra dãy  )( n
n uF  không hội tụ,trái giả thiết. 

           Vậy  S(a ) =0 hay 0)(lim 


aSn
n

          (1) 

Ta chứng minh F có điểm bất động. 

Do 0Ma   nên ta có : 

     .....)()( 2  aFaFa  

Do giả thiết 2)  tồn tại phần tử )(lim aFb n
n 

 . 

Vi  baF n  )(1 nên  )()( bFaFn   với mọi n  . 

Cho  n  ta được )(bFb   hay 0Mb . 

Mặt khác, ta có : 

                )(.......)()( bFbFbaF nn     với mọin       

Do đó : 



 

               )()()(0 aFbFbbF nn             (2) 

Mà vì  )()( bFaFa n
n   nên   )()()( aSbFaF n

nn             (3). 

Từ   (1) và(3) ta có : 

                                       0)()(lim 


aFbF nn

n
               (4). 

TỪ (2) và (4)  Ta có 0)(  bbF  hay   b là điểm bất động của  F. 

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

KẾT LUẬN 

 

         Trong luận văn chúng tôi đã trình bày hai định lý cơ bản về tập hợp có thứ tự, đó là bổ đề 

Zorn cùng các dạng tương của nó và nguyên lý Entropy   trừu tượng và trình bày các ứng dụng 

khác nhau của hai đình lý trên trong giải tích. 

           Qua quá trình làm luận văn, tôi đã thấy được phần nào mới liên hệ giữa lý thuyết và ứng 

dụng trong các học phần của giải tích như: Giải tích cổ điển,Tô pô, Độ đo tích phân. 

          Bước đầu,  tôi cũng học được phương pháp tự học và nghiên cứu. 

          Vì khả năng và thời gian hạn thế nên chưa tìm được nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực 

của giải tích . Tôi hy vọng sẽ được học tập và nhgiên cứu thêm về đề tài này trong thời gian tới 

. 
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