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LOI CAM ON

Pau tién t6i xin duoc bay t6 1ong biét on sdu sic nhat dén Thay TS. Nguyén
Vin Pong, nguoi da tan tam hudng din va tao diéu kién toi da dé toi c6 thé hoan
thanh luan van.

T6i xin gui 101 cam on dén Quy Thay C6 trong Hoi déng chdm ludn vin di
gianh thoi gian doc, chinh sira va dong gop ¥ kién gitip cho t6i hoan thanh luan vin
nay mdt cach hoan chinh

T6i xin cam on Ban Giam Hiéu, Phong KHCN-Sau Dai hoc cing toan thé thay
¢ khoa Toan-Tin hoc trudng Pai hoc Su Pham TP. H6 Chi Minh di giang day va
tao moi diéu kién tdt nhat cho toi trong subt thoi gian nghién ctru dé tai.

T6i ciing chan thanh cam on gia dinh, cac anh chi va cac ban dong nghiép da
dong vién, giup do td61 hoan thanh luan van nay.

Cudi cung, trong qua trinh viét luan van nay kho tranh khoi nhitng thiéu sot, rat
mong nhan duge su gop ¥ ciia Quy Thay C6 va ban doc nham bd sung va hoan thién
dé tai hon.

Xin chan thanh cam on.

TP Ho Chi Minh, thang 11 nam 2009



DANH MUC CAC Ki HIEU
0 : tap sd ty nhién
0 :tap sO nguyén
0 : tp s0 hiru ti
0 : tap sb thuc
0 : tap sd phtc

-

_: tap sb phtc mo rong ( mit cdu Rieman)

B(w, p),A(w, p): hinh tron mé tdm w, ban kinh p

B(, p) : hinh tron déng tAm @, ban kinh p

supp u : gia cia do do u

supp¢: gia cia ham ¢

oD : bién cua D

int(D): phén trong cua D

diam(D): duong kinh ctia D

A(D): tap tat ca cac ham chinh hinh trén D

H(D): tap tat ca cac ham diéu hoa trén D

S(U): tap tt ca cac ham diéu hoa dudi trén U

C"(D): tap tat ca cac ham kha vi lién tuc dén cép ntrén D
C.(D): tap tat ca cac ham lién tuc c6 gia compact D
C*(D): tap tat ca cac ham kha vi vo han 1an trén D
C7(D): tap tat ca cac ham kha vi vo han ¢6 gia compact trén D

#A;

A| : lyc lugng cua tap A

H”: dai s6 cac ham giai tich bi chan, trong dia don vi



MO DAU
1. Ly do chon d@ tai va muc dich nghién ctru

Ly thuyét thé vi 1a tén goi cho mdt linh vuc dugc nghién ctru rong rai cua giai tich
phirc bao gdm céc van dé lién quan dén cac ham diéu hoa, didu hoa dudi, bai toan Dirichlet,
dd do diéu hoa, ham Green, thé vi va dung luong... Xuit phat tir thyc tién vat 1y, né duoc
phat trién nhanh tir Iy thuyét thé vi c6 dién trong 0" va 1y thuyét da thé vi trong 0" dén céac
ly thuyét tién dé trén nhimg khong gian tong quat. Sy phat trién clia ndé ngiy cang triru
tuong khai quat. Tuy nhién c6 mot nén chung cho tit ca cac 1y thuyét trén, d6 1a 1y thuyét
thé vi trong mit phang: 1y thuyét nay chira cac vat liéu can thiét cho cac 1y thuyét thé vi. Co
mot sy lién hé chit ché giira 1y thuyét thé vi va giai tich phuc: cac ki thuat cua giai tich
phuc, dac biét 1a cac anh xa bao giac, gilip dua ra nhanh gon cac chung minh va céc két qua
cta ly thuyét thé vi. Mit khac cac dinh 1y twong tu trong 1y thuyét thé vi lai c6 vo sb ung
dung trong giai tich phtrc.

Trong 1y thuyét s6, phép noi suy 1a phuong phap xay dung cac diém dit liéu méi dua
vao mot tap roi rac cac diém dir liéu da biét. Cac dir liéu nay c6 duoc nho viéc léy mau, thi
nghiém, phép thtr . . ., tir 46 ngudi ta ¢d ging x4y dung mot ham ma khop rat gan voéi cac dir
liéu nay. Linh vuc nay dugc goi 1a su 1am khép dudng cong, giai tich nguoc (giai tich hdi
quy). Phép ndi suy 1a mot truong hop dac biét cia sy lam khdp duong cong ma dd thi ham
s6 phai di qua cac diém dir liéu. Cac dang ctia phép ndi suy co thé xay dung bang cach chon
cac 16p ham khéc nhau, chang han nhu : phép ndi suy bdi cac da thirc, phép ndi suy boi cac
ham luong giac, phép nodi suy bdi cac ham diéu hoa duong . . .Mdt bai toan ¢ lién hé gan
giii voi phép ndi suy 13 phép xap xi mot ham da thirc véi mot ham don gian

Cac két qua vé 1y thuyét thé vi va cac phép noi suy dang duoc nghién ciru va ung
dung rong rai .Vi vay chung t6i chon dé tai nay 1am noi dung nghién ctru ctia luan vin nham
hoc tap va phat trién dé tai ctia minh theo hudng trén.

2. Péi twong va pham vi nghién ciru

Trong bai luan vin ndy, sau khi gi6i thiéu mot s6 két qua da co ciia Ly thuyét thé vi
trong mdt phang, trong nhiéu tmg dung cua 1y thuyét thé vi, ching toi gidi thiéu ba tmg
dung sau:

+ Phép ndi suy trong khong gian L":



+ Xap xi déu

+ Phép ndi suy boi cac ham diéu hoa duong.
3. Cau triic ludn vin
Luan van dugc chia thanh 4 chuong vdi ndi dung chinh nhu sau
Chuong 1: Trong chuong nay, ta chi trinh bay cac két qua cua 1y thuyét thé vi trong mit

phang phirc, ma khong dua ra cac chimg minh. Cac chirng minh ndy dd duoc trinh bay chi

tiét trong quyén [10]

Chuong 2: Str dung dinh 1y Ba duong thang trong 1y thuyét thé vi va cac kién thirc vé giai
tich ham ta chirng minh dinh ly Pinh ly ngi suy Riesz — Thorin, ma mot truong hop dac
bi¢t cia dinh 1y la: véi T 1a toan tir tuyén tinh bi chin trén ca L' va L thi T 1a toan tu tuyén

tinh bi chin trén I v&i mdi p thda 1<p<2.

Chuong 3:

Nbi dung chinh cta chuong 3 1a str dung 1y thuyét thé vi, ta mo rong cac két qua cia dinh ly
Runge vé xdp xi déu boi da thic qua cac dinh ly: Pinh 1y Bernstein-Walsh, Pinh ly
Keldysh.

Chuong 4: Trinh bay mét diéu kién can va du dé mot diy diém tach dugc trong mot dudng

tron don vi 1a day ndi suy doi véi cac ham diéu hoa duong.

TP. H6 Chi Minh, ngay 25 thang 10 nam 2009

Nguoi thuc hién

Nguyén Vin Quang



Chwong 1:. MOT SO KET QUA CUA LY THUYET THE VI
TRONG MAT PHANG

1.1. Ham diéu hoa

Pinh nghia 1.1.1 Cho U 1a tdp con mé cua [0 . Ham f:U —[ dugc goi la ham
diéu hoanéu feC*({U) va Af =0 trén U .
Tap hop cac ham diéu hoa trén U duoc ky hiéu la H(U)
Két qua dudi day khong nhitng cung cip cho ching ta ngudn vi du phong phti vé cac
ham diéu hoa ma con mang lai mot cong cu hitu ich dé kham pha nhiing tinh chit co ban

ctia chiing thong qua céc tinh chit cua cac ham chinh hinh.

Pinh 1y 1.1.2 Cho D 1a mdt mién trong [ .
a.Néu f e AD) vau=Ref thi ue H(D).
b. Néu u e H(D) va D 1a mién don lién thi ton tai f € A(D) sao cho u =Re f . Hon

nira, cic ham f nhu vay chi sai khac nhau mgt hang so.

Pinh Iy 1.1.3 ( Nguyén 1y cwe dai) Cho f 1a ham diéu hoa trén mién Dl .
a. Néu f dat cuc dai trén D thi f =const trén D.
b.Néu f liéntuc trén D va f(z)<0 VzeoD thi £ <0 trén D.

(trong d6 e 8D néu D khong bi chan)

Pinh 1y 1.1.4 ( Nguyén ly ddng nhit) Cho f,g 1a hai ham diéu hoa trén mién

Dcll .Néu f=g tréntipmé U= DB.Uc D thi f=g trén D.

DPinh nghia 1.1.5
a) Ham P:B(0,1)x0B(0,1) > [J xac dinh boi:

2
P(z,g):Re(gZ }_\z‘zz‘f ER!

¢|=1)

duoc goi 1a nhan Poisson.



b) Néu A=B(w,p) va @:0A—[ 1a ham kha tich Lebesgue thi ta goi ham
P.p:A—1 xéc dinh boi:

1% (z-w 0 0
P =— | P ! ! A
\@(2) 5 '([ ( ,e }a(a)+pe )dO (zeA)

1a tich phan Poisson. Cu thé hon véi r< p va 0<¢<27z tacé:

2z
1 2 2

Pg(w+re)=~— e +pe?)do
ap(@tret) 27z-(|).p2—2prcos((9—t)+r2¢(a) pe)

Sau ddy 1a mot két qua co ban:

Hé qua 1.1.6 ( Cong thirc tich phin Poisson) Cho f 13 ham diéu hoa trén mét 1an

can mo cua dia tron dong B(w, p) . Khi d6 voi r< p va 0<t <27 taco:

2z 2

2
it p —r i0
= do
flotre) 27 -([ p2—2prcos((9—t)+r2f(w+pe )

1.2. Ham diéu hoa dwong

Tir “duong” c6 nghia 1a “ khong 4m” mic du trong tinh huéng nay khé ma phan biét
dugc chiing vi theo nguyén 1y cuc dai moi ham diéu hoa dat gia tri cuc tiéu bang 0 trén mot
mién phai dong nhat bing khong trén toan mién do.

Pinh Iy 1.2.1 ( Bat ding thiic Harnack) Cho h 12 mot ham diéu hoa duong trén
B(z,R). Khido véir<R, ¢pe [0,27] co

R-—r
R+r

R+r
R—r

h(z) < h(z +re?) <~ ()

Hé qua 1.2.2 Cho D 12 mot mién trong [, va z,we D . Khi d6 ton tai s 7 sao cho

v6&i moi ham diéu hoa duong h trén D,

') < h(z) < th(w)
Tur hé qua trén ta dua ra dinh nghia sau:

Pinh nghia 1.2.3 Cho D 13 mot mién trong [ _ va z,w e D . Khoang cach Harnack

gilta z va @ 1a s6 nho nhat 7, (z,®) sao cho v4i moi ham diéu hoa duong h trén D c6



7,(2,0) (@) < h(z) < 7, (2, ©)h(w)

Co6 mot truong hgp ma 7, (z,w) dugce tinh ra ngay.

. , X . P+ |Z - a)|
Pinhly 1.24 Néu A=B(w,p) thi 7,(z,0) =———
plz=o
Pinh Iy 1.2.5 (Pinh ly Harnack) Cho (/,) 1 cac ham diéu hoa trén mién D trong
[, vagia strrang h <h, <h,<.. trén D. Khi d6 hodc h, — o déu dia phuong hodc 4, — h

déu dia phuong, véi h 1a ham diéu hoa trén D.

1.3. Him Diéu Hoa Duéi
Pinh nghia 1.3.1 Cho U 13 tdp con md ctia 0 . Him u:U —> [—o0,00) dugc goi 1a diéu

hoa dwéi néu u 13 nira lién tyc trén va thoa man bat dang thirc trung binh duéi dja phuong:

2z
Va)eU,EI,o>0:u(a))£2L I u(w+re")dt,0<r<p
T

0
Ham v:U —[-w,) duoc goi la diéu hod trén néu—v diéu hoa dudi.
Tap tat ca cac ham diéu hoa dudi trén U dugce ki hidu 1a S(U).
Pinh Iy 1.3.2 Néu /' chinh hinh trén tp con m¢ U cua [ thi log|f|e S(U).
Pinh 1y 1.3.3 Cho U latap conmé cua [ va u,ve S(U). Khi do
a. max(u,v) e S(U)
b. au+pveSU) Va,[>0
Pinh 1y 1.3.4 (Nguyén ly cwe dai) Chomién D va ueS(D).
a. Néu u nhan gia tri cuc dai toan cuc trén D thi u = const .

b. Néu limsupu(z)<0 V¢ €0D thi u<0 trén D.

z=¢
Pinh Iy 1.3.4 (Nguyén Iy Paragmen — Lindelof): Cho u la ham diéu hoa duéi trén

trén mién D <[l khong bi chan, sao cho:

limsupu(z)<0 (é’ S 8D\{oo})

z—¢

Ciing gia sir rang, c6 mgt ham di€u hoa trén hiru han v trén D sao cho:

liminfv(z)>0 va limsup u(2) <0
Z% Z—0 V(Z)



thi # <0 trén D
1.4. Thé vi
Pinh nghia 1.4.1 Cho x 13 d6 do Borel hiru han trén 0 v&i gid compact. Thé vi clia

n 1a ham p, :7 — [~0,o0) xéc dinh boi:

p.(2)= j log|z - wld u(w),z €l .
Dinh ly 1.4.2 Vi dinh nghia trén thi: p, e S(U) va diéu hoa trén [ \supp x.
Hon nita: p,,(z) = u(() )log|z|+O(z| ") khi z -0

Pinh nghia 1.4.3 Cho g la do do Borel hitu han trén 0 v6i1 gia compact K. Nang

lwong I(u) 1a dai luong xac dinh boi:

1(12) = [[log|z— 0 u(z)d (@) = [ p,(2)d u(2).
Pé giai thich thuat ngir nay, ta coi x nhu 1a sy phan bd dién tich trén [ . Khi d6

p,(2) thé hién ning luong thé vi tai z tng voi u, va do d6 ning luong toan phan 1a:

[Pu(2)duz)=1(u)

Thyc ra vi sy day Iii dién tich, hau hét cic nha vat 1y dinh nghia ning lugng 1a
—I(y), nhung ddi véi chung ta DPinh nghia 3.2.1 thuén lgi hon

Ciing c6 thé 1 (1) =—. Thuc té co mot sb tap hop c6 d6 do vdi nang luong vo han.

Pinh nghia 1.4.4 Cho K la tap con compact cua [1 , ki hi€u P(K) 1a tap tat ca cac do

do Borel xac suit trén K . Néu ton tai ve P(K) sao cho I(v)= sup I(u) thi v duoc goi la dg

peP(K)
do cdn bang ciaKk .

Pinh ly 1.4.5 ( Pinh ly Frostman) Cho K la tdp con compact cia [1 , v 1a mQt do
do can bang cua K . Khi do

a. p,>21(v) trén 0 .

b. p,=1(v) trén K\ E v61 E 1la mot tdp cuc dang F, cua oK .

1.5. Tap cuc
Dinh nghia 1.5.1
a. Tap con E cia [ dugc goi 1a tdp cue néu I(u) =—oovéi moi do do Borel hitu han

4 #0 ma supp ¢ 1a tdp con compact cua E'.



b. Mot tinh chat dugc goi 1a ding gan khdp noi (gk.n) trén tip con S cua 0 néu nd
dung khap noi trén S\E voi E 1a tap cuc Borel ndo do.

Tap chi c6 mot phﬁn tur 1a tap cuc. Tap con ciia mot tap cuc la tap cuc. Nguoc lai mdot
tap khong 1a tap cuc s€ chira mot tap compact khong 1a tap cuc (d6 1a supp u# vé1 u 1a mot
d6 do nao d6 voi I(u)>—oo ).

Pinh ly 1.5.2 Cho x la do do Borel hitu han trén 0 vé&i gid compact va gid s
I(u) > —o0. Khi d6 u(E)=0 vd&i moi tap cuc Borel E.

H¢ qua 1.5.3 Moi tap cuc Borel c6 do do Lebesgue béng 0.

H¢ qua 1.5.4 Hop dém duoc cac tap cuc Borel 1a tap cuc. Pac biét moi tap con dém

duoc cia [0 1a tép cuc.

1.6. Toan tir Laplace suy rong

Pinh ly 1.6.1 Cho x 1a d§ do Borel hitu han trén [I véi gid compact. Khi d6
Ap, =2mu
H¢ qua 1.6.2 Cho y,u, 1a cac do do Borel hitu han trén [ vi gid compact. Néu
p, =p, +h tréntdp mo U, he HU) thi: x|, =), .
Pinh ly 1.6.3 Cho K la tap con compact cua [ khong la cuc. Khi d6 d do can
bang v ciia né 1a duy nhat va suppv < d,K .
Hé qua 1.6.4 Do do can bang ciia mot dia dong A 1a mot do do Lebesgue chudn tic

trén OA

1.7. Tap mong

Pinh nghia 1.7.1 Cho S0 va ¢ el . Tandi S khong mong tai & néu ¢ e S\{¢}
va v6i mdi ham diéu hoa dudi u xac dinh trén mét 14n can cia ¢ taco:

limsupu(z) =u(<)
74

zeS\(¢}
Nguoc lai tandi S 1a méng tai £ .
Dinh ly 1.7.2 Tap cuc dang F, mdng tai moi diém thuoc [ .
Pinh Iy 1.7.3 Mot tap lién thong chira nhiéu hon mot diém thi khong mong tai moi

diém thudc bao dong cua no.



1.8. Ham Green:

Pinh nghia 1.8.1 Cho D la mdt mién con thue sy cua [ . Mot ham Green cua D la
mot anh xa g, : Dx D — (—0,0] sao cho véimdi we D:
(@) g,(, ) diéu hoa trén D\ {w}, va bi chin bén ngoai mdi lan can clia @
(b) g,(w,w)=00 vakhi z > w,

log|z|+0(1), @w=o
gp(z,0) =

—10g|z—a)|+0(1), W # 0

(c) g,(z,0) =0 khi z— ¢, véic €D gan khép noi.

Vidu: Néu A =B(0,1) thi

=1
gA(Zaa)) Og —w

l—zg)‘

[a ham Green cua A.

Pinh 1i 1.8.2 Cho D 13 mdt mién trong cua 0 _, sao cho 8D khong 1 tap cuc, khi do
ton tai duy nhéat mot ham Green g, cuaD.
Pinh li 1.8.3 Cho D 1a mot mién trong ctia U _ , sao cho aD khong 13 tap cuc. Khi do:
gp(z,0)>0 (z,weD).
1.9. Dung lugng :
Pinh nghia 1.9.1 Dung luong loga cia mét tap con £ cta [1 dugc cho boi:

c(E)= sgp e’

& day suppremum lay trén moi do do xac sudt Borel x4 trén 0 véi gia cia nd 1a mot tip con
compact cua E. Pac biét néu K 1a mot tap compact voi do do can bé’mg v, thi

c(K)= et
& day ta hiéu ring e ” =0, 15 rang ¢(E)=0 khi £ 1a tap cyc. C6 nhiéu dung luong khac
nhau c6 tinh chat nay, nhung dung luong loga ¢ thuan loi trong nhiing lién két gan gui dic
biét voi giai tich phirc. Vi ta chi s& nghién ctru dung lugng loga nén ta goi ngén gon 13 dung
lugng.

Ta bat dau bang cach liét ké cac tinh chat so cap cua no.



Pinh 1i 1.9.2

a) Néu E, c E, thi ¢(E,)<c(E,)

b)Néu Ec0 thi ¢(E)=sup{c(K):K c E,K compact}
¢)Néu Ecl thi c(aE+f)=|alc(E) véimoi a, €l

d) Néu K 1a mét tap con compact ctia [ thi ¢(K)=c(8,K).
Pinh 1i 1.9.3

a) Néu K, 5K, > K, >... 1a cc tp con compact ctia [] va K = ﬂKﬂ thi:

n

c(K)=lim¢(K,)

n—>0

b) Néu B, < B, © B, c... 1a cac tap con Borel ctia I va B= UBn thi:

¢(B)=limc(B,)

n—»0
Pinh 1i 1.9.4 Cho K 1a mét tap compact khong 1a tdp cuc va D 1a thanh phan cta
0, \K ma chtra . Khi do:

g, (z,0) =log|z|-logc(K)+o(1) khi z—>o0
H¢ qua 1.9.5 Néu well va r>0 thi ¢(B(o,r))=r.
DPinh li 1.9.6 Cho K 13 mdt tip compact va q(z):zd a,z’ &day a, #0.Khido:

(a7 (K)) - [C(K )JW.

a



Chwong 2: PHEP NQI SUY TRONG KHONG GIAN L*

¢ Trudc khi di vao cac két qua chinh ctia chuong, ta néu cac khai niém, két qua da biét ctia

khong gian L

2.1. Mot s6 két qua da biét vé khong gian L°
DPinh nghia 2.1.1. Cho khong gian d6 do (Q,,u). Ham f:Q—[ do duoc, véi moi

PE [l; +oo] , ta dinh nghia

(j\f\p du]p khi 1< p < +o0
£, =\
inf{c:‘f(x)‘ <c¢ hkntrén Q} khip = +o0

| B (u) la tap hop cac ham do dugc f:QQ —[] sao cho Hpr < 400

Ménh dé 2.1.2
i) Véi f e L (n), taco |f(x)|<|f], hdu khap noi trén O

ii) Néu feLp(p),geLq(u),%+é:1, p,qe[l;+0] thi fgeL'(p) va

[|feldu <[] -Je], voi 1<p<+e (Bétdang thirc Holder)
Q

(p, q goi 1a lién hiép véi nhau)
H¢ qua 2.1.3.
1 1 1 1

1.Gidsu f e, i=Lk v6i —+—+...+—=—<1.Khido
b, D, Py D

k
£=f.f,..8, e 17 va £, <TIE],
i=l1

2.Néu fe’NL' (Isp<q<w)vare(p,q) thi fel vataco||f

< -el,
. , 1 o l-a
v6i o€ (0;1) thoa —=—+——
r p q

3. Néu n(X)<oo vap<q thi I’ = L', hon nira phép nhung 14 lién tuc:



I#l, <[k ()T Jel,

Dinh Iy 2.1.4. Véi 1<p<eo, (I (n),

||p) la khong gian Banach.
Pinh Iy 2.1.5. Vi 1<p <oo thi tap
S = {f ;12 ham don gin, u({x f(x) = O})<oo } , tri mét trong L? ()

Pinh Iy 2.1.6. V6i f e " (p), thi phiém ham g+ Ifgdu 1a tuyén tinh, lién tyc trén
Q

L' (p) v6i chuan khong vuot qualf Hp . Hon nita, néu 1< p <o phiém ham trén c6 chuan

(i ||p , va moi phiém ham tuyén tinh lién tuc trén L° déu co dang trén.

+»» Nhan xét:

+ Néu pla mot dd do dém duoc trén tap A, thay vi viét khong gian L, ta viét 1a khong gian
[P (A), hay viét tat 1a (P

Mot phan tir cua [P c6 thé dugc xem nhu 1a mot ddy sd phic x={&} va

I, =( e

+Néu p 1a d6 do Lebesgues trén [ *, ta viét (P (D k) thay cho £ ().

o=

&1’1

2.2. Phép noi suy trong khong gian L'

% V6i anh xa tuyén tinh T, duoc dinh nghia trén khong gian cac ham do duoc, va T 13 toan
tir bi chin trén ca L' va L*. Dya vao bat dang thirc Holder, thi I’ (v6i 1 <p <2) déu chira
trong khong gian téng L' + L’. Tu day, nay sinh mot cAu hdi 13 liéu T c6 bi chin trén L
véi mdi p thoa 1< p<2. Cau tra 101 1a c6, va day 1a mot trudng hop dic biét cua dinh 1y noi
suy sau ddy, ma két qua dugc ching minh v6i mot chit két qua cta giai tich phirc hay 1y

thuyét thé vi.

Dinh ly 2.2.1. (Pinh ly n¢i suy Riesz — Thorin)



Cho (Q,u)va (Z,v) la cic khong gian d6 do va T la 4nh xa tuyén tinh tir
L (u)+L" (n) vao L (v)+L¥(v), v6i py,p,.do.q, €[L+]. Néu
T:L" (n)— L% (v) voi |T|<M,
T:I" (u)—> LY (v) véi [T||< M,
Thi véi mdi 6 (0;1),
T:LP (u) > L* (v) véi [T| <My M}
0

q
trongd(') Pe-9e dUQ'CChObé'iZ L:I_G_F_ L:1_9+E

Po Po Pi Yo 9 q

% Trudc khi chimg minh dinh 1 2.2.1, ta chimg minh cac két qua sau:
B0 dé 2.2.2. Cho S, = {z el :|Rez|< 21} , v6i v >0, va lay u 1a ham diéu hoa dudi trén
Y

S, , sao cho vo1 mot héng s6 A nao d6 thoa A <o va a < Y,
u(x+iy)£Ae°‘M ,(x+iyeSY)

Néu limsupu(z) <0 véi moi { €8S, \{oo}, thi u<0 trén S,

z—C
< Nhan xét: v6i ham u(z)=Re(cosyz) = cosyx.coshyy chi ra ring, két qud trén khong
con dung nira khi o=y
Chitng minh bo dé 2.2.2:
Chon s6 B thoa o <B <y, va dinh nghia v: S, >0 vai
v(z) =Re(cospz) = cospx.cosh Py ,(z =x+iye Sy)
Ta ¢4 v 1a ham diéu hoa dudi trén S,
liminf v(z)> li‘minf cos (g—nj.cosh(ﬁy) =
zZ—0 y|o Y
va

oy
u(z) <limsup Ac =0

cosg:.cosh(ﬁy)

li
H?—i:lp v (Z) ly|>e

Theo ding Iy 1.3.4taco u<0 trén S, .



B6 dé 2.2.3. ( Pinh Iy ba dwong thing): Cho u la ham diéu hoa dudi trén dai

={z:0<Rez <1} sao cho v6i mot hang s6 A ndo d6 A< va a <7,

u(x+iy)< Ae™ (x+iyeS)

néu
CELICE o
thi
u(x+iy) <M, (I-x)+Mx (x+iyeS)
Chitng minh:

Xétham u:S — [~o0;0), véi u(z)=u(z) ~Re(M,(1-2)+M,z) (zeS)

Ap dung bo dé 2.2.2, véi y=m,tacod u<0 trén S [

Chirng minh dinh ly 2.2.1:

Cé dinh 6 ¢ (0;1).

Ta xét p,,q, € (L) ; Trudc hét ta d¢ y rang L* (v) c6 thé dugc dinh nghia nhu 1a khong

k
gian d6i ngdu cua khong gian L™ (v)va céc ham don gidn : ) ¢l A, (©; 12 cac sO phirc,
j=1

A, cac tép c6 d¢ do hitu han roi nhau) trii mat trong L™ (u) va L (v)

Cho ¢ 1a ham don gian trén (Q;p), tir tinh d6i ngiu va tinh tri mat, ta c6

(2.2.1-1)

[Tl = sup [ (To)wdv

V6i supremum dugc lay trén tat ca cac ham don gian y trén (Z;v) sao cho ||\|/||q <1.
C)

C6 dinh ham . Goi S={ze[ :0<Rez<1} vavéi zeS, ta dinh nghia ham don gian ¢,

va y, nhu sau:

- Wp{w =), - vl

va dat

= [(T9,)w,dv

Ta c6 F 1a ham lién tuc bi chan trén S , chinh hinh trén S.



Hon nita, néu Rec =0 thi theo bt ding thirc Holder ta co:

Po.
[F(s)]<[To. <M, o]

<M, H‘b@

Ve o AE 5

9o Po

Tuong ti, néu Reg=1, ta co:

Po.
Flel<[ra, vl <Ml bvel, <M. loly

Do d6, theo dinh 1y 3 dudng thing (bd dé& 2.2.3.), ap dung voi u = log|F|, ta suy ra:

Po

o 1-6 Po 0
sg] [Mlnd»ns;j vV

\F<e>\{Mou¢

Tir dinh nghia cta ham F, ta thiy:

J.(Tq))\ydv

X

<M, "M,

Do biéu thirc trén ding v6i moi ham don gian vy, do d6 theo (2.2.1-1) ta cé:

ITof, <Mg"M7o  (22.1-2)
Bay gid dé hoan thanh ching minh, ta cin ching t6 (2.2.1-2) khong chi dung véi ham don
gian ¢, ma dung véi moi ham f e L™ (n).

Véi moi ham f € L™ (), ludn ton tai day ham don gian (¢, ) € () sao cho:

b, ~f], =0
Tir (2.2.1-2), ta ¢ (T, ) la ddy Cauchy, do dé day (T¢, ) hoi tu trong khéng gian Banach
L (v) dén mot ham g thda:

], MM ]

Ta ching to rang, Tf=g (2.2.1-3)
R& rang, (2.2.1-3) dang néu p, = p, hoic p, =p,, do T lién tyc.

Gia stt p, <p, <p,, lay {e,} la ddy s6 duong, va dit

An:{oaeQ:

b, (0)=f ()| >¢, |

Theo bat dang thitc Chebyshev’s. ta c6

¢, 1], )"
L=

n



va tir bat dang thirc Holder,

Po < ||¢n _f”EZ

n - Po—Po
Po e n

(6. = )1, (2.2.1-4)

Mit khac, trén Q\A _,taco g |¢n - f| <1, do do:

Po

Sn_l ((I)n _f>1Q\An P

8n_1 ((I)n _f)IQ\An H: <

va do do:

_Po Do

(6, )1, | <e, "o, -f]"  22.1-5)

Po
(O day ta gia st rang p, < o, nhung bat dang thic cubi thi van dung véi p, = o)

Khi & — 0 thi vé phai cua (2.2.1-4) tién vé 0, va (2.2.1-5) cling tién vé 0 v6i diéu kién 1a
g, = 0 du cham. V¢i ddy (g, ), dugc chon nhu trén, do T lién tuc trén L™ (n) va L™ (p)
nén T((q)n ~f)1,, ) — 0 trong L (v) va T(((I)n —f)lg ) — 0 trong L' (v). Noi riéng, ca
hai ddy tién vé 0 theo d do, va két hop v6i nhau, ta suy ra ring T¢, — Tf theo do do. Mat
khéc, ta dd c6 T¢, — g trong L* (1), nén ta suy ra Tf = g.
Dé hoan thanh chimg minh, ta xét cac trudng hop con lai cia Po>e-
+Gia sir 1< p, <o, va q, =1 hodc q, =, do d6 q, =q, =q,. Khi d6 ta khong can kiém
tra cac gia tri khac nhau cua q nira, va do do6 ta l1dp lai chirng minh trén v4i ham F dugc dinh
nghia:

F(z)=¥(T9,)
véi ¥ 1a mot ham tuyén tinh c6 dinh trén L (v) c6 chuan 1.

+Véi py =1 hodc p, =, tacod p,=p, =p,. Ly f e L (n), ta co:

e, =|Tef " ref
9o

9o

<|reet,, Il
< (M e, (el )
=My "M|f],,

DPinh ly dugc chtrng minh hoan toan



Bay gio ta chi ra hai ing dung don gian cta dinh ly.

% Ung dung thir nhat 1a vé chudi Fourier. Cho T 1a dudng tron don vi, khong gian d6 do

, do
duoc chuan héa thanh d¢ do Lebesgue 2—
T

Dinh nghia 2.2.4: Véimdi f e [ (T) , bién d6i Fourier cua f duoc dinh nghia:
A 17 i) ,~in0
f(n):—‘[f(e )e d0 (neZ)

0

Hé qua 2.2.5: ( Pinh ly Hausdorff — Young)

Néu f e [(T), véi 1<p<2, thi day (f(n)) < (U), voi p' lién hiép véip, va

F(w], <l
Chirng minh:
Ta co
f(n)< izﬂf(eie ) ]e |0 < iﬂf(eie)\de =[]
27 g 21y :
Suy ra : f(n) ) < Hf”1

Mit khac néu f e I (T) , thi theo bat dang thirc Bessel, ta co:
£(n)

Ap dung dinh 1y Riesz — Thorin 2.2.1 vé6i anh xa: T:f > f (n) , ta suy ra diéu phai chiung

, <],

minh.

< Ung dung thir 2 14 tich chap (convolutions). Ta sir dung dinh nghia sau cta tich chép:

Pinh nghia 2.2.6: Néu f,g:[] —[] , thi tich chap cua fva g la:

Ere(x)= [ f(x-y)e(y)dy

khi tich phan nay ton tai.
Hé qua 2.2.7: ( Bat ding thirc Young)



Néu fel?(0) va geld(D), véi —+121, thi frgel (D), voi 2=+ -1, va
P q r p q

£ ], <[], el

Chirng minh:

Co dinh p e[l;00] va f e’ (0 ), goi p’ lién hop véi p
Néu gel” (D ), theo bét dang thirc Holder, ta c6

1 1
resol TPy || e o
Dodé fxgeL”(0) va
I = <[£, el

Néugel (D ) , theo bat dang thirc Holder

o =

[T\g@)\dyf

—00

‘f * g(x)‘ < [Df(x — y)‘p ‘g(y)‘dy]

_ Frg(x) < ( T f(x—y) \g(Y)\dyJ(Dg(Y)\dyjp,

—00

Lay tich phan theo x ta co:
£ g, <[€1, ll,
Ap dung dinh 1y Riesz — Thorin 2.2.1 v6i anh xa tuyén tinh: T:f > f* g, ta suy ra dicu

phai ching minh.



Chwong 3: XAP XI PEU

++ Cho K 1a tap con compact ciia [ , va £ : K —[] 1a ham lién tuc. M6t bai toan téng quat
trong 1y thuyét xap xi 13 xac dinh xem liéu véi mot 16p Fcac ham lién tuc trén K, ¢ thé tim
dugc mot day ham lién tuc (fn) C % sao cho f hoitu déu vé f trén K khong? . Pinh 1y
Stone — Weierstrass chi ra réng, cau tra 101 1a ¢6 néu ¥ moét dai sb tu lién hop va tach cac
diém .

Tuy nhién con cod nhiéu truong hop thu vi khac, ma ¢ day € co thé khong tu 1ién hop, hoac
khong 14 mot dai s6. Ta s& xem xét mot trong cac truong hop nay.

Trudc hét ta xem xét diéu gi s& xay ra khi 16p xap xi @ 13 mot dai s6 cac da thirc. Chu ¥, lic
nay 16p € khong tu lién hop.

Trudc khi trinh bay két qua phan nay, ta dua ra mot vai khai niém lién quan

Pinh nghia 3. 1. Gia sir K 1a tdp con compact cua [] va n>2,

2/n(n-1
3, (K) :_sup{ IT oo, ( ):wl,...,mn eK}
ikij<k
va o, (K) duoc goi la n- duwong kinh cia K.
. 2/n(n—1) )
Mot bo n phan tir o,...,0, eKma supy [ | |o;—o, L@y, ®, € K dat duge tai o
ikij<k

dugc goi 14 bé n diém Fekete ciia K.
Khi K 1a tap compact, mot bd n diém Fekete ctia K luon ludn ton tai, mic du khong

duy nhat. Nguyén li cuc dai chi ra sy thuc né phai nam trén 6 K .

DPinh li 3.2. (dinh li Fekete — Szego) Gia st K 1a tdp compact con cua [J . Khi d6 day
(3,(K)) _, 1a ddy giam va:
lim 8, (K)=c(K)

Chirng minh:



D¢ don gian nhing ky hiéu, trong chimg minh nay ta s& viét &, thay cho §,(K).

Chung ta bit diu bdng viéc chi ra ring day (3,)

n>2

®;,0,,...,0,,, € K thoa:

6n(nJrl)/ 2 _

n+l ®;— O‘)k‘
1<j<k<n+1
Khi d6 vi @,,...,®,,, 1a mdt by n diém trong K,
n(n—l)/2
o, > o;— oak‘
2<j<k<n+l

la day giam. Ldy n>2 va chon

Co tit can + 1 bat dang thirc nhu thé , bat dang thirc th m c6 duoc bang viée bo di nhimg

s0 hang c6 chira ®,,. Nhéan céc bat dang thirc nay v61 nhau dua dén:

n(n-1)/2 n+l n-1 n(n+1)/2 n-l
611 2 H (’Oj — 0y = 6n+1
1<j<k<n+l

Do do §,29,,,
Tiép theo, ta chi ra réng 0, = C(K) véi moi n>2. Néu Z,,Zy,....,Z, €K thi:

2

—n(n 1) P log‘ ‘S logo,

Léy tich phan bat ding thirc nay véi cha ¥ t6i dv(z,)..dv(z,), & day v 1a mot do do can

bang cua K, ta c6 duqc:

I I log‘ zk‘dv(zj)dv(zk)ﬁlogfin

Il 1 1<J<k<n
Do d6 I(v)<logd, dindén ¢(K)<3,, nhu doi hoi.

Cubi cung, ta chi ra rdng limsup3, <c(K). Lay €>0 va xét:

Ke® :{zeD :dist(z,K)Sa}

Lay n>2 vachon o,,,,....m, €K sao cho

6E(n—l)/Z _ H

<k

Véi mbi j, ldy u; la do do Lebesgue chudn tic trén dudng tron 6B(

I e .
:HZuj . Khi d6 I(p) duge cho boi:

w],a), va dat



1 2
I(u):szog‘z—@‘duj(z)duj(w)+FZl;jjlog‘z—w}duj(z)duk(oa)
J i<
Bay gid véi moi j, theo 1.6.4 va hé qua 1.9.5

” log|z—o|dp; (z)dp; ()= I(uj):logs

Hon nira véi moi cap j <k, vi p, la diéu hoa duéi
]

H log|z—o|dp; (z)dy, (o Ipu (o), (o pHj (o)

Vi log‘z - oak‘ la diéu hoa dudi co

Py, ((ok)zjlog‘z—mk}cluj(z)zlog‘mj —(ok‘
Do d6
I(p )>—Zlog8+—210g‘oo mk‘—llog8+—log8
i<k

Vi pn co gid trén K°, ta co:
¢(K#)2 "5, (K)" "

Do d6 limsupd, < C(Ka) vavi € tuy ¥ két qua co dugc do ap dung dinh 1i 1.9.3 (a).

n—oo

|

% Nhiéu két qua quan trong suy ra tir Dinh 1y nay bang cach két ndi né véi su xap xi da
thure.

Vi nhiéu 1y do, nguoi ta quan tdm dén viéc tim cac da thirc q(z) c6 hé s6 sd hang bac

cao nhat bang 1 ma véi né chuan sup trén K
|a = sup {‘q(z)‘ VA= K}

tuong d6i nho. Bay gio ta xem xét mot 10p da thirc nhu thé.
Pinh nghia 3.3. Giad st K 1a t3p con compact ciia [ va n>2. Mot da thiecc Fekete

bdc n cua K 1a mgt da thire c6 dang:

n

q(Z):H(Z_“’j)’

6 day o,,...,», 1a mot bo n- diém Fekete cta K.

Pinh li 3.4. Gia su K 1a tdp compact con cua [ .

(a) Néu g 1a mdt da thirc bac n>1 ¢6 hé s6 cua sb hang bac cao nhét bﬁng 1 thi



Jal” > <(K)
(b) Néu q 1a mot da thirc Fekete c6 bac n>2 thi Hq”in <9, (K) :
Chirng minh

(a) ViKcq (E(o,

dly )) tir dinh 1i 1.9.6 co:

1/n /n
al)) =lali

(b) Gia sir rang q(z):H?(z—wi) , 0 diy ®,0,,...,0, 1a mot bd n diém Fekete cua

c(K)<c[B(o,

K.Néu zeK thi z,o,,,...,o, 1a mdt by n+1 diém trong K, nén

H|Z—a)i| ]i]!:‘a)/ _a)k‘ S5n+l (K)n(n+1)/2
i= j<
va do do:
6n+1
8 (K)n(n—l)/Z - 6

(K)n(n+l)/2 3 6n (K)n(n+1)/2
(K)n(n—l)/Z

a(z)<

n n

Vi z 1a mot diém bt ky cua K, ddn dén két qua can ching minh. B

% Hiéu biét vé ||q||K ciing cho chiing ta thong tin vé q trén mién bén ngoai K. Néu D 1a mot
thanh phén bj chin cua [1,,\K thi |q(z)| <|q], v6imoi zeD theo nguyén Iy cyc dai. Picu

gi xay ra khi D 14 thanh phan lién thong khong bi chin ? Piéu nay duogc thé hién trong két

qua sau

Pinh li 3.5. (B6 dé Bernstein) Cho K 13 tip con compact ctia [ khong 13 tp cuc va
D 14 thanh phan cua 0 \K chtra .

(a) Néu q 1a mot da thirc bac n>1 thi:

[\q(Z)\ Tn <e®C?) (zeD\{u}),

ol

¢ day g, la ham Green cua D.

(b) Néu q 1a da thuc Fekete ctia K bac n>2 thi:



[MJM > oo(7) L%JTD(UD) (z eD\ {00})

all¢
¢ day 1, la khoang cach Harnack cua D.
Chirng minh
(a) Nhan q vo1 mot h'ﬁmg sb, ta c6 thé gia su r?mg né c6 hé sé cua sb hang c6 bac cao

nhat béng 1. Do K khong 1a tap cuc nén tdn tai ham Green trén D. Néu ta dinh nghia
1 1
u(z)=—log|a(z)| -—log|al, ~gp (z.%) (z€D\{x})
thi # 1a ham diéu hoa du6i trén D\ {oo}.

Honnira, do q(z)=z2"+a, 2" +..+az+a, nén

Zl’l

log‘q(z)‘ =log|z"|+log

1+%+...+%z+2—2 =nlog|z|+0(1)

Va theo dinh 1y 1.9.4
g, (z%) = log|7|-logc(K) +o(1)
Suy ra
u(7) =logle| ~logal ~Tog||+loge(K)-+o(1) khi 2.
Do d6 néu dat
u (o) =loge(K)~~log]a],
dan dén u diéu hoa dudi trén D. Bay gio vi D c K, ta co:

) | 1
limsupu(z) < Hlog‘q(g)‘ —Hlog”q”K <0 (cedD)

z—G
Do d6 theo nguyén li cuc dai u<0 trén D. Piéu nay suy ra két qua.

(b) Néu q 1a mot da thirc Fekete, thi dic biét tat ca cac khong diém nam trong K, va
do d6 u diéu hoa trén D. Hon nita tir ¥ (a), u<0 trén D nén ta c6 thé ap dung bat dang thirc
Harnack (xem dinh nghia 1.2.1) cho —u ¢6 duoc:

u(z)=7,(z,0)u (o) (zeD)

Bay gi¢ theo Pinh i 3.4 (b),
1
u(oo) = logc(K)—Hlog”q”K > logc(K)—log 3, (K) .

Két hop hai bat ding thic sau cung nay lai cho ta két qua yéu cau.



% Bdy gio ta bdt dau trinh bay két qud manh hon két qua goc ciia Runge. Trude tién ta gici
thiéu ki hiéu sau:
Cho n =1, K 1a tdp compact trong [] , ta dat

d, (f.K)=inf {||f - p||, :pla da thifc ¢ bac khong qué n}

Dinh ly 3.6. (Pinh ly Bernstein-Walsh)
Cho K 1a tap compact trong [] sao cho [] \K 14 tap lién thong. Néu f 1a ham chinh

hinh trén mot 1an cin mé U cua K, thi ta c6 két qua

1
limsupdn(f,K)H <6<l (3.6-1)

n—o0

o day
sup A ¢(K)>0
9=1c.u (3.6-2)
0 néu ¢(K)=0
Chirng minh:

+ Gia st C(K) >0.Lay I' 1a chu tuyén dong trong U\K ma udn mét vong quanh mdi diém
ctia K va khong bao quanh mdi diém ciia C\U

Véin=>2,goi q, ladathuc Fekete bac n trén K, va ta dinh nghia

pn((D)_ 1 J'f(z) qn(m)_qn(z)dz

_2nirqn(z) 0—2z

Do 9a(®)=4.(2)

1a da thirc bac cao nhét la n-1 theo ®, nén p, la da thirc co bac khong

qua n-1. Ap dung cong thirc tich phan Cauchy véi ham f va thuc hién phép trir ta co:

f(oo)—pn(co):2;4;(_20))?11((?))& (0eK) (3.6-3)

Cho nén,

& day C 1a hang sd doc 1ap véi n. Theo dinh 1y 3.5 (b) , ta duoc



sup ‘qn
K

- “[Sél((lf))]ﬁ

“) va B=supt, (z,)
r

inf|q,
r

5 A -g
o day, o =supe e

r

Do d6

i B
limsupd_ (f,K)i < limsupC“a[Mj =qa

¢(K)

Cuoi cung, vi I' dugc chon nam ngoai moi tap con compact cho trudc cua U, ta c¢d lam cho

n—oo n—oo

o x4p xi voi sd O trong dinh nghia (3.6-2) nhu chiing ta mong muén. Tir d6 ta c6 (3.6-1).

+ Véi c(K) =0. Lay ho cac tap (Kk )k21 la mét day giam cac tap con compact khong 1a tap

cuc cua U, vodi cac phén bu cta ching lién thong, théa K, 4 K. That vay, ta luén léy duoc

day nhu thé, chang han ta xac dinh K, ={z:dist(z,K)<—,k >1}. Do (K, )., 1a day giam

1
k
cac tap compact khong la tdp cuc cua U, nén c(Kk)>O voli moi k>1 va
c(Kk)—>c(K)=O

Néu 0, duogc dinh nghia tuong tu (3.6-2), thi theo ching minh trén ta co:

limsupd,_ (f,K)i <limsupd, (f,K, )i <0

n—oo n—oo

k

D¢ hoan thanh chimg minh ta can chira 0, — 0 khi k — .

Ta dinh nghia,

h ( _ gcoo\Kk(Zaoo)_gcw\lql (Zaoo) khizell \K,
i logc(K,)—loge(K,) khi z = o0

khi do (hk )kZl 1a day ting cac ham diéu hoa trén [ . \K,, theo dinh 1y Harnack , khi do
h, — o hoi tu déu dia phuong hoic h, —h déu dia phuong véi h 1a ham diéu hoa trén
0 ,\K,. Ma do h,()=logc(K,)-logec(K,) >0, khi k —>o0, vi thé, h, - o0 hdi tu
déu dia phuong trén [, \K,. Do d6 g . (z0)—>o déu trén [J _\U. Tir d6, 6, >0

khi k > .



Cht ¥ rang, néu 0, 0,,...,0, la khong diém cua q, trong chimg minh trén, thi

n
D, (coj) = f(coj) v6i mdi j, do d6 p, chinh xéc 1 da thiic ¢6 bac <n -1, va la da thic ndi
suy f tai ®,,,,...,® . Tham chi néu ta khong nhan ra diéu nay, ta van co thé chi ra r@fmg

If -p,

Néu p, la da thirc khac c6 bic <n -1, thi

p.~ol, < 3Jp.(0) (o)

> 0 nhu sau.

=Yt (w,)-p(o,)|<nlt -l

=1

Khi do,

If P,
Lay infimum hai vé theo p, chiing ta duoc

£ =P, [l <(n+1)d, (F.K).

« <[ =Pl +lp =P, < (n+1)f -l

Theo dinh Iy 3.6, ddy d, (f,K) hoi tu vé 0 di nhanh dé dao bao ring

Hf Pl 0.
Dinh 1y Runge ban dau di khong di manh dé chi ra diéu nay. Diéu nay nay sinh mot cau hoi
tir nhién 13 dinh 1y 3.6 c6 dua ra mot toc d6 hoi tu t6t nhat vé sy dan vé 0 cua d, (f ,K) 2.

biéu nguoc lai sau day chi ra diéu do.

Pinh ly 3.7. Cho K la tap compact trong [1 sao cho [ \ K la tap lién thong, va gia
dinh rang K 13 tdp khong mong tai mdi diém cua K. Néu f:K — [ 1a ham lién tuc thoa
(3.6-1) vo1 B nao do ma 6 <1, thi f c6 md rong chinh hinh trén mdt 1an can mé U cua K sao
cho (3.6-2) théa man.

Chirng minh:

Ta c6 K khong méng tai mdi diém thudc nd, nén ta co C(K) >0vag (z,oo) hoi tu vé 0

tai moi diém thudc oK . Do do, ta co thé mé rong g, (z,oo) lién tuc trén [ _, béng cach

LK

d6ng nhat n6 bang 0 trén K. Pat

U= {z el : et k(®®) l}
0

Do do6 U 1a mot 1an can mo cta K sao cho (3.6-2) théa man.

Theo gia thiét (3.6-1), thi ton tai ddy da thirc (pn) , V01 degp,  <n,Vn, sao cho



1
2 <0

limsupr -p,

Ta s& chimg minh ring (pn) hoi tu déu dia phuong trén U. Néu duogc vdy, thi gidi han 1a

mot ham chinh hinh trén U, phu hop véi f trén K, va dinh 1y dugc chimg minh.

Lay L 1a mot tap con compact ctia U. Theo dinh 1y 3.5 (a),

(\(pn —p..1)(2)

pn - pn—l

1
' ()
Z,00 , . N
<e®=*"" yoizel \K va z# .

k

Lay supremum 2 vé trén L ta suy ra:

P, =P, ‘L < yn P, =Py ‘K
o day
g wlze) 1
Y =supe - <=
L 0
Do do

5SY9<1

L% <limsupy

n—o

pn - pnfl

limsup(p, —p,,

Tu d6 suy ra, Z:(pn - pnfl) hoi tu déu trén L, hay day (pn) hoi ty déu trén L. Suy ra diéu
1

can ching minh.
Bay gio ta lai quay lai mot két qua chinh nita ctia phan nay.

Pinh ly 3.8. (Pinh ly Keldysh)
Cho K 1a tap con compact cta [ , sao cho [ \K 1a khong mong tai moi diém cua
OK . Liy A 1a tdp con cua [ \K ma né chira it nhat mot phan tir ciia mdi thanh phan bi
chan cta [ \K . Khi d6 mdi ham lién tuc ¢:0K -0 c6 thé xap xi déu trén 0K v&i mot
ham c6 dang
Req(z)+alog‘r(z)‘ (3.8-1)
voi a€e R, va q, r 1a cdc ham hitu ti sao cho cuc cua q; cuc va khong diém cta r déu thudc

AU oo,

¢ Trudce khi chiing minh dinh ly Keldysh, ta c¢6 ta cé vai nhan xét sau:



+ Tht nhat, 16p € cac ham lién tuc dang (3.8-1) 1a khong gian vécto, khong phai 13 dai so,
vi thé, mot 1an nita dinh 1y Stone-Weierstrass khong ap dung duoc.

+ Thir hai, s6 hang logarit trong (3.8-1) 14 rat can thiét. Dé thay diéu nay, ta ldy K 1a hinh
vanh khin {z:1<|z|<2}. Néu ¢ =Req, v6i q la da thirc hitu ti v6i cyc khong thudc K, thi
theo dinh 1y Cauchy

I 2e")-0(e" ooz [ 1)

0

Va tur o, ta cling co két qua tuong tu , voi ¢ la gidi han cia cac ham nhu vay trén 0K . Mat
khac, tich phan nay khong triét ti€u vdi moi ham lién tuc trén oK .

+ Thir ba, dinh 1y 3.8 khong con dung néu khéng c6 diéu kién [ \K khéng mong. Tuy
nhién diéu kién nay s€ thoa man néu [ \K chi co hiru han cac thanh phﬁn , vi moi diém cua
OK thudc vao bao dong ctia mot trong cac thanh phan nay, va theo dinh 1y 1.7.3, mot tap
lién thong khac mot diém thi khong mong tai mdi diém thudc bao dong ciia né.

Dic biét, didu nay 1a dung néu [ \K lién thong, va trong truong hop nay, ta ciing c6 thé lay

A 1a tap rdng, q la da thire va r 1a hang sd. Luc d6 dinh 1y 3.8 dwoc viét lai nhu sau.

Hé qua 3.9. (Pinh 1y Walsh-Lebesgue) Liy K 13 tdp con compact caa [ sao cho
[ \K 1a tap lién thong. Thi v6i moi ham lién tuc ¢: 0K —[1 c6 thé xdp xi déu trén K boi

mot ham c6 dang Req, vdi q 1a mdt da thue.

Bay gio ta quay lai v6i chimg minh cia dinh 1y 3.8, trudc tién ta xét bo dé:
Bo dé 3.10. Ly K thoa man céc gia thiét nhu trong dinh 1y 3.8, Néu o € int(K) , thi
tdn tai mot do do xac xuit Borel ® trén K sao cho:

log|z — o= j log|z - &|dw(¢)

Chirng minh:
Goi H 1a khong gian cac ham lién tuc h:0K —[] , ma cac ham nay c6 mo rong la cac ham
diéu hoa trén 1an can cua K.

Véi h e H, dinh nghia s(h) la gia tri mé rong cua h tai . Nguyén 1y cuc dai, dam bao

ring dinh ngha hop 1Y, va [¢(h)[< ]|,



Theo dinh Iy Hahn-Banach, & c6 md rong thanh phiém ham tuyén tinh trén ca khong gian
cac ham lién tuc C(@K) , théa man ‘s(f)‘ < HfHaK véi moi f e C(@K) . RO rang 1a,
g(1)=1.Veéi >0, thi

£ = 2(0) = (€] 1= €) <[] 1= 1], <07

Do d6 s(f ) > (). Vi vay theo dinh 1y phan tich Riesz, c6 mot do do xac xut o trén OK sao
cho

e(f)=[fdo (feC(oK))

oK

Bay gio, néu zell \K va h(§)=loglz-¢

,thi heH va g(h)=log|z - |
Tu do ta co,

log‘z—w‘: jlog‘z—g‘dco(é;) (ZEC\K)

oK
Cudi cung, tir ca 2 vé cua phuong trinh trén déu 12 ham nira lién tuc duéi cta z, va do 0 \K
khong mong tai mdi diém thudc K, do do, c6 mot phuong trinh twong tu trén ding véi

moi ze oK.

Ta chirng minh dinh ly 3.8:

Ta s& stir dung tinh d6i ngdu. Theo dinh 1y Hahn-Banach, ta chi cdn chtrng minh moi phiém
ham tuyén tinh lién tuc trén C(@K) , ma chung tri¢t ti€u trén tat ca cac ham co dang (3.8-1),
phai 1a ham dong nhat khong.

Ta ¢6, v6i mdi ham tuyén tinh lién tuc trén C(@K) , c0 thé duoc biéu thi nhu 1a hiéu cua 2

ham tuyén tinh duong, ma mdi ham trong 2 ham d6, theo dinh 1y phan tich Riesz duoc dua
ra bai mot d6 do Borel hitu han trén 6K . Do d6 diéu chung ta can chimg minh nhu sau: Néu

K, 1, 1a 2 do do hitu han trén 0K, sao cho
[ (Req)dy, = [ (Req)dy, (3.8-2)
oK oK

v&i moi ham hitu ti q vdi cuc thude AU oo, va

[ tog|r|du, = [ tog]r|du, (3.8-3)
oK oK

Vi moi ham hitu ti r véi cuc va khong diém thuoe A U oo, thi g, =p,



, thi

That vdy, gia sirrang p,,p, théa (3.8-2) va (3.8-3). Néu |o|

I 1og‘(x)— C_,‘du1 (C)

=jmg
:_; jRe[ jdu g)+1og\m\j1du

-5
(Q)

du, (¢)+ Jlog\w\dul(g)

Va ta cling c¢6 hé thirc trong tu dbi voi 1, . Do vay, theo (3.8-2), ta ¢
I log|0)— Q|du1 (C) = I log|0)— C|du2 (C) (|0)| > sup|§|)
K oK K

Dong thoi, néu A € A va |0 — A| < dist(A,K), thi

=
é!;log‘w—qdul((;) :ajl;logl—(g_k dul(z;)+a£10g\z;—x\dul(z;)

_ _iiim{ )) Jdul(é;)+a'l[log‘é;—7u‘dul(<;)

Ta ciing c6 két qua tuong tir véi 1, , va theo (3.8-2) va (3.8-3), ta co

[ logleo—¢]du, (€)= [ log|e—¢|du, (¢) (Joo— 2| < dist(%,K))

Suy ra: thé vi cta u,va , bing nhau (p, =p,, ) trén mdi tp con md cua mdi thanh phan
ciia C\K. Khi ca hai 1a ham diéu hoa trén C\K thi theo nguyén 1y dong nhat (1.1.4), thi
p, =p,, trén C\K. Khi ching Ia hai ham déu hoa duéi trén C, va khi [ \K 1a khéng mong
tai moi diém thudc oK , thi p, =p, trén oK. Cubi cing, néu w e int(K), véi ® nhu trong
b6 d&3.10, ta 6 :

p, ()= fp (€)do(C)= Ipuz )do(¢)=p, (¢)

Suyra p, =p, trénC. Do dotheohéqual.62taco p,=p,.m
< Dé két thuc phan nay, ta dua ra 2 4p dung cta dinh 1y 3.8. Trong ca hai 4p dung sip trinh
bay dua trén nhan xét 1a cdc ham c6 dang 3.8-1 1a cac ham diéu hoa trén [J \ A va do do6

thoa nguyén 1y cuc dai trén K. Trong hé qua 3.11 ta dua ra sy ton tai nghiém cua bai toan



Dirichlet ma trong truong hop ndy vai tro cia bai toan bién chinh quy duoc thay bang dicu
kién 0 \K 1a tap khong mong tai mdi diém cta oK . Trong dp dung thir 2 ta néu ra sy xap

xi diéu hoa trén K

H¢ qua 3.11. Cho K 1a tap con compact cua C, sao cho C\K la khong mong tai moi
diém cia 0K . Khi d6 v6i mdi ham lién tuc ¢:0K — [ , ton tai duy nhat ham lién tuc
h:K — 0 sao cho h diéu hoa trén int(K) va h = ¢ trén oK .

Chirng minh:

+ Su ton tai: Theo dinh ly 3.8, ton tai ddy ham diéu hoa (h,)trén 1an can ciia K sao cho:

h,—>¢ déu trén 6K . Theo nguyén 1y cuc dai,

h, —h [ =|h, —hy|, véi moi mn. Do

vay, nén tr (h,) la ddy Cauchy hoi tu déu trén 0K, nén (h,) ciing la day Cauchy hoi tu
déu trén K.

Do d6 (h, ) hoi tu déu vé mot ham h théa man tat ca cac yéu cau clia hé qua.

+ Tinh duy nhét: Gia st c6 h’ thoa cac diéu kién cua hé qua 3.11, ta ¢ h=h’ trén JK , nén

theo nguyén 1y cuc dai 1.1.3 thi h=h’ trén K. B

HE¢ qua 3.12. Cho K 1a tap con compact cua C, sao cho C\K 1a khong mdng tai moi
diém cua 0K . Lay A 1a tap con ctia C\K ma no chira it nhat mot phan tir ciia mdi thanh
phan bi chin cia C\K. Néu h:K — 0 lién tyc trén K 1a diéu hoa trén int(K) thi h c6 thé xap
xi déu voi mot ham diéu hoa trén [ \ A .

Chirng minh:

Theo dinh ly 3.8, ton tai ddy ham (h,) diéu hoa trén [J \ A sao cho h, —h déu trén oK.

Theo nguyén ly cuc dai , v6imoin. Vivay, h, >h déutréen K. m

h, ~hf =[h, h]

oK’



Chwong 4: PHEP NQI SUY BOI CAC HAM PIEU HOA
DUONG

% Trong chuong nay, ta dua ra bai toan ndi suy trén mot noén cac ham diéu hoa duong va
mo ta hinh hoc diy ndi suy twong tng. Trong muc 4.1 ta dua ra mot s kién thtrc chudn bj
dé phat biéu va chirng minh bai toan ndi suy. Muyc 4.2, ta phat biéu va chimg minh bai toan
ndi suy ( dinh 1y 4.2.2). Va cudi chuong ta phan tich cac diéu kién twong dwong véi diéu
kién bai toan nodi suy dé mot diy cac diém tach duoc 1a diy ndi suy boi cac ham diéu hoa

duong ( ménh dé 4.2.8).

4.1. Céc Khai niém chuan bi:
Goi h* =h*" (D) 1a nén cac ham diéu hoa dwong trén dia don vi D cia mit phang phic.

Dinh nghia 4.1.1. Khoéang cach hyperbolic B(z;oa) giita 2 diém z,0 €D 1a:

Z—O

1+1 —
B(z0)=log, — 21 (4.1.1-1)

1— Z—0

-0z

+* Nhan xét:

B(z;0)=log, 1, (z;®) v6i 1, (z;0) 1 khoang cach Harnack gilta z va o.

Pinh nghia 4.1.2. Dy c4c diém {z,} trong dia don vi dugc goi la tach néu
infB(z,;z,,)>0

n#m

Pinh nghia 4.1.3. Cho tap E c D, ta dinh nghia

E"={£edD:1& € Ev6i mOt gid tri r théa 0 <r <1}

E" duoc goi la tap hinh chiéu theo ban kinh cta E 1én 8D

Dinh nghia 4.1.4.
+ o, (2,G) duge ki hiéu 1a d do diéu hoa trong D clia taip G < 6D tir diém ze D,

voi



+ ©(zE;D\E) 1a d6 do diéu hoa trong D\E ctia tép E tir diém ze D\E
Pinh nghia 4.1.5. Diy cac diém {zn} trong dia don vi dugc goi 1a day ndi suy trong

khong gian H” ,cac ham di€u hoa bi chan trén dia don vi, néu védi moi day so thuc duong bi

chin {w,} déu ton tai ham ue H” sao cho u(z,)=w, , n=12,..

Pinh Iy 4.1.6. Day {z,} 1a ddy ndi suy trong khong gian H” (D) khi va chi khi day

1
l1-|z,|) <00
O day, supremum duwoc ldy trén tdt ca hinh vudng Carleson dang
Q={rei9:0<l—r</(Q),

Dinh 1y dugc trich trong [7]

la tdch duoc va sup

0—0,|</(Q)} véi mot 6, ndo d6 thuoc [0;2r).

Ta s€ n6i r6 hon vé cac hinh vuéng Carleson trong phan sau

4.2 Phép ndi suy béi cac ham diéu hoa dwong:
< Néu u eh”, bat dang thirc Harnack c6 dién ( dinh 1y 1.2.1) chi ra:
1—|Z| < u(z) 1+|Z|

1+‘z‘ < u(O) < 1_‘2‘ vo1 Vze D

Két hop v6i (4.1.1-1), tacd [log, u(z)—log, u(0)|<p(z0)
Qua tu ding cAu trén dia tron, ta suy ra:
‘log2 u(z)-log, u(m)‘ <B(zw), VzzoeD

Do d6 v6i moi ueh’, mot diy cac diém {z,} =D, va ddy tuong Ung cac gid tri
w, =u(z,),n=1,2,.... dugc lién két boi :

log, w, —log, w,|<B(z,;2, ), n,m=1,2,... (4.2-0)
Tuy nhién, khi cho mot day céc diém {z,} = D, né khong thé ndi suy bdi mot ham trong
h* v6i moi ddy gié tri dwong {w,} thoa man diéu kién so sdnh & trén, trir khi ddy {z,} chi

c¢6 2 diém. Thuc vay, dé c6 bat dang thirc (4.2-0) voi 2 diém r0i nhau z,0 € D, doi héi u 1a



nhan Poisson, va nhu thé khong thé noi suy véi nhidu gia tri hon. No6i cach khac, (4.2-0) 1a

qua rong, nén ta s€ xem x¢€t van dé nay theo hudng sau:

Dinh nghia 4.2.1. Mot day céc diém {z,} trén dia don vi D goi la day noi suy trong
h* néu tén tai mot hing sb € = 8({Zn }) >0 sao cho moi ddy gié trj dwong {w,} théa mén

‘log2 u(z,)-log, u(zm)‘ <eB(z,;2,), n,m=12,...
déu ton tai moét ham u e h* vai u(z,)=w,,n=1,2,....
% Nhan xét rang, khai niém 4.2.1 c6 tinh bat bién bao giac, nghia 13, néu {zn} la mot day
ndi suy v6i h*, thi diy {r(zn )} cling 12 day ndi suy, voi moi © 1a tu dong cau trén dia tron
don vi.
% Sau day 14 két qua chinh cta chuong nay

Dinh Iy 4.2.2. Mot day cac diém tich dugc {z,} trong mot dia tron don vi 1a day noi

suy voi h* khi va chi khi ton tai cac hiang s6 M>0 va 0 < o <1, sao cho:
#{zj:B(zj;zn)s@}SM?‘g,vé’i moin,=12.... (4.2.2-1)

% Thong thudong d6i véi bai toan ndi suy loai ndy, viéc mo ta hinh hoc cta diy noi suy

duoc cho theo didu kién day dic, ma cho ta biét ring ddy ndi suy khong qua day dic.

S6 2 trong (4.2.2-1) c6 1a do su chuén tic hoa khoang cach Hypebolic. Nguoi ta chon
su chudn tic héa ndy vi né phu hop hoan toan véi phén tich nhi phan. O cudi chuong nay ta
s& chimg minh mot s diéu kién twong dwong vai diéu kién 4.2.2-1

Khi nhan xét diéu kién 4.2.2-1 theo quan diém ddy, thi diy thoa diéu kién 4.2.2-1
thua thét hon ddy chi 1a ddy tach duoc. Thue vy, mot day céc di€m {z,} < D 1a hop hiru
han déy tach duoc néu va chi néu 4.2.2-1 dung véi o =1

Ta ciing an luu y rang, trong diéu kién 4.2.2-1, ngudi ta dém cac diém trong day ma
khoang cach hypebolic dén mot diém cho trude trong diy z, nho hon [.

Chirng minh dinh ly 4.2.2:

I. Diéu kién can:
Gia st {z,} = D 1a ddy ndi suy v6i h*, ta can chimg minh ton tai hang s6 M>0 va 0 <o <1

sao cho (4.2.2-1) thoa man.



Cho EcD, theo bd d& cbd dién Hall, ton tai mot héng s6 C >0 sao cho
©(0,E,D\E) > C|E"| véimoi ECD.
Ta xét bd dé:

Bo6 dé 4.2.3: Ton tai mot héng s6 C>0, sao cho v&i moi ueh® va A >0, thi ta co:

zeD:M>K Sg
u(0) A
Chirng minh:
Ta c6 thé gia sirang A >1. Cé dinh ueh®, goi E :{z eD:u(z)> ku(O)}

Theo nguyén 1y cuc dai ta co:

u(z)>2u(0)o(zE,D\E), zeD\E

Cho z = 0, tr bat dang thirc trén ta c6: o(0,E,D\E)<—, va 4p dung b6 dé Hall ta c6 diéu

1
A
phai chimng minh.®

Ta quay lai chimg minh diéu kién can cua dinh 1y:

Do tinh bét bién bao giac nén ta chi can chimg minh véi z, la diém gdc. Vi thé, gia sur rang,
z, =0 va o, =2%"% k=1,2,...
Ta co:
‘log2 u(z,)-log, u(zm)‘ = S‘ﬁ(ZH,O)—B(Zm,O)‘ <eB(z,;2,), n,m=12,...
Do d6 ton tai ueh”, sao cho u(zk) =o.,.k=12,..
Goi D, la dia Hyperbolic c¢6 tdm z, , ban kinh hyperbolic béng 1.

Theo bo dé Harnack, va do B(z,,z)<1,zeD,, suyra
log, u(z, ) < log, u(z)+1< u(z) 2%
Véimoi ze Dy, k=1.2,...
Dit A(j) 1a thp céc chi sd k, tmg véi z,, thoa j—1<B(z,,0)<j , j=12,....
Tir u(0)=1va cac danh gia trén,ta co:
log, 2u(z) > log, u(z, ) = log, 2" > g(j-1)

= u(z) > el



Ap dung bo dé 5.2.3, ton tai héng s6 C>0, sao cho

U D, ||<c, 2!
kEA

Vi, {z,} 1a ddy tach duoc, va cac dia {D, } 1a tya roi nhau, nén

Z (1 Zk)<C' Z ‘D

keA(j) keA(j

g(1-j)

Do 1-|z,| so sanh dugc véi 27 véi moi k € A(j), nén
#A(j)<C 2"

Cho j=1,2,...,0 cong tat ca lai ta co: #{z, :B(z,,0)<t}<C,2" . m

1. Piéu kién dii:
Ch day {z, } tach dugc va thoa 4.2.2-1, va day c4c gié tri duong {w,} thoa man diéu kién so
sanh |log, w, —log, w,,|<eB(z,;z,,), n,m=12,.... Ta phai tim ham ueh", sao cho
u(z,)=w,,n=12,..... Ap dung bd dé Farkas trong giai tich 10i , thay vi xdy dung truc tiép
ham u € h* noi suy, ta chi can chimg minh rang: véi moi phan hoach ddy {z,} thanh 2 day
con roi nhau, {z,} =TUS, déu c6 mot ham u = u(T,S)eh" sao cho

u(z,)>w,, khiz, eT

u(z,)<w,, khiz, €S
Viéc xay dung ham u nhu thé dugc chia thanh ba buéc:
Buéc 1 (chitng minh diéu kién di cia dinh 1y 4.2.2):
Ta c6 két qua sau trong giai tich 16i. Cho €,,€,,...,e. la hé vecto ctia khong gian O-clit [ a4

B dé Farkas khang dinh rang, mot vecto eel] ¢ thudc non sinh boi {e,:i=1,2,...,m},

nghiala e= ) Ae voimoOt A. naodoma A. >0,i=1,2,...,m, khi va chi khi (x,e) <0 voi
g 171 1 1
i=1

moi vecto x €[] ¢ ma <x,ei> <0,i=12,...,m.(xem [HL]).

Trude hét ta ching minh b dé sau:



B0 dé 4.2.4: Lay {z,} 1a ddly c4c diém rdi nhau trong mét dia don vi, va lay {w,} 1a
ddy céc gia tri duong. Gia thiét ring, moi phan hoach cta ddy {z,} =T US thanh 2 diy con
roi nhau T va S, ton tai u=u(T,S)eh’ sao cho u(z,)=w,, khiz, €T, va
u(z,)<w,, khiz, €S.Khido ton tai ueh’ sao cho u(z,)=w,,n=12,...

Chirng minh:

Ta c6 thé gia thiét, ca hai diy cac diém {z,} va day gia tri bao gdm d diém hiru han. Xét tap
tat ca cac phan hoach {z,} =T, US,, k=1,2,...,m clia ddy {z,}. Theo gia thiét, c6 ddy cac
ham twong tmg u,,u,,..,u, €h’ sao cho u (z,)=w, néu z, €T, va u(z,)<w, véi

z, €8S, , Xt cac vecto:
Ui = (ui (21),0;(2)501 (Zd)) ,i=1,2,...,m

d
Néu x e[1¢ thoa <x,ui>s 0,i=1,2,...,m, nghia la Z:ui(zn)xn <0,tadat F={z :x, >0}.

n=1
Khi d6 F=T,, vé6i mot k ndo d6, va dit S, ={z,}\F. Theo gia thiét c6 cac ham twong tng
u, théa x,w, <x,u,(z,) véi moin=1,2,...d

Vi thé nén

Tu do, theo bo dé Farkas, W:(wl,wz,...,wd) thuéc vao nén sinh bdéi hé vecto

m

{w;:1=12,...,m}. Vi thé ton tai A, >0, i=1,2,..., m sao cho u(z):Z:k.ui(z)eh+ va

i
i=1

u(z,)=w,,n=1,2,....d. ®

Buéc 2 (chitng minh diéu kién di ciia dinh 1y 4.2.2):

O bude thir 2 ndy ta s& xdy dung day cac tp con doi mot rdi nhau {G,} cua duong tron don

n

vi khong phu thudc vao cac do do diéu hoa {m(zn,-) ‘n= 1,2,...} . Khai niém chinh xac cua

{G,} duoc dua ra trong két qua sau:



Bo dé 4.2.5: Cho {z,} 1a ddy cac diém roi nhau trong dia tron don vi, va chung thoa
man (4.2.2-1). Khi d6 véi moi 8> 0, ton tai cdc s6 N=N(8)>0,n=n(8)>0 va cic tap

con {G, } roi nhau d6i mét cua duong tron don vi sao cho:

o z,, |J Gy |21-8,n=12,.. (4.2.5-1)
keA(n)
Va
> 2" e(z,,G,)<8,n=1,23...  (42.52)
kEA(n)

& ddy, A(n)=A(n,N) 1a tap cc chi s k sao cho B(z,,z,)<N.

Trude khi chiing minh bd dé trén, ta dua ra cac khai niém. Cho mot diém ze D va C>0,
ta dinh nghia:
I(z)= {eie : —Tc(l —|Z|) <0-Agrz< n(l —|Z|)}
,e’ e I(z)}
CI(Z) = {eie : —nC(l —|z|) <0-Agrz< nC(l —|z|)}

), ¢ eCl(z)]

V4

Q(Z)z{reie 0<l-r<1-

CQ(Z)z{reie :0<1—r£C(1—‘z

Q(2)

1(2)
Nhén xét: Néu C(1-|z]) 21, ta c6 CI(z)=0D, CQ(z) =D
Khi z=z, e{z,} takihiéu I, =1(z,)

Pé chig minh b6 dé 4.2.5 ta can chimg minh 2 bo dé sau:

B0 dé 4.2.6. C6 dinh mots6 &> 0, ton tai M, =M, (8)> 0 sao cho:
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Chirng minh:

K3

Néu z, =0, layM =1, tacoco OI jL‘ 2’;‘ ~Too

mi

Néu z, # 0, ta c6 nhan xét: ton tai hang s6 C, >0, sao cho

e" — zk‘ >C,|t—Agrz,

I-|z,[ de]
2n &‘Zk‘z

(6 day, My la héng s6, s& dugc chon sau)

T 0(z,,0D\M,L, ) =

SD\M,],

Suy ra
1_‘21(‘2 Todx
oD\M_ I, )< ———— el
CO(Zka 0 k) TEC02 RMO(_I[_Z]‘) <2
1-|z| 1 I
,OD\M, I, ) < Kl <
o
Chon M, = ZC(Z)S ,ta co: @(z,,0D \MI )<ﬁ
= w(zk,MOIk):w(zk,GD)—w(zkﬁD\Mol )>1_%

[ |
B0 dé 4.2.7. C6 dinh M>0, t6n tai mdt hing s6 C=C(M), sao cho véi moi cp diem

z,weD, va we20MQ(z). Khi do

1—
‘B(z,w) —log, -
Chirng minh:
Ta c6 the gid sir ring z,w € D\ {0} .
Ta c6: [1-wz| > (1-|z||w|) 21—
Mt khéc: do w € 20MQ(z), nén

0< 1—‘W‘ < ZOM(I —‘ZD va ‘Agrw - Agrz‘ < n20M(1 —‘ZD



\1_v—vz\:\w\‘é_z
w

iAgrw iAgrz

< |W| ‘_ _ eiAgrw

+

v —€

+ ‘elAgrz _ ZU

<wf[=—e e

w

iAgrw + ‘eiAng _ eiAgrz ‘ + ‘eiAgrz _ ‘Z‘ e

<(20M +20Mn +1)(1-|2)
Ta suy ra: 1-|z| <|l-Wz] <K (M)(1-|7]) (4.2.7-1)
v6i K(M)=20M +20Mn +1.

Ta lai ¢6 [L-wz[" =[z—w|" +(1-[)(1-|w[")

ZJ

Ta suy ra:

V4 Z—W

2
W j —log, (1—
wz 1

-WZzZ

B(z,w)=log, [1 +

_ l—z2 l—W2 _
:210g2(1+ z :’K/D—log2 ( ‘ ‘ )(_ J ‘ ) =C, +log, —1 ‘Z‘
1-wz |1—wz| 1—|W|
= C, :B(z,w)—log{l_MJ (4.2.7-2)
1=|w

volr C, =2log, (1 +

S (1))
1-wz &2 1—|w| & |l—v_vz|2

Do (4.2.7-1), nén ta co

1og{(lizlz)(llwlz)}logz((llzlz)(l|w|2)}210g2[(1|z|2)(1|w|2)]

1= K2 (M) (1-[2])

= log, ((1+|7])(1+|w])) ~log, [::—HJ > log, [(1 ~2| )(1 ~|w| )]

7]
w ‘1 — Wz‘z

1|

1=|w]

10 (1+2) (1 ) 21, K)o

|



= log, ((1+‘ZD(1+‘WD) > log{ 1—|Z| ]+log{(1|2| )(1—|W| )}

1w/ 1w

>log, ((1 + |Z|)(1 + |W|)) —2log, K (M)

:,_1og2((1+|z|)(1+|w|))<_10g2[1IZIJ_logz[(l“Z‘ J(1-I )]

[

o -
< -log, ((1 +]2])(1+ |w|)) +2log, K(M)

Z—W Z—W

= 2log, (1+ " WZD —log, ((1 +‘ZD(1+‘WD) <C, <2log, (1 + " j
—log, ((l+‘z‘)(l+‘w‘))+210g2 K(M)

= -2<C, <2+2log,K(M) (4.2.7-3)

—WZ

Tir (4.2.7-2) va (4.2.7-3) ta suy ra diéu cAn chirmg minh. ®

% Bay gio ta quay lai chung minh bo dé 4.2.5:

Dé xay dung céc tap {G,} theo yéu cau bo dé, ta 1an luot thuc hién qua 3 giai doan sau:
1. Véimdi z, €{z,} va L >0, ta s& xdy dung céc diém z! (k) e D véi I(z,) = 1(z!(k))
va thoa:

n

> (1= (0)) s (1-]z]) véimoi 7, e{z,}  (425-3)
e

2. Tatiép tuc xdy dung cac tap E, < 0D, véi E, NE; =4, néu B(zk,zj) > N sao cho :

w(zk,Ek)zl—% (4.2.5-4)

Khi xay dung E,, ta sé& sit dung cic diém z! (k) & giai doan 1 thoa danh gia (4.2.5-3) & trén
voi A duoc b dinh du nhé.
3. Cudi cung ta s& xay dung cac tdp G, d6i mot roi nhau va thoa diéu kién (4.2.5-1) va
(4.2.5-2)
Cu thé nhu sau:
1. Xay dung cic diém z! (k) eD

C6 dinh 8> 0, 4p dung bo dé 4.2.6 , ton tai mot hang s6 M, = M, (8) sao cho
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C6 dinh z, €{z,}. Ldy y=7y(a)>0, la mdt s6 nhé ma ta s& chon co dinh sau. Véi moi
z, € 20MQ(z, ) v6i B(z,.z, )2 N, ta dinh nghia z/ (k) nhu mot diém thugc D thoa méan 3
diéu kién sau:

) Agr(z,)=Agr(z (k))

i) B(zl(k).z,) =7B(2.2,)

i) |zl (k)[<]z,]
& day N=N(y,M,,1) 1a mdt s6 16n, ta s& co dinh sau. Noi riéng, N s& duoc chon du 16n

sao cho z! (k) € 20M,Q(z, ) véi bat ki diém z, € 20M,Q(z, ) théa méan B(z,,z,)=N.

20M,Q(z, )

.Zk

° 7z, oD

_ 1— !
B(2.2, )~ log, _lj‘l <C = [B(z.2,) logz(l_‘ZkD <vC,
1-|21 (k)
B(Zl(k)azn) log, 1_Zn| <G,

=

. (l—wj@g\zuk)\{l—\zkwf i C ot i s o e
< voi C 1a mét hang so phu thude My)

l—|zn| 1—|zn| B 1—|zn|



Vi thé, ta co

o0

> (-EE)-k)TY X () @259

2,€20M(Q(z) =Nz, eZOMoQ(;k)
B(Zk \Zy )ZN J<B(Z \Zy )<_]—1

Néu z, € 20M,Q(z, ) va j<PB(z,.z,)< j+1, thi theo b6 dé 4.2.7, ta lai co:

1—
B(Zn,zk)—log2 |Zn| = Kl(MO)
1-[z,|

= —KI(M0)+B(zn,zk)£log2 —

L 23(2 Z) - ‘Zk‘ Bzt
= PRI (M)

2K1(M0) _
= 1-|z,| < (1-]z])- > =(1-|z,]).27 K (M,)
=3 1-|z,| <K (M,)27 (1-|z,])

Lai do diéu kién (4.2.2-1), nén vé phai cua (4.2.5-5) bi chin boi

K (M, ) (1) 2 M52 = MK (M )™ (1 [z ) 2524
=N =N
Do 0<a <1, chon y>0 du nho sao cho a+Cy <1, theo cong thiic tinh tong cip sd nhan
10i v6 han, ta c6 vé phai cua (4.2.5-5) bi chan bai

N(o+Cy-1)
MK (M,) ””’(1 \k\)z -

1 20L+Cy 1

V61 A >0 cho trude, chon N du 1on thi ta co

> (1|2 (1)) < 2(1-]z]) véimoi 7, e{z,} m

Z, EZOMOQ(Zk)
B(zy .z, )2N
2. Xay dung cac tap E, < dD
V6i mdi 2! (k), ta ki hidu I (k) =1(z! (k)). C dinh M, >0 va N>0, ta dinh nghia:
B(k)={z, :|z,|2

Bay gio ta s& chimg minh rang tap E, =ML, \ | J I’ (k) thoa man diéu kién:

z,eB(k)

aB(Zk’Zn) 2 N’Zn € 2OM0Q(Zk)}



)

m(zk,Ek)21—E (5.2.5-6)
Taco: 1< e”—zk‘+‘zk , Vit
= -z, | < e"—zk‘
= (1—‘21(‘)2 < eit—zk‘2

1—‘21{‘2 < 1+‘zk‘

= >
eit_zk‘2 l—‘Zk‘
Suy ra:
1"“21(‘ dt 2
, I'(k)|< —<— -1z (k 4.2.5-7
(D[Zk zneLBJoo ( )j znezls(kﬂ—\zk 1;!1()2“ 1-[z, znezBm( A )D ( :

Theo giai doan 1, ta c6 vé phai ctia 4.2.5-7, phai nhé hon 2

Mt khac, tir (o(zk,Ek):m(zk,MOIk)—o{zk, U Ig(k)J

Z, eB(k)

Tur bo dé 4.2.6 ta duge: o(z,,E, )= 1—%— 20

Ta chon A du nho thi o(z,,E, )> 1—%.

Do M,l, cI(k), nén tir dinh nghia cia tap cac tap E, ta c6 E, NE, =@, néu

B(zk,zj)>N .
3. Xay dung cac tap G, :

Biang c4ch hoan déi vi tri, ta xép xép day {z,

} sao cho day {1—|zn|} giam. Voi mdi diém

z, ta s& xdy dung twong ing mot tip G, c E_  dé ho cac tap {G,} d6i mot roi nhau va

thda (4.2.5-1), va (4.2.5-2). Viéc xay dung G, duogc thuc hién bang quy nap va dam bao

rang {G,} roi nhau d6i mot va théa 4.2.5-1.

Liy G, =E,, tacé o(z;G;) =0)(21,E1)21—%21—6

Do do6 (4.2.5-1) théa véi n=1



Gi4 su rang ta da xdy dung dugc cac tap con do1 mot ro1 nhau G,,G,,...,.G i cua dia tron

don vi thoa:

o{zn, U GkJZI—S,Vérinl,L...,j-l
k<n keA(n)
Cac tap G i duoc xay dung theo 2 truong hgp sau:
1) Néu B(Zj,{zl,zz,...,zj_l}):inf{B(zj,zk):k:1,2,...,j—1} >N, ta dinh nghia GJ- =E;.
Theo 5.2.5-6, ta co
o{zj, U GkJZm(zj,Gj)ZIS
k<jkeA(j)
Bay gio ta chirala G, NG, =(J v6imoi k=1,2,...,j-1. Mado G, cE, va Gj c MOIj, nén
ta chi can chira ML, NE, =@ ,k=1,2,...j-1.
Cé dinh k=1,2,...,j-1. ta xét 2 truong hop:
+Neéu z; € 20MQ(z, ) : T M, = I (k) va E, @ ML, \[ JI!(k), taco ML, "E, =@ .

+Néu 7; 2 20M,Q(z, ) : Tir [7;] >[z,], ta c6 M,I; A M, I, =@, nén M,[; \E, =&

2) Néu B(zj,{zl,zz,...,zj_l}) <N, ta xét tap
F=F(j)= {k e{l,2,...j—-1} :B(zk,zj) < N}
ta co 2 truong hop sau:

+ Néu w(zj,Uij >1-0, thi ta dinh nghia G; =¢J. Luc ndy ta cling co:

keF

w[zj, U GkJZI—S
)

k<jkeA(]

+ Néu oa(zj,Uij <1-9, ta dinh nghia: G, =E; \UGk . Twong tu nhu trong truong hop

keF keF

(1), taco G, NG, =D véi moi k=1,2,...,j-1

Va ta cling co: c{zj, U Gk)Zw(zj,Ej)Zl—S
)

k<jkeA(j



Vi véy theo nguyén ly quy nap ta da xay dung duoc ho cac tap con {G, } d6i mot roi
nhau cua dudng tron don vi va thoa 4.2.5-1. Bay gio ta chi con phai chung t6 ho {G,} thoa
diéu kién 4.2.5-2, nghia 1a, ton tai n=n(8) >0 sao cho:

kB(Z)>N2"ﬁ(zk’z")w(zn,Gk)SS, =1,2,..

Codinhn=1,2,.... Ta xét 3 tap chi sb sau:
A={k:B(z.,z,) 2N,z €20M,Q(z, )}
& ={k:B(z.2,) 2N, 2M,I, "\M,I, =T}
e ={k:B(z.2,)2N.kg AUB}

Bay gio ta phan tich tong trén thanh 3 phan

S 20,6 =(A)+(B)+(0

k:B(Zk Zn

voi (A)=> 2" (2,,G,)

keA

(B)=22"""o(2,,G,)

(C)=2.2"""(z,.Gy)
keé
20M0Q(Zn)
e .
\\ o Zn
. 777

{

\
Mol oD

- Vé6i mdi z, trong phan (A), ta ¢6 z, € 20M,Q(z,). Tt G, = M1, theo dénh gid cua

2
1—|zn| _< 1+|Z“|,nén

nhan Poisson, chi ra rang

-z,

it
e -z,



ZMoIk e' -z, o |z,
l-|z
= (2,,G,)<2 0( _Izk})

Vi thé, néu z, € 20M,Q(z, ), ta 6
o(2,,G, )< C2P)  v6i €=2M,2°M)
- V6i mdi z, trong phan (B), ta co 2M,I, "M,I, =O.

Ta c6 voimoi e" eI, , ton tai hang so C, = C,(M,)> 0 sao cho:

it o
€ —zn‘ >C, ‘1—znzk‘

T do thi

a1l e (o)

= — =L My
2
Mo, C; ‘I—ank‘ 2n

‘l—znzk‘

Twong tu nhu cach chimg minh bo dé 4.2.7, ta thay t6n tai hang s6 C, > 0 sao cho

B(2,.2,)<C, —log, (1_‘2“‘ )(l_w )

‘l—znzk‘

= oz Gk)sc.z“*(Zu’Zk) véi C=C"M,2%

n’

Vaytaco:  (A) <c Z 2< DB(zi7n)

B(zy .2y, )

Mit khac tir diéu kién 4.2.2-1, ta ¢6
> 2 <Mty =12,

kB(zy .2, )<

Do 0<a<l, tacé thé chon 0<m=n(a)<l-a, licndy ta cé oo+n—1<0. Vi thé, cong

ve theo vé tat ca cac danh gia trén véi j> N, ta co:

B)<CY Z 2 ) <y Mot

JNkBZkz =N



2(n+a71)j

= (A)+(B)£CM1_2W_1

Lay N>0 du 16n, ta s& ¢6 (A)+(B) < g

Bay gio viéc danh gia tong (C) phu thude vao cach chon hing s6 vy > 0 xuat hién trong cach
xdy dung tap {E, }. Cé dinh z,, xét tap

U(n)= {zk :B(2.2,) = N,z, € 20MQ(z,),2M,I, "M,I, # @}

Khido: ()= > 2"™*"e(z,,G,)

z,€U(n)
Nhan xét rang, néu z, e U(n), thi ‘zk‘ <lz,| va z,e3MQ(z). Dic biét,
z, € 20M,Q(z, ), nén theo cach xay dung céc tap {G, }, ta co G, = M, \I! (k). Do vy
1-|z,[ |de 1-|z, [ |dg
o || RIS | TRl
Molk\lg(k)|g_zn| T o) |E.'_Zn| n

va vé1 phép doi bien cho mot hang s6 C, >0, sao cho

o(z,,G, ) < Cy(1-|z,|) T — <C, (4.2.5-9)

Nhan  xét  riang, néu z,€U(n), thi z, thuoc  goc Stolz:

L, (Mo) = {z eD: ‘Z _ o,

<11M, (1—|z|)} v6i dinh €™ va phy thuéc vao M,. Vi

OM L, "M, =@ din dén |Agr(z,)-Agr(z,)

<10M, (1-|z])

= |z - <M, (1=, ))

bat V(n) ={zk el, :B(z.z,) 2N,

z,| <z, |}
Ta co

(€)= Y 2" e(z,,G )< Y 2" a(z,,G,)

Zy eU(n) Zy eV(n)

al=

. S I B 21 1-|z; (k)| _(1-|z,
Theo chimg minh trén, < <

Cy
" | | J , vatur (4.2.5-9) ta duoc:

C_ly
©sc, T 2 tiabisc, ¢ w1l

z.eV(n) - 1= ‘Zk‘




Vi z, €3M,Q(z), theo b6 d& 4.2.7, ta co

Bla)-log: |41 <C(M,)

~[zal  et-psn

_‘Zk‘

Do do

(C)Scszc(Mo)C*‘y Z Z(n—C’ly)B(zk,zn)

z,eV(n)
Do ddy {z,} 1a tach duogc, nén ton tai C, =C,(M,)> 0, sao cho véi moi j>0, thi s6 cac
diém z, € V(n) ma j<P(z,,z,)<j+1 khong hon C,. Vi thé
(C)<C,C, 2 vy e
j=N
Chon M >0 di nhé sao cho n—C 'y <0, va twong tu nhu trén, ta lay N >0 du 16n thi ta

duoc
)
C)<—
(©)<2

Vay, ta da chung minh duoc:
(A)+(B)+(C)= Z 2 o(2,,G ) <8, =1,2,...

ZkZ >N

Budéc 3: ( ciia chitng minh diéu kién dii ciia dinh 1y 4.2.2)

Trong bude ndy ta chimg minh rang véi phan hoach {z,} =T US va céc tap {G, } da
xdy dung ¢ trén s& dugc dung dé chi ra ham u=u(T,S) théa cac diéu kién ma ta da gia
thiét 1a ding trong bo d¢ 4.2.4.

Bdy gi0 ta s& chimg minh ddy {z,} tach dwoc théa man diéu kién
#{ZJ B(zj,zn) Q} <M2*, véi moi n,l =1,2....thi cling thoa man diéu kién cua dinh ly

4.1.6.



That vay, dé chimg minh sup ; (1 ) Z (1— Z, )< o ta chi can ching minh véi cac hinh
z,€Q

vubng Carleson Q ma chira mot diém cua {zn} trong phin trén cia no:
T(Q)={re":1-r>/(Q)}
Xét Q la  hinh vuéng Carleson dang nay, lay z,eT(Q) va
A(j)={k:z, €Q, j-1<B(z.z,) < j}, theo bd d& 4.2.7 thi véi moi k € A(j) thi 1-|z,| so
sanh dyoc voi 27/(Q). Do dé , tir #{z;:B(z,:7,) < j| < M2, ta co:

> (1-]z]) < C 270 (Q)#A() < M2 /(Q)

keA(j)

/(Q) keA(j)

Do O0<a <1, nén
g D=5 X (-l <
Vithé, {z,} 1a ddy ndi suy trong H”.
Theo dinh 1y 4nh xa mo, ton tai hing s6 y =v({z,}) sao cho véi moi phén hoach cua day
{z,}=TUS, déu ton tai h=h(T,8)eH" v&i sup{|h(z)]:zeD}<1 va h(z,)>y véi
z,€T; h(z,)<—y véi z,e€S. Lay 8>0 1a s6 nhd ( s& cb dinh sau) va lay
N =N(3),n=n(3) 1a cac hing s6 duong va {G,} 1a cac tdp con d6i mot roi nhau cua dia
don vi ta dd xay dung trong bd dé 4.2.5. Lay ¢ =¢(8) > 0 nho sao cho €5 — 0 khi § > 0.
Xét day cac gia tri dvong {w,} thoa man |log, w, —log, w,|<eB(z,:z, ), n,m=12,..
(4.2-0)
Vi mot phan hoach {z,} = T US di cho, ta xét ham u=u(T,S)eh" dugc dinh nghia boi:
Zwk j P, (£)(1+h(2))|dg]
& day h=h(T,S) va P, (&) 1a nhan Poisson

P(2) -

e~



Béy gio ta s& chira u(z,)>w, véi z, €T va u(z,)<w, véi z, €S. V6in=1,2,...,

A(n) 1a tap céc chi so k sao cho B(z,,z,) < N.

Ta viét lai: u(z, )= ()+(D), véi

kegA(n G,
(1) = Z(: wij (&)(1+h(g))|dg]

+ Trudc tién ta chimg minh: (1) < 28w, , n=1,2,...

That vy, néu hing s6 € =¢(8) > 0 dugc chon sao cho £ <m , va tir (4.2-0), ta ¢6

74,2, 1 1- |Z | 7,2
W, 2 d 2"z, ,G
k; J g~z |2| A= kg(:n) (20:Gi)

Theo bd d& 4.2.5,thi 2 > 2" ey (z,,G, ) <23

kEA(n)
Suy ra (I) <28w,,n=1,2,...

+Do {G,} d6i mdt roi nhau, va (4.2-0), ta co

()= > w, [P, (&)(1+h(g))|dg]<2™w, (1+h(z,))

keA(n) G,

Tir sup{|h(z)|:z€ D} <1, (4.2-0) va 4.2.5-1 ta c§

(M2w, 2| 1+h(z,)- [ P, (&)(1+h(&))dg

>w,2™(1+h(z,)-28)
Vi thé,

2w, (1+h(z,)-28)<(M)<2™w, (1+h(z,))
Vay
+Néu z, €T, thi h(z,)>v nén u(z,)> ()= w, 2" (1+y-23)

+Néu z_ €8, thi h(z,)<—y nén u(z,)=(1)+(0)<w, (28+2_8N (l—y))

ta dat

C6 dinh y>0, ldy 8=5(y)>0 va e€=¢(8n,N)>0 du nhd thi ta suy ra dugc

u(z,)>w,véiz, €T vau(z,)<w, v6i z, €S.



Theo b dé 4.2.4 thi ta ¢6 dugc ching minh diéu kién du cua dinh 1y.
% Sau day 1a mot s6 diéu kién twong duong véi diéu kién ta dua ra & dinh 1y 4.2.2.

Ménh dé 4.2.8:
Cho {z,} 1a ddy cac diém tach dugc trong D. Khi d6 cic ménh dé sau la twong duong
(a) Ton tai mot s6 M>0 va 0 < o <1 sao cho

#{Z- :B(zj,zn) < /} <M2“

j
voi moind=1,2,....

(b) Ton tai mot s6 M;>0 va 0 < o <1 sao cho

#{zj:

vol1 0<r<1 vavdimoin=1,2,...

Z_] _Zn

< r} <M, (1-r)"

(c) Ton tai mot s6 My>0 va 0 < a <1 sao cho

#{zj €Q(z,): 27" (1 —|zn|) < 1—‘21.‘ <2 (1 —|zn|)} <M, 2%

voi moind=1,2,....

(d) Ton tai mot s6 M3;>0 va 0 < o <1 sao cho

Z (1—‘zj‘)a <M, (1 —|zn|)Ot

zjeQ(zn)
voimoin=1,2,...
Chirng minh:
+(a) < (b):
- Ple) 2
Ta ¢4 |z W|:2 2
aco |]—WZ| ZB(Z’W) +1 2B(z,w) +1
Nén voi z,w € D, ta co
W)l g2
Bz w) Tow T 24

Chonr=1-

) ta co (a)<:>(b)



+ (a)= (o)

C6 dinh 2 s6 nguyén dwong n, Z.

Véi moi 7, e{z,€Q(z,):2"" (1-|z,|) <1-[z| <27 (1-[z,|)}, nghia 1a 7;€Q(z,) va
27 (1=[z ) 1|75 <27 (1-[z,)

Ap dung bd dé 4.2.7 ta c6 ton tai mot hang s6 C sao cho

B(Znazj)_logz 1_| n|

Sll<c
1—‘zj‘
_log, 15! S
= C logzl—‘zj‘SB(ZH’Zj)SCJrlogZI—‘zj‘
= C+/£B(zn,zj)£C+/+1
= ‘B(zn,zj)—l‘SC

Vi vy ta ¢6
{2,€Q(z,):277 (1-]z.)) 1|z < 2" (1-Jza)} < {2, :B (252 ) < 1+ €
Do dé ta ¢6 (a) = (c)
*(¢)=(d):
Taco:

1l 1o <2 1)

= (1)) =2 ()

= 3 (k) =R ) s )

z;€Q(z,)
Taddco (c)=(d)
+(d)=(a):

Theo tinh bét bién bao giac, ta c6 thé gia sir rang z,=0,tu diéu kién (d) suy ra:

i(l I
il

) <M,



1+‘zj‘

Mit khac:B(2;,0) </ < log, —— </ <

1—‘zj‘
2
2 41

Néu B(zj,O)S/thi 1—‘21-‘2

2

Suy ra #{ZJ B(ZJ,O)S/} SM3(21+1

;




KET LUAN VA KIEN NGHI

Luan van duogc chia thanh 4 chuong véi ndi dung 1a ba tng dung ctia Ly Thuyét Thé
Vi va Ham Piéu Hoa, d6 1a: Phép ndi suy trong khong gian 17, Xéap xi déu, phép ndi suy
boi cac ham diéu hoa duong. Qua ddy gitp ta hiéu sau sic hon vé Ly Thuyét Thé Vi, ham
diéu hoa; théy duoc cac ung dung, cach thuc van dung trong cac bai toan cu thé . Va cling
thdy dugc mdi lién hé gitra Ly thuyét thé vi, giai tich phirc va cac nghanh toan hoc khac co
nhiéu méi lién hé mat thiét véi nhau.

Qua qué trinh nghién ctru van dé nay, t6i nhan thiy van con nhiéu tng dung nira, cac
két thu duoc con c6 thé md rong thém. Chang han phép noi suy cac ham diéu hoa duong co
s6 chiéu 16n hon, ddy ndi suy trong cac khong gian khac (Kéng gian dang Besov, ...), xdp xi
ham diéu hoa boi da thic diéu hoa va boi ham diéu hoa huir ti, xap xi déu trong nén céc
ham diéu hoa duong.... Nhung do kién thuc va thoi gian con han ché, nén luan vin chua thé
thuc hién dugc. Tac gid mong tiép tuc dugc nghién ciru theo hudng nay. Téac gia rat mong

su gop ¥ va chi bao cia Quy Thay C6 trong hdi dong.

TP Ho Chi Minh, thang 10 ndm 2009
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BAO CAO
(V/v: Tién do lam dé tai ludn van)

Kinh gui: - Ph(),ng ‘ddo tao sau dai hoc Truwong Dai Hoc Sw Pham Thanh
Pho Ho Chi Minh.

Tén toi 1a: Nguyén Vin Quang, hién 13 hoc vién cao hoc Khoa 17, chuyén nganh Toan Giai
tich, Truong Dai Hoc Su pham TP.HCM.

Tén dé tai: “Ly thuyét Thé vi phang va mgt sé phép ngi suy”.

Nguoi huéng dan khoa hoc: Tién si Nguyén Vin Pong.

Tir ngay nhan dé tai 3/8/2008 dén ngay 15/2/1009 t6i xin bao cdo tién do thuc hién dé tai cua
to1 nhu sau:
e Da lam duoc:
Mé diu.
v' Chuwong 1: Nghién ctru tai lidu vé 1y thuyét thé vi phang
v' Rut ra cac kién thirc chuan bi cho chwong sau.
e Hudng lam sip ti:
Chuwong 2: Phép noi suy trong khong gian L.
va Chwong 3. Xap xi déu.

Vay nay t6i lam bao cdo nay dé phong dao tao sau dai hoc rd.
Tréan trong kinh chao.

TP.HCM, ngay12 thang 02 nam 2009
Ngwoi hwong dan khoa hoc Nguwoi bao cao

TS. Nguyén Viin Dong Nguyén Vin Quang
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BAO CAO
(V/v: Tién do lam dé tai ludn van)

Kinh gui: - Ph(),ng ‘ddo tao sau dai hoc Truwong Dai Hoc Sw Pham Thanh
Pho Ho Chi Minh.

Tén toi 1a: Nguyén Vin Quang, hién 13 hoc vién cao hoc Khoa 17, chuyén nganh Toan Giai
tich, Truong Dai Hoc Su pham TP.HCM.

Tén dé tai: “Ly thuyét Thé vi phang va mgt sé phép ngi suy”.

Nguoi huéng dan khoa hoc: Tién si Nguyén Vin Pong.

Tir ngay nhéan dé tai 16/2/2008 dén ngay 15/5/1009 tdi xin bao cdo tién do thuc hién dé tai cua
to1 nhu sau:
e Da lam duoc:
Mé diu.
v" Chwong 2: Phép noi suy trong khong gian L°
v' Chwong 3. Xép xi déu.
e Hudng lam sip ti:
Chuwong 4: Phép ndi suy Béi cac ham diéu hoa duong.

Vay nay t6i lam bao cdo nay dé phong dao tao sau dai hoc rd.
Tréan trong kinh chao.

3 TP.HCM, ngayl4 thang 05 nam 2009
Nguwoi hwong dan khoa hoc Nguwoi bao cao

TS. Nguyén Vin Pong Nguyén Viin Quang
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BAO CAO
(V/v: Tién do lam dé tai ludn van)

Kinh gui: - Ph(),ng ‘ddo tao sau dai hoc Truwong Dai Hoc Sw Pham Thanh
Pho Ho Chi Minh.

Tén toi 1a: Nguyén Vin Quang, hién 13 hoc vién cao hoc Khoa 17, chuyén nganh Toan Giai
tich, Truong Dai Hoc Su pham TP.HCM.

Tén dé tai: “Ly thuyét Thé vi phang va mgt sé phép ngi suy”.

Nguoi huéng dan khoa hoc: Tién si Nguyén Vin Pong.

Tir ngay nhéan dé tai 16/7/2008 dén ngay 15/7/1009 t6i xin bao cdo tién do thuc hién dé tai cua
to1 nhu sau:
e D3 lam dugc:
Mé diu.
v' Chuwong 4: Phép ndi suy bdi cac ham diéu hoa duong
e Hudng lam sap t6i:
+ Kiém tra, chinh stra luan vin.

Vay nay t6i lam bao cdo nay dé phong dao tao sau dai hoc rd.
Tréan trong kinh chao.

. TP.HCM, ngayl4 thang 07nam 2009
Ngwoi hwong dan khoa hoc Ngwoi bao cao

TS. Nguyén Vin Dong Nguyén Vin Quang
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