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Trang 1
MO PAU
1.Ly do chgn dé tai:

Nhitng tinh chat co ban caa ham chinh hinh nhiéu bién phac 1a nén
tang ban dau dé tiép tuc nghién ciru cac van dé sau hon trong ly thuyét ham
nhiéu bién phtic. T6i chon dé tai nay dé budc dau tim hiéu vé su thac trién
ham chinh hinh nhiéu bién phac, mot linh vuc duoc sy quan tim cua cac nha

toan hoc trén thé gidgi.
2.Muc dich nghién ciru:

Tim hiéu sy thac trién chinh hinh nhiéu bién phac qua viéc chi ra
mién hoi tu cua chudi liy thira cua ham nhiéu bién phirc, ciing nhu chi ra

méi lién hé gitra mién chinh hinh va mién gia 15i.
3.Poi twong va pham vi nghién ciru:

Trong luan van nay, chung t6i nghién ciru mot sé van dé co ban cua
ham nhiéu bién phic lién quan dén ham chinh hinh, ham da diéu hoa dudi,

mién chinh hinh va mién gia 15i.
4.Y nghia khoa hoc va thue tién:

Luan van s& la mot tai liéu tham khao dé hiéu thém vé su théc trién
chinh hinh cua ham chinh hinh nhiéu bién, mot trong cac van dé co ban cua

ham nhiéu bién phuec.
5.Cau tric ludn vin:

Noi dung luan van dugc trinh bay theo 3 chuong:
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Chuong 1: Trinh bay céac khai niém va tinh chit co ban ctia ham chinh
hinh nhiéu bién phtrc, dic biét ta quan tdm viéc biéu dién ching dudi dang

tich phan Cauchy va dang chudi liiy thira.

Chuong 2: Trinh bay dang Levi cia mot ham thudc I6p C? trén mot
mién cua £" va st dung né dé chirng minh cac két qua vé théc trién chinh
hinh. Néu ra khai niém trung binh trén loga cua ban kinh Taylor cia ham
chinh hinh, c4c kién thtic vé ham diéu hoa dudi, da diéu hoa dudi va méi

lién hé gitra tinh chinh hinh theo ting bién va chinh hinh toan cuc.

Chuong 3: Trinh bay cac khai niém, cac tinh chit co ban cua mién

chinh hinh, mién gia 16i va méi lién hé cua hai mién nay.
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Chuwong 1. Ham chinh hinh nhiéu bién phirc

Chuong nay trinh bay cac khai niém va tinh chat co ban cia ham
chinh hinh nhiéu bién phtrc, dic biét ta quan tam viéc biéu dién chung dudi
dang tich phan Cauchy va dang chudi liiy thira. Noi dung chinh ctia chuong
la dinh Iy 1.3.7, chi ra ring mot mién Reinhardt day du, 16i loga 1a mién hoi
tu cua mot chudi liy thura.

Nhic lai mét sé ki hiéu

Tap hop cac so twnhign: ¥ = {0,1,2,... }, ¥" = ¥\{0}.

Tap hopcacso thuc: i | i "={xej :x>0}.

Tap hop céac sb phuc: £ .
1.1.Khoéng gian £" va ham chinh hinh

Pinh nghia 1.1.1. Ta goi khéng gian gom nhing diém
z=(z,..,2,)e£ x---x£ la khong gian £". bac biét khi n=1 thi
£" = £ : mat phang phtc.

Khi d6 ta dong nhat duge j 2" % £" xac dinh boi ham:
(x,y) a z=x+iy
(1.1.1)
trong d6 (X,y)ei ®, X=(Xy oy %)y Y=(Yir e’ Vo) (ne¥*). Trong
phép tuong tng (1.1.1), ta viét y=Rez va y =Imz.
Dinh nghia 1.1.2. Moi z=(z,...,2,)e£",z;€£;1< j<n. Ta dinh

nghia



Trang 4

. |z|=max{‘zj‘; 1< jgn} la mo dun cua z.

eZ=x-iy laliénhgp cuaztrong £".
Pinh nghia 1.1.3.
eHam I:£" > £ goila i - tuyén tinh (twong ung £ - tuyén tinh) néu
) (z+2)=1(2)+1(z"),Vz,2'€£";
i) 1(12)=Al1(2),VAiej ,Vze£ "(tuonging VAec£ ,VzeL")
e Ham f:Q—£, v6i Q latap mo trong £", duoc goi la | *'- kha vi
(twong ung £"- kha vi) tai zeQ néu tén tai mot anh xa | - tuyén tinh
|:£" —> £ (twongGng £ - tuyén tinh) sao cho

f(z+h) = £ (2)+I(N)+o(h) voi @—m khi h—> 0.

Ta ciing ching minh duoc, néu f 13  ®"- kha vi trén Q thi df =of +of ,
trong do: of = Z—fdz i
_1 aZ J:]_ aZ]

Dinh nghia 1.1.4.

e Ham f eC*(Q) duoc goi la chinh hinh (giai tich) tai z, €£" néu n6
£"- kha vi tai méi diém thudc mot 1an can nao d6 cua z,.

e Ham f eC'(Q) duoc goi la (giai tich) chinh hinh theo ting bién néu
n6 chinh hinh véi mdi bién khi cac bién con lai ¢ dinh.

e Ham f eC'(Q) duoc goi la ham chinh hinh (ham giai tich) khi
df = of , nghia la f thoéa hé phuong trinh 0, F=0, j=1...n (1.1.2)

Tap hop cac ham chinh hinh trén Q duoc ki hiéu la hol (Q).
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Hé phuong trinh (1.1.2) duoc goi la hé Cauchy — Riemann (viét tat hé C-R).
Nhu vay, df mot cach tong quat la anh xa i - tuyén tinh, thi trong truong
hop nay 13 mot anh xa £ - tuyén tinh, nghia 13 ta c6 so do giao hoan sau
i 2n df l n
P P (1.1.3)
£" 2 5 £
Néu ching ta phan tich f =Re f +ilm f, thi hé C-R Ia hé gom 2n phuong

trinh thuc

‘ j=1,....n. (1.1.4)

d,Ref -0, Imf=0
d, Ref +0,Imf=0

Pinh ly 1.1.5. Cho f (z):(fj (z)) _1a ham giai tich trong mét lan

cdn z,, ta gid thiét rang det(a, fj)ji #0 tgi z,. Khi dé ton tai ham gidi tich
g(z):(gj(z))j:lmn trong 1an cgn w, = f (z,) sao cho gof =id.
Chitng minh. Ta ting gap doi bién ze£" thanh cip (z,w)e£" x£"

va ching minh cho truong hop tong quat hon. Cho ham giai tich

h:£"x£" >£"h=(h;(z,w)) , gia sit ring h=0 va det(9,h)=0 tai

(z9,W, ), hé phuong trinh (hj (z,w)) =0 co duy nhat nghiém giai tich

L
z=(z,)(w) trong lan can w, véi z(w, )=z, Diéu nay suy ra két qua cia
dinh Iy khi xét m=n va h, =w, - f,(z). Ta can chung t6 rang dh, =0 va
dw, =0 véij=1,..,nvak=1,..,mkéo theo dz, =0, j=1,...,n: nhung diéu
nay xay ra do det(6,h)+0. Do d6 theo dinh ly ham an, phuong trinh h,=0

xc dinh duy nhat nghiém z =(z, )(w) trong lan can w, véi z(w,)=z,. Tir



Trang 6

nghiém z(w) nay, dong nhét thac dh=0,hdz +0,hdw=0 suy ra rang dz,
la t6 hop cta dw,, do d6 z;1a ham chinh hinh. W
1.2.Cong thirc tich phian Cauchy trén da dia

Cho z° =(zf,...,zr?)la mot diém trén £" va r=(r,...,r,) 1a mot n-ban
kinhtrén (j *)". Taki hieu 0,P ={|z,~2|=r,, j=L..n }.

Pinh nghia 1.2.1. Cho Az?rj ={z,ef :‘zj —z?‘< r }a dia tam z] va
ban kinh r;. Ta dinh nghia P, = H A la da dia tim z°va n-ban kinhrr.

Pinh Ii 1.2.2. Cho f la m¢gt ham lién tuc trén da dia P va la mgt ham

chinh hinh theo ting bién z;, véi moi j, khi cé dinh cac bién z, véi k = j.

Khi do: véimoi ze P tacd

f(2)=(27i)" [ — f(f) —dg A nd, (1.2.1)

Chwng minh.

e Ta chang minh bang quy nap theo n chiéu cua khdng gian £". Véi
n=1, & don gian ki hiéu, ta gia st z2°=0 va r =1, do d6 P tring voi dia

don vi A. Bé ching minh dinh Ii ta can dén b6 dé sau

Bo de 1.2.3. Cho g e C'(A), véimai ze A tacd

d ~dZ (1.2.2)

1|c9(s
9(2)=2—ﬂiLAg_ ez
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Chirng minh. Vi ze A, gia sit &£ <d(z,0A), khi do A®=A,, thoéa
A*€A. Chl y 6A va O0A° 1a cac phan bién cia A\A® suy ra phan bu
+0(A\VA)=+0A - A°. Ta ding ki higu o thay cho 1-dang %dg. Do

cdng thac Stokes cho ta két qua

e Jomok| [o-fl, 00| w2

+OA¢ +0A

Chu y ham duéi dau tich phan trong tich phan cubi cung & (1.2.3) 1a

aig(g)
c—1

—do= d¢g Adc.

Vi de 12 ham duéi tich phan theo bién z, nén

JJ e deo [] dev

Ta cling cha y

L Lo—>9(2),

272-' +0A

Vi g lién tuc tai z nén qua gidi han khi ¢ — 0, (1.2.3) tré thanh (1.2.2).

Pic biét, néu thay mot ham tong quat g e C* boi mot nghiém f caa phuong

trinh 0, f =0, (1.2.2) ta co
o [ o

Do 1a cong thirc (1.2.2) cho truong hop n=1.
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e Ta tiép tuc chirng minh quy nap va gia s rang (1.2.1) dang voi ham

chinh hinh n-1 bién s6 z,, ..., z,,. Ki hiéu P’ la da dia J] A, va viét

j<n-1

(1.2.1) theo z,,...,z, ,véitham sb z, ta dugc

f (2.2 ):(LJHI EGHSFRY dg, A...Aadg .. (1.2.4)
S 27i P (61=2,) o (Sna — Zna) ! i

Thuc hién phép thé trong cong thizc Cauchy 1-chiéu ta duoc

1 f(60n6a)

- = d,. 125
2t e (g, —2,,) (29

f(GrnGonnZy)

Tu (1.2.4), (1.2.5) ta suy ra duoc (1.2.1) nho dinh i Fubini. )\

Chuy 1.2.4. Tinh chinh quy C' theo tung bién z; riéng biét Ia can thiét
cho cong thic Stokes, va dong thai tinh chinh quy C° thi can thiét cho dinh
ly Fubini.

Cho f eC’(Q) Ia ham chinh hinh theo tung bién z, riéng biét, ta mudn ap
dung cong thtc (1.2.1) cho moi da dia P € Q. Vi ham bién z duoc sinh ra
boi cac tich phan theo ¢ 1a thudc lop C*, nén két qua do6 cd thé kiém tra qua

viéc lay dao ham theo bién z; trong tich phan hoi tu.
Hé qua 1.2.5. Néu f 1a ham thugc 16p C° trén Q va 1a ham chinh hinh
theo ting bién z; riéng biét thi n6 1a ham thugc I6p C” va ddc biét 1a ham

chinh hinh.
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Ta ki higu nhimg ddy diem trong 0,P(z,r) nhu sau ¢=(g;) VOi

¢;=2,+re'" . Khidé taco

f(s)

(271) Iaop(zn (G-2,)(c,—2,)
:.[[01]" f(z+(re”™,...ne"™ ))d6, A... A d6,.

dg; A...adg,

Cong thuc (1.2.1) néi 18n raing mot ham chinh hinh théa méan tinh chat gia tri
trung binh: gia tri caa ham f tai z bang gia tri trung binh cia no trén bién cua
da dia bat ki chira trong mién ma tai d6 f 14 ham chinh hinh. Néu thay f boi
| f|trong cdng thic (1.2.1) thi ta thiy rang |f (z)| duoc danh gid boi gid tri
trung binh cua |f| trén 9,P(z,r): ta néi rang |f|cé cac tinh chét gia tri
trung binh duéi trong truong hop nay. Bac biét néu | f |de_1t cuc dai tai diém z
thuoc mién Q ma trén d6 f chinh hinh thi khi d6 | f| phai la mot hang so
bang vai gi tri | (z)| trong 8,P(z,r) véi moi oP(z,r)€Q. Do do |f| la
hing s6 trong lan can cua z. (That ra chinh f 1a ham hang vi
0, | =8,0,|f[ =0). N6 cho phép f thoa mén cai duoc goi la nguyén Iy mo

dun cuc dai.

Pinh i 1.2.6. Cho Q la tdp bi chan va f lién tyc trén Q, chinh hinh trén
Q. Khi a6 | f| dat cuec dai trén 8Q2.

Chieng minh. Ham f 1a hing s dia phuong tai moi diém thudc phan
trong cta Q, ma trén d6 | f| dat cuc dai. Vi vay, tap hop céc diém nay ciing
|a tap dong, khong thé khac rdng trir khi nd 1a mot thanh phan lién thong cua
Q. Mat khac nhirng gia tri cuc dai cua | f| dat tai cac diém bién déu bang

nhau. W
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n

Cho da chi s6 a=(a,..a,)e¥", ta dit al=q!-.-q,! va
|a| =a, +a, +...+a,. Ta dinh nghia da liy thva la r“ =r™-...-r™ va da dao
ham la 07 f =o%f-..-0% f , ma déi lc ta cling ki hiéu la f“. Ta viét
(a+1) thay cho (&, +1,..,a,+1) va néu B la da chi sé khac sao cho

f; <a;v6i moi j, ta dinh nghia o - = (o, - B,,...2, = f3,).

Ta n6i rang mot chudi liy thira > a,(z-2,)"hoitu chuan tic trén da dia

X , . . , N ’ , . - N . ra
P(z,,r)néu véi moi r' thoa r/ <r, véi moi j thi ta co: Za|aa ' < 40,

. Lo L o \(A) . ; x-
Véi B co dinh, ta ki higu (Zaaa(z—zo) ) 1a dao ham cap g cua chuoi
X ! a- , Sl
>..a,(z-12,)", tac la chuoi Za—aa(z—zo) ”. D6 chi la bai toan
=5 (= B)!
ap dung dinh 1i Abel dé chi ra rang néu mot chudi lity thira tam z, hoi tu trén
da dia P(z,,r) thi dao ham theo moi cap S cua no hgi tu trén P(z,,r). Vi
chd y nay ta c6 thé thiy rd mot chudi liy thira 1a mot ham chinh hinh trén
mién ma né hoi tu.
Pinh 1i 1.2.7. Cho )" a,(z-2,)" hdi tu trong P(z,,r). Khi dé tong f
cua ching la mgt ham chinh hinh trén P(z,r).

Chirng minh. Tong riéng S, = > a,(z-2,)" cling nhu cic dao ham

‘a‘SV
cua ching hoi tu déu trong moi tap con compact cua P. Dic biét hé thic

@J_SV =0Vva&i moi j, qua gidi han va tro thanh 871_ f=0. W
Bay gio ching ta mudn chang minh tinh chat nguoc lai “Moi ham chinh
hinh trén mot I1an can nao d6 cua z, la tong cua mot chudi lity thira hoi tu

trong mot da dia P(z,,r), ma la chudi Taylor cua né tai z,.”
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binh1i 1.2.8. Cho f ehoI(Q) va 2, € Q. Khi dé

-y

a

v6i su héi tu chuan tac trén bdt ki da dia P =P (z,,r)c Q.

Ching minh. Ta chon z, =0. Ta viét

a

z
(gl_zl)-.”'(Gn_Zn)_gl-,,_.gn Kl_zlJ(l_ an_ggaﬂ
51

(1.2.6)

z. ..
—L<1véi moi j. Dac biét su hoi ty la tuyét doi
S

vé6i sy hoi tu chuan tic khi

va déu véi z thudc tap con compact cia P va ¢ €9,P. Do d, ta thé (1.2.6)

vao cong thic Cauchy va duoc

\-n f
f(z)=(2xi) I - )(gzg - )dgl/\.../\dgn
=(271) IZ — f(¢)dg, A...Adg, (1.2.7)
op a S

- Z((Zﬂi)n J %dgl /\"'/\dgnga’

0oP

Vi su hoi tu chuan tic theo z e P. Do d6 f 1a tong cua chudi liy thira c6 tam
tai z, =0.Viéc lay dao ham lap lai ciia ddng nhat thic cua f véi tong cia

chudi va viéc tinh dao ham tai z, din dén hé s trong (1.2.7) la hé s6 Taylor

e e T A ()
cua ham f tai z, =0, nghia la bang — W
ol

Viéc chimg minh dinh ly cho ta biéu dién céac hé s tich phan Fourier la
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f(“)(o) ~ . f (g)
o —(272") (medgl /\.../\dgn_ (128)

Hé qua 1.2.9 (Su thac trién giai tich). Cho Q, cQ la tgp con mé cua
=0. Khi do

Qq

£"voi Q,#, Q lién thong va cho f ehol(Q) théa f

f = 0 trén khap Q.

Noi cach khac, hai ham chinh hinh trén € ma trung nhau trén mgot tap
m¢ khac réng, phdi tring nhau khap noi trén Q.
Do f laténg cua chudi Taylor ciia nd nén ciing c6 thé ndi: Néu £ (z,)=0

véi moi o thi f =0 trén Q.

Chirng minh. Cho Q, la tap con mé 1én nhat ciia Q thoéa fl,, =0.(l6n
nhat duoc hiéu lay hop ciia tat ca cac tap con nhu thé). Q, khac réng vi né
chra Q,. Ta phai c6 Q, =Q. Néu khdng, gia s ¢ 1a mot diém trong Q,
sao cho khoang cach tir diém nay toi 6Q dai hon khoang cach tir né tgi 0Q,:
diém ¢ nhu thé phai ton tai vi tinh lién théng cua Q. Bay gio chudi Taylor
cua f tai ¢ bang 0 va n6 biéu dién cho ham f trén moi da dia chua trong Q,
dic biét trong nhitng da dia ma mo rong doc theo mat phang ma qua do ta
nhan dugc khoang cach tir z,dén 0Q,. Nhung cac da dia nay nam ngoai
Q, va mang nhiing khong diém caa ham f vuot ra ngoai tap hop I6n nhat cua
chang. W

Pinh Ii 1.2.10 (Cé4c bat dang thirc Cauchy). Cho f 1a ham chinh hinh

trong P va lién tuc trén P. Khi do voi moi o vavai c=c,, thich hop, ta co

‘f“‘)(zo)‘sﬁ! sup | f], (1.2.9)

r P
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1 (2)| < €[ Fligogy - (1.2.10)
Chirng minh. Viét ¢, = z,, +r,e", khi d6 (1.2.8) tr& thanh

f (@) (Zo)

al

f(z,+1e")

L g6, A A D,
-

=(27i) inj[o,zﬁ]”
Lay modun hai vé, ta c6

19 (@) < 22 |,

f(2+1¢")d6 A 1D, (12.10)

két qua trén cho ra (1.2.9). Bing viéc cho da ban kinh r’ thay doi vai rang
budc 0<r'<r, nhan ca hai vé cua (1.2.11) véi r'®* va lay tich phan theo
bién r’ ta c6 (1.2.10). W

Pinh Ii 1.2.11 (Stjelties —Vitali). Cho {f,}la mgt day bj chan trong
hol (Q). Khi dé cé mét ddy con {ka }héi ty déu trén moi tdp con compact
ciia Q vé ham gisi han f e hol (Q).

Chieng minh. Do dinh ly 1.2.10, “day {f,} bi chan” kéo theo “day
{sz fv} bi chan” trén cac tap con compact. Do d6 day {f,}a lién tuc dong

bac va theo dinh i Arzela nd hoi tu dén moét ham gigi han. Bang céch

chuyén dbi 0, Vv&i “lim”, gioi han d6 cing la mot ham chinh hinh. W
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1.3.Chuéi lily thira

Cho > a,z” (1.3.1)

|a|=0

la mot chudi liiy thira tdm tai O.

Pinh nghia 1.3.1. Ta ki hiéu D 12 mién hoi ty cua chudi lity thira (1.3.1)
la tap hop nhirng diém ma trong lan can cta né chudi liy thira hoi tu chuan

tic, nghia 13, hoi tu tuyét d6i va déu.

Pinh nghia 1.3.2. Ta ki hiéu B la tap bi chan cua chudi (1.3.1), d6 1a

tap hop nhirng diém z sao cho ‘aaz“ <c V&i moi «a.

0

Pinh1i1.3.3. Taco6 D=B.

R -A Y 5 Y J 0 . A
Chwng minh. Hién nhién D la mé va chua trong B. Nguoc lai, néu
0 -'7 4 \ ~
Z,€B, khi d6 ¢c6 mot diém we B, so duong k; <lva mot lan can V cua

z,thoa |z;| <k;|w;|véi moijva zeV. Dat k =(k,...k,), taco

Z‘aaz“ <c) k*
(04 (04

=c [ (1-k, )_1
j=1

..... n

(1.3.2)

véimoi zeV. W

Nhu vay, mién hoi tu D cua chudi liy thira cho thiy truéc hét hai dac diém
noi bat sau
NG bit bién dusi phép quay: néu zeD thi €’zeD véi
moi 6 €[0,27]

o Néu w e Dthi vai moi z thoa |z, | <|w;| véi moi j, ta c6: z e D.
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Mot tip mo thoa tinh chat thi nhat duoc goi 1a mién Reinhardt. Mot mién

Reinhardt thoa tinh chat tha hai dwoc goi 14 mién Reinhardt day du.

Pinh nghia 1.3.4. Mién A duoc goi la 16i loga néu
A" :{fe i "= Iog‘zj‘,j =1,...,n,vdi z¢e A} la tap 10i.

Pinh Ii 1.3.5. Mién héi tu D cua chudi Liy thira 1a mién 16i loga.

N 0 \ . N 14
Chirng minh. Nhé rang D = B, vi vay ta can chitng minh rang néu

a, z’|<c,
(1.3.3)
a w’|<c
thi véi 1 €[0,1], ta cé
a, 7w <c (1.3.4)
Piéu nay suy ra duogc tir gia thiét. W

Pinh 1i 1.3.6. Cho Q & mgt mién lién thdng Reinhardt chiza 0 va cho

(@)
f ehol (). Khi do ta co 1 (z)= Y )

| z*, héi tu chudn tdc trong Q.
~ o

Chirng minh. Ta ki hi¢u €2_la thanh phan lién thong cua O trong tap
hop {Z eQ:d (Z,E,n \Q)>g|z|}. Cac tap €2 la tang khi cho ¢] 0 va hop
cua cac tap nay theo & phutoan bo Q badi vi Q la lién thong. Ta ki hi¢u P,

la da dia I’I+€:{te£”.'

tj‘< 1+¢&,vdimoij=1,..,n } va dinh nghia

g(Z):(Zﬂ'i)_n J.aophg (f (t121,-..,tnzn) dtl /\.../\dtn. (135)

t-1)..(t,~1)
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VizeQ, nén (1+¢)zeQ; vi teg,P,,va Q la Rienhardt nén tzeQ. Do
d6 tich phan dugc xac dinh va sinh ra mét ham tron cta z. Bing céch chuyén

doi 5, qua dau tich phan, ta thiy g la mot ham chinh hinh. N6i chung khi t

khong thuoc o,F,

1+

va nam trong P,

l+e

khi do tz khdéng con chaa trong Q
nita. Tuy nhién, trudng hop nay dang cho bién nho z vi Q chira mot 1an can
cua 0. Vi nhitng gid tri ndy ctia z, thé ¢ =tz va B}, ={tz:teP,,} vao trong

(1.3.5) ta duoc

g(z)=(27ri)_n LO% (gl—Zl;--(-g()gn —Zn)dgl A..ndg,.

Tuy nhién sé hang ¢ vé phai la tich phan Cauchy cua ham f tai bién z trén da

dia P’

l+e

ma nd la mot mién day du dwoc chtra trong mot mién ma f 1a ham
chinh hinh. Vi thé f(z)=g(z) véi cac gia tri cia z do, suy ra f =g trén

Q_do sy mé rong giai tich.

Ta con chd y téi chudi iy thua

1
TR A

a

véi sy hoi ty chuan tac doi véi ted,P,_,. Néu taldy > bén ngoai cua tich
(04

phan vé phii trong (1.3.5), ta dugc f =" f,, trongdé f, la ham giai tich

xac dinh boi: fa(z):(27ri)7n L . ft(tz)dt1 AoAdt

: . (0
Tuong ty ham g trude déy, ta thay rang: f, (z)= —I()z“ trén Q_. Khi d6
a!

f 1a tong cua nhitng chudi lity thira. W
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Pinh 1i 1.3.7. Cho Q la mét mién Reinhardt lién théng chiza diém 0 va

& 12 mién Rienhardt 16i loga ddy dii nhé nhdt chira Q. Khi d6 ta cé mot su

md rong
mé réng anh xa hol(Q)——— —>hol(£9!‘).

Chitng minh. Vi mét ham chinh hinh trén mot mién Reinhardt chira 0
duogc biéu dién qua mot chudi liy thira nén ham cé thé ma rong chinh hinh
trén tap hop cac diém ma chudi liy thira hoi tu. Nhitng diém trude tién duoc
bd sung vao mién Q ban dau Ia nhimg diém z sao cho ‘zj‘s‘wj‘ Vj voi
WeQ nido d6, sau d6 la nhitng diém z ma c6 w,w,eQ sao cho

Iog‘zj‘:/’tlog ‘wﬂ+(1—/1)log ‘Wﬂ v&imoi j<n, vsimoi Ae[0,1] W

Nhan xét ¥ 13 tap I6n nhit ctia m& rong chinh hinh, nghia 1a ¢6 mot
ham chinh hinh ma khdng thé mé rong ra khoi &4 (ching minh két qua nay
c6 thé xem trong hé qua 4.5.8 cua [4]). Mat khac ham nay dugc biéu dién
boi mot chudi lity thira duy nhat. Do d6 mién Reinhard 16i loga day di chinh

la mién hoi tu cua chudi liy thira.
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Chuwong 2. Dang Levi va mé rong Hartogs

Noi dung chinh cua chuong 1a muc 2.2, trinh bay dang Levi cia mot ham
thuoc I6p C? trén mot mién cua £". Muc 2.3 dua ra dé van dung trong

chtng minh cac dinh Iy vé thac trién ham chinh hinh, dac biét dinh Iy 3.2.2.

Nhéc lai ring mot ham h thudc 16p C? trén mién Q trong £ xéc dinh
bsi h(z)=h(x,y) véi z=x+iy € Q, duoc goi la ham diéu hoa néu

0,0,h=0.
2.1.Ham diéu hoa duéi

Pinh nghia 2.1.1. M6t ham thuc ¢ trén Q£ c0 gia tri trong

[0, +00)1a diéu hoa dudi khi

I) ¢ la nua lién tyc trén, nghia la véi moi z,, (0(20)2 limsupe(2);

-1,

0
i) V&i moi K& Q va moi ham h lién tuc trén K va diéu hoa trén K,

9|, <h|, kéotheo ¢| <h| . (2.1.1)

Pinh Ii 2.1.2. Cho ¢:Q — [0, +0)la mgt ham nuza lién tuc trén. Céc

tinh chdt sau ddy la twong dwong
i)peSH(Q).
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i) Voi moi dia A, , € Q vamoi da thic P =P (z),

<ReP

AZor

<ReP

kéo theo ¢

Ploa

ORggr aAzo r Agr

i) Voimoi A, € Q,taco

0(z,)<(27r)" LAZ rgods,

trong dé ds la phan ti cia cung.

V) Véi moi A, . €Q, taco

¢(zy)< (—Ziﬁrz)_l ”A pd7r AdT.

V), VSi Moi z,, ton tai 1, <d (z,,06Q) sao cho véi moi r<r, tinh chat

iv) dung.
Ching minh.

i) =ii) va iv) =iv),. la hién nhién, trong khi iii) = iv) duoc chung

minh truc tiép qua phép lay tich phan theo dr.

ii) = iii). Ta lay mot ham lién tuc f ()= ¢(z,+re”) va xap xi ham

+N

f boi mot ham da thie lugng gide thue g(0)= > a.e*’ voi a =3,
k=—N
o(z,+re”)< f(0)<g(0)< f(0)+e. (2.1.2)

Z-1,
r

N k
Taviét P(z)=a, +22ak( j ,do d6 g=ReP| vavithé (2.1.2) co
= 701

thé dugc viét lai nhu sau
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¢|.. <ReP

OAzor aAzor

Do ii) ma dang thac phai ding trong toan b A, ,, dac biét tai tim z, cho ta
két qua
¢(z,)<ReP(z,)

1 %% (2.1.3)
=8, :E}[ g(H)dH,

O day dang thic cudi cung duoc suy ra tir két qua moi ham diéu hoa khéac
hang déu triét tiéu khi duoc Iy tich phan trén toan bo chu ky. Cudi cing do
dang thuc thr ba cua (2.1.2), ta co

1 2z 2

_j g(g)dggij. f(zo+re"’)d9+5. (2.1.4)

2r 2r
Két hop (2.1.3) va (2.1.4), va khi d6 1dy can dudi ding theo f va ¢ ta dugc
két qua iii)
1 0 -A

IV),,. =1). Cho K& Q va cho h la ham diéu hoa trén K, lién tuc
trén K va thoa ol <hl, (2.1.5)
Gia sit M =max (¢ —h), ta lap luan bang phan chang va gia thiét M > 0.
Ta dinh nghia ham u=¢—h va tap hop F =u~(M): u Ia nta lién tuc trén

0 y
va F la mot tap con compact cua K do (2.1.5). Cho z,1a mot diem cua oF .
Khi d6 c6 mot dia A(z,,r) nao d6 théa A(z,,r)n(K\F)=2. Dong thoi,

ta gia st rang r da nho dé ma iv),, dung voi z,va r. Khi d6 ta duoc
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M =u(z,)
< (m‘z )_1 Jjﬂ Ior tudt Ad6.

Tuy nhién, gié tri trung binh cua vé phai duoc lay trén toan bo dia ma né co
mot phan mé phia ngoai F, tap hop M céc gid tri cuc dai ctia ham u. Do d6

cac gia tri trung binh nay phai nho hon M, ta gap mau thuan. W

Vi du 2.1.3. Néu ¢ khdng la nta lién tyc trén, thi trung binh dudi
khong twong duong véi trung binh dudi dia phuong. Vi du ham ¢ trén dia
A Vi ¢=0khi Rer<0 va ¢=1khi Rer>0 théa tinh chat iii),, va
iv), . nhung khong thoa iii) va iv). Mat khac, néu ta ap dat ¢ la nira lién tuc
trén bang céch gan cho né gia tri 1 tai Rer =O0thi nd khdng thoa tinh chat
trung binh duéi dia phuong. Mot cach tong quat 1a ham diéu hoa dudi thi

tinh chét trung binh dudi va nta lién tuc trén 1a di 1ap nhau.

Ménh dé 2.1.4. Cho {p, } la ham diéu hoa duéi va bi chin déu. Khi dé

lim sup ¢, la ham diéu hoa duwéi néu né 1a niza lién tyc trén.

\4

Chirng minh. V&i moi z ta co:
. 1 2z . i0
Ilmvsup o, (Z)ngo Ilmvsup o, (z+re”)do, (2.1.6)

vi tinh chat ham diéu hoa dudi cia ¢, va bo dé Fatou. W

Chay 2.1.5. Néu lim sup ¢, khong phai la nira lién tuc trén, nhung n6

\4

kha tich va con thoa (2.1.6) thi nd ludn cé tinh chat trung binh duéi.
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Bo dé 2.1.6. Néu {g, } l1a mgt déy giam ciia cdc ham diéu hoa dudi thi

@ =inf @, ciing la ham diéu hoa dudi.

Chirng minh. Cha y véi moi c ta cd {z:¢p(z)<cl=U,{z:0,(z)<c}

la mot tap mé, do d6 ¢ la nura lién tuc trén. Bay gio néu h| va >0

oK 2 (0|6K

thi K, ={zedK:gp,(z)2h(z)+&} la compact va giam. Do gi6i han

Khiv —+o la rong nén tap K, phai rong khi v da lén. Do do

9|, <h|, +&véi moigid tricua v. W

. g @
Pinh li 2.1.7. Cho y lamgthamso tir i vao j théa y>0va y>0
(dwoC M rong tai —o nhur sau y(—w) = lim x(t)). Gid sir ¢ la ham diéu
t—>—0
hoa dudi, khi do';(((p) ciing la ham diéu hoa dudi.
Chirng minh. Vi y 16i nén véi moi t, va vai c thich hop, ta co:

2(t)<x(t)—c(t-t) (2.1.7)

Thay t boi ¢(z+re”) vo trong (2.1.7) va lay tich phan theo 6 ta duoc

,)<(27) U;{ (z+re” d@—c{T¢(z+re“g)dé’—Zﬂtoj:l. (2.1.8)

0

2z
Bay gio ta chon t, = (27) " J ¢(z+re”)do va duoc

0

o(e) =] (22)" Jofa-rre)oo
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trong d6 bat dang dau tién sinh ra tir ham diéu hoa dudi ¢ va thuc té 1a

tang va bat dang thac tha hai la tir (2.1.8) qua su lya chon t,. W
Bo dé 2.1.8. Néu f ehol(Q), thi log|f|eSH(Q).

Chirng minh. Gia st K la mét tap compact cua Q va P la mot da thirc
thoa

log| | <ReP|,. (2.1.9)

Ta 4p dung cho co s6 e mil va dugc e®” = ‘ep , do d6 (2.1.9) cho ra két qua

<1. (2.1.10)

Do nguyén Iy cuc dai nén (2.1.10) van con ding khi thay oK thanh K, va tur
(2.1.9) va (2.1.10) ta suy ra dugc

log| f|| <ReP|,.
Vi thé log| f| 1a ham diéu hoa dusi do tinh chat ii) cua dinh 1 2.1.2. W
Pinh 1i 2.1.9. Cho ¢ € C*(Q), khi d6 ¢ la ham diéu hoa dudi néu va
chi néu 0,0,0>0 (2.1.11)
(Chl y rang 0,0, sai khac mot thira s6 khong doi véi toan tir Laplace da
biét: 02 +0° =40,0,.)

Chitng minh. Trudc hét ta chitng minh tir tinh chét trung binh dudi kéo
theo cong thirc (2.1.11). Ta viét lai tinh chat trung binh duéi & tinh chat iii)
cua dinh 1i (2.1.2) nhu sau
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T[(p(zo+rei9)—gp(zo)]d920. (2.1.12)

Néu ta biéu thi hiéu sé biéu thuc trong diu ngoic cua cong thac (2.1.12)

bang khai trién Taylor dén cap 2 thi (2.1.12) tro thanh
2

I ([azgo(zo Jre’ +0,p(z,) re‘”] +

0

+%[5§€0(Zo)r2e2‘9 +020(z,)r’e ™ +20,0,0(z,) rz])d0+o(r2) >0

(2.1.13)

Bay gio, s6 hang duy nhit con lai sau khi ldy tich phan 1a ham khong diéu

hoa, do d6 cong thuc (2.1.13) ap dung véi r du nho thi 0,0,¢ = 0.
Nguoc lai, gia sa 0,0, > 0. Viét x=rcosd, y=rsingd, khi do:

r=x*+y?*, @=arctg % Theo quy tic dao ham ham hop, ta co:

0. =5 +9%5 —cosep "%
OX OX r
0,="5.+2%5, =sinaw, - %Y,
oy oy r

. 1 i s
Thé vao 0,0, = Z(@i +6§)ta duoc biéu thuc 0,0, trong toa d6 (r,0)la

0,0, =1(85 +lar +iza§j.
4 r r

T gia thiét ban dau suy ra dugc

T(af +170, +170} ) (2, +1e” )d6 2 0. (2.1.14)

0
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Chu y duéi dau tich phan, sé hang chira dao ham theo @ triét tiéu. Ta ki hiéu

M (r)la gia tri trung binh cta ¢ trén dudng tron tm z,, ban kinh r, khi do:

M (r) :(Zﬂ)lzfgo(zo + re‘g)dﬁ.

Do do6 (2.1.14) ghi lai: rM(r)+M(r)=0.

A 4 L5 A ’ A B pY 5 9 r
Tuy nhién s6 hang cua vé trai biéu thue trén 1a dao ham cua rM (r). Do d6

g . . 9 \
rM(r)la ting va vi no bang 0 tai r =0 nén suy ra dugc M (r)>0 va tir d6
r) ciing ting. Nhung M (0) = ¢(z,) va vi thé bat dang thuc

M (r)
M (0) < M (r) chinh xac Ia tinh chat trung binh dusi. W
Chay 2.1.10. Khang dinh ciia dinh 1i 2.1.7 1a dting khi ta cho ¢ 1a ham

\ . - 9 N 9 Je
diéu hoa dudi thuoc lop C?. That vay: giasa y >0 va y >0, ta co:

03] g9
0,0, x(¢)=x0,00,0 + 1 0,0,9>0.

Pinh Ii 2.1.11. Cho {p,} la mét day cdc ham diéu hoa dudi va bj

chan deu trén moi tdp compact cia Q. Cho limsup ¢, (z)<I| véi moi

\4

z € Q. Khi dé véi moi evamoi K€ Q, ton tai v, théa

supy, (2)<l+e& véimoi v2v,. (2.1.15)
zeK

Chirng minh. C6 dinh z, € K; véi|z—z|< 5 var<d(z,,0Q)-5 véi

8 << r, ta c6 tinh chét trung binh dudi:
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2z r

0,(2)<(2r)" [ [to, (2 +te”)d6 Adt
i (2.1.16)

s(n(r+5)2)lzf Ttgov(z+te‘9)d¢9/\dt+0(5),

0
& ddy c6 phan diéu chinh O(J) déi véi sai sé khi chuyen tir viéc lay tich
phan trén B(z,r) sang lay tich phan trén B(z,,r+&) la do tinh chin déu

cua ¢,. Theo bo dé Fatou, nén tir (2.1.16), ta c6 thé suy ra

limsup sup ¢, (z)< (”(Ha)z)_l

v 2eB(zy,6)
x j;”jo”ﬁ lim sup to, (2, +te”)dO Adt+O(5)

<1+0(5).

Do Iap luan vé mot phu hitu han ddi véi K va do tinh tdy ¥ cua & ta két luan
duoc

lim sup supg, (z) <I. ")

v zeK
Pé chuan bi cho chirng minh dinh Iy Hartogs ta chizng minh bé dé sau
B6 dé 2.1.12 Cho f Ia ham chinh hinh theo tirng bién va b;i chan trén
tdp con compact cua Q. Khi do f'lién tuc va do do f chinh hinh trén Q.

Chitng minh. Bang cach lap lai, ta ¢ thé gia thiét Q la mot tap con
cia £°. Gia st 2°eQ va 2 — 20, gia sir z, tién gan z2 sao cho khoang
cach d ((z{, 22),aQ)> r va gia s |f| bi chidn déu bgi ¢ trong r-1an can cua
cac diém nay. Pt F,(z,)= f(z/,2,), theo bét ding thirc Cauchy ta suy ra:
¢

azsz(zz)‘_ -
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Do d6 {F,} lién tyc dong bac va dac biét, néu ta cho z, — z° thi ta ciing thu

dugc kétqua f(z/,z;)—> f(2),2). W

binh ly 2.1.13 (Pinh ly Hartogs). Gid su f 1a mgt ham chinh hinh theo
tirng bién trén mién Q < £". Khi dé f chinh hinh trén Q.

Chitng minh. Gia st Q 3 AxA trong £2, ta ching minh f [a ham
chinh hinh trén AxA. V&i mot sé dwong du I6n 1, ta dinh nghia
E, :{22 e A:sup|f (zl,zz)|§l}. Tinh lién tuc caa ham f(z,-) véi z, c6

Z1eA
dinh kéo theo la néu z — z) voi zy €E, thi z; €E,. Do d6 E, la tap déng.

Tinh lién tuc ciia ham f (-,z,) trén A Vvéi z, c6 dinh kéo theo 1a |JE, = A.
|

Do d6 4p dung dinh Iy Baire, ta suy ra E, c6 phan trong khéac rong vai | du
I6n. Khi d6 ta ap dung bd dé 2.1.12 suy ra duwoc f 1a ham chinh hinh trén

A X Eol. Tuong ty ta xét E, trén moi tap con mé cua A, khi do f la ham
chinh hinh trén AxB vai B la mot tap con mo tru mat trong A. Tap nay
chira mot dai nam ngang tiy y dong z, = 0. Trong budc nay ta cé thé khong
quan tdm t6i f 1a ham chinh hinh tirng bién theo z,, trong khi d6 van giit gia
thiét f 1a chinh hinh ting bién dbi v6i z, € A va chiing minh f chinh hinh
trén A xA. Hon nira, phét biéu dinh Iy nay, khdng mat tinh téng quat, ta gia
thiét rang dai c6 tam tai 0, tac la dang Ax A . Nhu vay dinh Iy 2.1.13 la hé
qua cua dinh ly sau.

Pinh ly 2.1.14 Cho f la ham chinh hinh trén A xA_va chinh hinh ting
bién theo z, € A khi z,duoc co dinh trén A. Khi dé f ehol (AxA).

Chirng minh. Do ta can chitng minh f 1a ham chinh hinh trén mdi da
dia compact twong ddi nén ta cé thé gia thiét f 1a ham chinh hinh trén mot
dai 16n hon AxA_ mot it. Khi d6 ta xét chudi Taylor cua ham f déi v6i
Z,tai z, =0:

o
> 27 (2.1.17)

~ vl
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Chudi (2.1.17) hoi tu chuan tic theo (z,,z,) e AxA,, tic 13, hoi tu tuyét doi
déu trén tap con compact cua A x A, . Khido ta viét:

cov(zl){—@zfv(!zl’o)J

Ho cac ham {¢,} , 1a ham diéu hoa dudi va theo bat dang thic Cauchy
thoa:

< |+

limsupsupe, <&™.

v €A
Vi gia thiét f chinh hinh theo z,, véi moi z,¢6 dinh, ta c6

limsupg, (z,)<1.

v

Nhung khi do, theo dinh Iy 2.1.11 ta co

limsup supe, <1.
v A

Do d6 theo dinh Iy Hadamard, chudi lily thira (2.1.17) hoi tu chuan tic theo
(z,,2,) € Ax A va do d6 tong ctia chiing 1a mot ham chinh hinh trén AxA.

W

Nhu vay dinh ly 2.1.14 da duogc chirng minh, do d6 dinh ly 2.1.13 ciling duoc
chirng minh. W

2.2.Dang Levi

Pinh nghia 2.2.1. Cho r 12 mét ham thyc thudc 16p C? trong mot mién

cua £", ta dinh nghia dang Levi ciia ham r tai diém z, nhu 1a dang Hecmit:

L, (z,)=.0,0, rdz, ®0dz;. (2.2.1)
ij
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Pinh Ii 2.2.2. Dang Levi (2.2.1) thi bat bién qua phép bién doi chinh

hinh cac toa do: Néu za 2&F (z) la mot vi phdi chinh hinh va néu @ 1a r
trong hé mai (tic la F Pe=r) thi:

F'L,=L (2.2.2)
(6 day F* ki hiéu céi kéo lai cua F)
Chirng minh. Ta can phai ching minh
Ly Fu,FV) =L, (u,V) voi moi (u,V)e£"xE" (2.2.3)

Bay gio, cac hé sb trong dang thuc L, = L, duoc tinh theo quy tac ham hop

Dau tién, viét 26z) thay cho F(z), ta duoc

0, 04, (POF) =0, {Za%%%a/w Za%m.

Nhung tong dau tién triét tiéu vi 05, 20=0. Tuong tu ta co

azh Z (a%%moz 26%6%P@Zh ?V](ﬁzk ?'/O
i ji

+ Z%%‘%zf@zk 8o+ Zaz P6,.0, %o
J ji

Mit khac, nhitng tong ¢ dong thir hai bi triét tiéu. Viét F(z) thay cho #4z),

ta c6 duoc ddng nhit cho cac ma tran

t

L, = J(F)-LyJ(F), voi J(F) lajacobicuaF

r

Biéu thirc trén la cach viét khac cua (2.2.3). W
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Dang Levi duoc goi la “ma tran phac Hess” cuaa r. Ma tran Hess toan
phuong, s6 hang bac hai trong khai trién cua r, viét trong toa do

(z2,7)e£"xE 1A
hessr = %Zaziazj rdz, ® dz, +%Zaziazj rdz, ®dz, + ) 0,0, rdz, ®dz;.
ij ij ij

Tong cua hai s6 hang dau cua vé phai 1a da thic diéu hoa duoc goi 1a “da

thirc Levi”. Ta ki hiéu LP. = Re Zijaziazj rdz; ®dz;; nhu vay r=LP, +L,.

Ménh dé 2.2.3. Ta co
L, (u,0)= %[hess r(u,u)+hessr (iu,iu) .

Chirng minh. Ta co

LP, (iu,iu)=—-LP, (u,u), (2.2.4)

L, (iuiu) =L, (u,). (2.2.5)
Tir do suy ra dugc

hessr(u,u)+hessr(iu,iu)

(u,
(LP, (iu,iu)+ LP, (u, ))+(Lr(iu,m)+Lr(u,U))
2L

(uT). W

Cho Mc £" la mét siéu mat. Ta gia st M dugc xac dinh dia phuong boi
phuong trinh r=0 véi or #0. Ta ki hiéu TEM la phan thé tiép xtc phac
ciia M x4c dinh béi TM 1 iTM. Véi zeM thé T°M la khong gian truc giao

véi or(z) qua tich Hecmit ky hiéu or(z)*
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Pinh nghia 2.2.4. Dang Levi cua siéu mit M tai diém z e M dugc dinh

nghia boi Ly (2)=L,(2)

TZ£|V| ]
trong &6 T/M 1a khdng gian tiép xdc ciia M tai ze M.

Pinh i 2.2.5 (Toa d6 chuan tic di véi siéu mat). Cho M 1a mét siéu
mat cia £"va z, 1a mét diém cia M. Khi @6, qua mét phép bién doi chinh
hinh (phép bién doi bdc hai) va véi ki hi¢u z=(z,,2') , Vé dia phuong tai

z, =0 ta c0 thé viét phurong trinh ciia M ¢6 dang

2 =(—Szﬂ\zjf Siﬂ\z | ]+o (2.2.6)
j=2

j=s"+2
trong d6 s, s lan luot 1a sb céc gia tri riéng duong va dmcua L, .

Chitng minh. Bang mot sy bién d6i tuyén tinh vé toa do, ta c6 thé gia
thiét rang z, =0 va tai d6 phuong trinh r =0 cta M théa 2Redr (0)=dy, .

Do d6 M la d6 thi dia phuong cua: y, = f (2,7, x,) véi of (0)=0.
Do d6 f =02 va vi vay ta co thé phan tich:

f=(Q(z,7)+L(2.7)x +Cx} )+0° (x,2'),

trong d6 Q 1a bac hai, L tuyén tinh, C 1a hang s6 va tat ca déu thuc. Ta ¢ thé

viét mot cach rd rang
!—f
Q Zall i J+Zall i J+22bUZ| i

(voi b, =b)va L=>cz+Cc7Z.
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Bay gio ta thuc hién phép bién dbi toa do bac hai nhu sau

{zl a zl—i(ZiZCizizl+sz),

Z'a 7'
Tir dinh 1i ham an phuong trinh cua M trg thanh
Y, =Q(z,7)+0%(x,2).

Bay gio mudn khir da thic Levi trong Q, ta thuc hién phép bién doi bac hai
{21 a z —izijzaijz{z} '

va phuong trinh viét lai: y, = ZZ b,zZ; + 0%(x,,2').

ij

Pé két thic phan chirng minh nay, ta thuc hién phép bién d6i truc giao cac
toa d¢ bén trong mat phang £"*; T,M theo cac bién z' chéo hoéa dugc ma

tran Levi (bij)] =L,, va qua phép gian tao thanh céc gié tri riéng unita. Diéu

nay dua dén dang chuan tac (2.2.6) trong phét biéu cua dinh Ii. W

Vi du 2.2.6. Cho Q dugc xac dinh boi y, <—2x7+ Y. +... trong d6
nhitng dau .....ki hiéu cho céc sb hang c6 bac 16n hon hoic bang 3 trong
Z,,Z,; ta ciing viét duogc bat dang thic trong dinh nghia Q 1a r <0.Vi thé,
Vvai cau tric thyc cua mat phang X,,Y,, tip M =6Q khong 16i ma ciing
khong 16m. Nhung n6 thi 16i hon 1a 16m va do d6 né 16i theo nghia phic.

Thuc vay néu e, =(0,1,0...) thi:
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Ly (6,,8)= %[hess r(e,.e,)+hessr(ie,,ie, )]

=E>Q
2

Vi thé e, 1a mot véc o riéng duong ddi voi dang Levi. Theo nhu dang chuan
d3 chimg minh trong dinh Ii 2.2.5 phai c6 mot phép bién d6i toa do
26 #67)ma qua phép bién doi do bat dang thuc dinh nghia mién xac dinh
thay d6i thanh

o< —|24° +.. (2.2.7)

Pé dat myc dich nay ta chi can xét phép bién doi:

.3
Yo=27 +i—22,
1 1 2 2

Z

%p=-Z,
=72

va bt dang thtrc ban dau bién dbi thanh (2.2.7).

Chu y 2.2.7. Tinh chinh quy C? cia M =46Q tai mot diém z,nao d6
dan dén tinh chat cia Q chia mot qua cau tiép xlc véi M tai diém z, tir
phan trong cua Q. Ban kinh caa nd 1a ban kinh c6 d6 cong nho nhat theo céc
hudng khac nhau. Mat khac, tinh duong ngat cua dang Levi L, (ZO) >0 qua
phép bién d6i chinh hinh toa d¢ twong duong véi diéu 1a Q duoc chira trong

mot lan can cua z, =0 trong tap hop duoc xac dinh bai:

2
—x2 +0?

2 2
).

y, <—¢|Z’

<—§(

!

z
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- A s 2 2
Vi vay, bay gio Q duogc chira trong mot qua cau (tam —i— va ban kinh —).
& &

Xét O 1a mién trong £", U 1a mién trong £"*, A 1a mot dia trong £ va
O:AxXU - Q
w o a z=ao(w)
1a mot 4nh xa 1 — 1 sao cho v6i moi dia Ata dinh nghia A, =@, (A)V6i
®, ()=0 (W),
Ta ciing c6 thé gia thiét ring ® md rong nhu mot vi phdi chinh hinh tai mot
lan cén cua oA va dit dA,, =@, (0A). V6i mot tap mo Q, < Q, gia sur

{8AW, €Q, vdi moi w'eU (2.2.8)

A, €Q, véi w' trong tdp mé U'cU.

Trong trudng hop ndy, ta gap mot trong sb cac hién tuong so cap nhat cua su

ma rong chinh hinh ma vé co ban né 1a hé qua caa cong thicc Cauchy:

ext

hol (©,)———>hol (Q2).

Pinh i 2.2.8 (Pinh Ii Hartogs mé rong). Cho Q 1a mét mién véi bién
thugc I6p C?, z,e M =0Q va gia si rang L,, co it nhat mét gia tri riéng

am. Khi do, véi moi lan cdn B cua z,c6 mgt lan cgn B’ < B thoa:

e

hol (2N B)——Xt— >hol (N B)UB’).

Chitng minh. T gia thiét vé dang Levi, ta cd thé gia sa Q chua trong
mot 1an can cia z,, tp y, <|z.| ~Q(Zp 124 1) — 02 (Xy1 Zy, s 2y 4 ) trong d6
Q ki hiéu cho sé hang bac hai theo z,,...,z, ,. Ta xét s6 hang bac hai nay va

0°nhu mot sai s6 & = &(X,,2,,...) va dinh nghia
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U :{z'e£”‘1: A <1—g} va U’:{z’: A <—8}. Bay gio, ho cua cac dia
thang ma trong d6 z, dugc sap xép co thir tu trén Ava z'dugc ¢b dinh trong
U thoa: 0A, €Q véi 7'eU, A€Q Vbi 2’ €U’
Mit khac, 1 rang la ho {A, }phi mot 1an can B'cua z, =0.Khi d6 két luan
la mot hé qua cua tiéu chuan mo rong kém theo da duoc chirng minh. W
2.3.Trung binh trén loga ciia ban kinh Taylor ciia cac ham chinh hinh

Pinh nghia 2.3.1. Ta n6i mot ham thyc naa lién tuc trén ¢ trong
Qc£"1a da diéu hoa dusi khi thu hep n6 trén moi dia A=d(A)cQla
ham diéu hoa dudi.
Ta ciing dinh nghia ¢ 1a da diéu hoa trén khi —¢p 1 da diéu hoa dudi. Khi ¢

thuoc I6p C?thi tinh da diéu hoa dudi dugc dic trung boi biéu thac

0,0, ¢ >0Vi moi i, j. Do d6 tinh diéu hoa dudi doc theo dia thing
ra W,+7w, that ra chi la cac tia toa d6 voi w=(...0,1,0...). Tuy nhién
diéu nay ludn ludn dung khdng chi véi cac ham thuoc lop C.

Ménh dé 2.3.2. Cho ¢ = —oo la ham nita lién tuc trén va diéu hoa dudéi
doc theo méi tia Decac. Khi dé c¢6 mot day ham da diéu hoa dudi
{p,} thugc l6p C”trén QV:{ZGQ:d(z,GQ)>%} thda ¢,] ¢. Pac
biét ¢ 1a ham da diéu hoa dudi.

Ching minh.Ta lay ham y e Ccua |z,],...,|z,|c6 gia chua trong |z| <1,

dgnde 4 gat

thoa y >0 va
P [ == 2y
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0 )=, o5 5

RO rang 1a mdi ¢, thuoc lop C*trong Q. Bay gio ta chiing minh rang ¢, la
da diéu hoa dudi. Vi né 1a tron nén ta chi can kiém tra tinh chat nay doc theo
mdi mat phang phicc Decac. Bang cach lay tich phan Iip lai ta chi can chang
minh diéu nay trong trudng hop 1-chiéu ddi véi viéc lay tich phan theo mot
bién don ¢ e A. Ta c6 diéu nay vi

1 e2x

—I; ¢V(W0+re‘9)d9
T

=IIA($J‘OZ”¢£WO +re’ —%)déjz(g)dg_/;idg

ZﬂA¢(Wo —%jz(g)¥=¢v(wo)-

Ta tré lai truong hop n-chiéu. Do ¢, 1a da diéu hoa dudi nén khi d6 (@, ):

&

giam khi £] 0 (bang viéc lap lai trung binh dudi 2-chiéu trén g -dia). Cho

, . 4 \ . , l X ~ L= N
v — oo, chinh ¢, giam: viet v vao vitri —, ta két luan ¢, ] ¢. Cuoi cung
- &

ta chi ra rang ¢ la da diéu hoa dudi. N6 la nta lién tuc trén véi 1y do twong
tu nhu trong trudng hop mot bién (xem chang minh trong bo dé 2.1.6). Hon

nita, qua phép hop thanh véi tham s6 hoa cua mot dia A=d(A), ta co:
@, 00] @od.

Do mdi ¢, 0 1a diéu hoa dudi nén khi d6 qua gigi han don diéu pod Ila

diéu hoa dudi do bo dé 2.1.6. W
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Cho Q la mot tap mo, u la mot vecto don vi trong £7, f [a mot ham chinh

hinh trong Q. Ta xét dén ham

o, (z)

vl

u

ri (z)=| limsup 2eQ (2.3.1)

14

Ham r{ (z) biéu di&n cho ban kinh cua dia l1on nhat theo phuong u ma trén
d6 chudi Taylor cua ham f tai diém z 13 hoi tu tirng bién va do d6 f Ia chinh
hinh tirng bién. Khi ta don tri hoa trén u e $2"* mit cau (2n — 1) chiéu, ta c6

ménh dé sau:
Ménh d@é 2.3.3. Cho f 1a ham chinh hinh trén 1an cén cia z. Khi dé:

inf rf“(z):sup{r: f ehoI(IB%”(z,r))}, (2.3.2)

uESZn—l
trong dé B" (z,r) 12 qud cau n chiéu, c6 tam z va ban kinh r.
Chitng minh. Chiéu ” > " rd rang suy tir bat dang thicc Cauchy. Chiéu
nguoc lai, gia sir r <r;'(z) voi moi u. Khi d6 f la chinh hinh ting bién doc
theo nira duong thang z+uA, va hon nita f con 1a chinh hinh trén mot 1an

cén cua z. Do d6 theo dinh 1i 2.1.14 thi f la ham chinh hinh trén B" (z,r). W

Véi z e Q va Vo {B}Ia mot hé cac lan can cua z trong mat phang (n — 1)

chiéu truc giao vaéi u, xét r; duogc xac dinh boi cdng thuc sau:

A\
ry =supinfr/(z’
f Bp 7'eB f ( )

Tagoi r;(z) la ban kinh Taylor cua f theo phuong u trong lan cén cua z.
Ménh @é 2.3.4 Taco

\%

r (Z') = sup{r : f la chinh hinh trén uA_x B vdi B thich h_o’p}.

(2.3.3)



Trang 38
Chirng minh. Bat dang thic "> "sinh ra tir bt dang thizc Cauchy. Con
chiéu nguoc lai " <", ta gia thiét ring phuong cua u 1a phuwong ciia truc z,va
ki higu z’ 1a cac bién con lai. Trong moi da dia c6 tam &, va chira trong Q, f
|la tong ctia mot chudi Ly thira kép theo z,—& va z'— &' ma ta c6 thé sap

xep lai nhu sau:

o' (2)

2 (n-4). (2.3.4)
> v!
1 -1
) ) o' f(z") L Z
Giasur r<r/ (&) vavithé r<| limsup|— f ) véimoi z'e &+ B doi
v Vi
v6i 1an can B nao d6 cua 0. Diéu nay suy ra
1
) orf(z')|
sup limsup ”—E) <r™. (2.3.5)
7eB v |4

Do d6 néu ta 4p dung dinh 1i 2.1.11 ta c6 thé doi chd “sup” va “lim sup”
trong (2.3.5); dac biét chudi liy thira (2.3.4) hoi tu chuan tic theo
z,—& €A, hoi tu déu theo 2’ € & + B va vi vay no xac dinh mot ham chinh
hinh trén UA, x B ma tap nay trung vai ham f. Do d6 r thugc tap hop trong

vé phai (2.3.3), tirc 1a ménh dé 2.3.4 da duoc ching minh. W

Cho zeQ va z, € Q la cap diém sao cho z, —z 1a chuan tic véi a0 tai z,.
Z,—1
2,-7|
0Q. Vi mot ham f chinh hinh trong Q ta c6:

Ta viét u= , do d6 d(z)la khoang cach tr z dén

va d(z)=|z,-z2

Néu r{ (z) thi f c6 thé me rong chinh hinh qua 6Q tai z,
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Pinh 1i 2.3.5 Ham logr" c6 cac tinh chat trung binh trén doc theo moi

dia
14
u

f.V‘l

Ching minh. bat ¢, :ilog g
Y

vl

—Iog(limsup j =—limsup(log -),
nén
-1

logr, =log| limsup :
|4

v

=—limsup ¢, .

o day
{gov la da diéu hoa dudi (do b6 dé 2.1.8)

@, la bi chin déu (do bat ding thitc Cauchy).

Thu hep @,'s trén dia A, nghia 1a thuc hién phép hop thanh ¢, 0@ végi tham

sb hda @. Tirchay 2.1.5, ta c6

logr! o® = —limsup ¢, o® c6 cac tinh chat trung binh trén. W

\%
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Chuwong 3. Mién chinh hinh va mién gia 16i

Muyc 3.1 cua chuong gidi thiéu cac khéi niém vé mién chinh hinh, mién gia
16i. Muc 3.2 trinh bay ddc trung ctia mién gia 16i qua ham vét kiét da diéu

hoa duéi va méi lién hé gitra mién gia 15i va mién chinh hinh.

3.1.Mién chinh hinh

Ta n6i mot ham f ehol (Q) khéng mé rong qua oQ tai z, € 6(Q) khi voi
moi 1an can B, cua z, khong ton tai ham P& hol (BZO)ma han ché cua né
trén mot thanh phan lién théng mo nao d6 cua B, | Q. bang f . Khi do ta

con néi f khdng co mo rong Pai z,.
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Pinh nghia 3.1.1. Mot mién Q< £" duoc goi 1 mién chinh hinh néu
v6i moi diém bién z, €0Q ma tai do ton tai f, ehol (Q) khdng ms rong

vuot qua oQ tai z,.

Moi mién Q cta £ déu la mién chinh hinh (c6 f, = nhu 1a cac ham

Z—-1,

toi han tai cac diém khac nhau z, € 0Q).

Pinh nghia 3.1.2. Néu K €Q thi ta dinh nghia Q - bao chinh hinh

cua K 1a kb, ={ZeQZ|f(Z)|SSUp|f| vf ehoI(Q)}.
K

Néu Q, c Q,thi kb, — Kb, bat chip viéc lya chon Q nhu thé nao ciing dé
dang kiém tra dugc trong moi truong hop tap hop K ludn chia trong bao

16i ma ta ki hiéu 1a KL That vay, cho K chua trong H nua khong gian

2.6!

chira z,v6i phép tuyén ¢ : K ={z:Re(z-12,,{)<0}.
O day (-,-) la tich hecmit trong £ "dugc dinh nghia béi (z,¢) = Zj 2,5,

Bo dé 3.1.3.
ir?(f r; =infr;. (3.1.1)

Ko
Chieng minh. Chiéu “>” 1a hién nhién. Chiéu nguoc lai “<”, gia su

r<ir2f ;. Khi do ta co

o, f (W)‘ <vIrvéimoi weK vavzv,. (3.1.2)
Tur dinh nghia cua Kk va vi 0 f ehol (Q), ta c6 dang thirc (3.1.2) dung

vai moi w e Kb, . Biéu nay kéo theo r < inf re. W
Q

B6 dé 3.1.4. Cho Q la mét mién chink hinh. Khi dé
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d(z,0Q)= ri (z),

ueS?", f chol(Q)

trong dé S*"*1a mdt cau 2n — 1 chiéu thyc trong £,

Chirng minh. Chiéu “<” suy ra tir bat dang thae Cauchy. Nguoc lai, ©
la mot mién chinh hinh, néu r >d (z,6Q) thi phai ton tai f e hol (€)sao cho
f ehoI(IB%“(z,r)) (B"(z,r) la qua cau tdm z ban kinh r trong £"). Do

ménh d€ 2.3.3 nén phai ton tai u sao cho r (z)<r. W

Tap K4 thi ludn dong trong Q nhung khong nhét thiét compact trong Q.
Tuy nhién, diéu nay xay ra khi Q 12 mién chinh hinh. Chinh xac hon, néu ki

hiéu d la khoang cach oclit thi ta c6 dinh li sau:

Pinh 1i 3.1.5. Cho Q 1a mét mien chinh hinh va K € Q 1a mét tdp con
compact. Khi do

d (K,00)=d (Kh,00).

Chirng minh. Ap dung b dé 3.1.3.va 3.1.4 ta co:

d (K,oQ) = inf d (2,60)

zeK

=infinfr/(z)

zeK v, f
- g 2
= d (Kh,0Q).
W
Pinh nghia 3.1.6. Mot mién Q dugc goi 1a 16i chinh hinh néu véi moi

tap K compact trong Q thi tap Kk, ciing compact trong Q.
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bic biét, dinh 1y 3.1.5 ndi ring “mot mién chinh hinh 1a 16i chinh hinh”.
Hon nira, do K% < Kt dan dén mot mién 16i 1 16i chinh hinh. Tinh 18i chinh
hinh 6n dinh qua phép giao.
Ménh dé 3.1.7. Néu Q,la cac mieén 16i chinh hinh véi moi j thi giao

Q=1 ;Q;ciing la l6i chinh hinh.

Chirng minh. Ta co

d (K00, )>d(Kh,,00,)

(3.1.3)
=d(K,0Q;),

trong d6 bat dang thic dau tién sinh ra tir bao ham thic kb, > Kb, va dang

thirc thir hai 14 mot hé qua cua dinh 1i 3.1.5. Néu ta lay “inf ” trong (3.1.3)
J

thitakétluan  d(Kh,00)=d(K,00).

(3.1.4)

Pinh Ii 3.1.8. Cac tinh chdt sau la twong diong
i) Q la mién 16i chinh hinh
i) Q 1a mgt mién chinh hinh
iif) Ton tai f ehol(Q) ma n6 khdng mé réng chinh hinh téi mét tap
bat ki I6n hon Q> Q.

Chirng minh. iii) = ii) Ia rd rang va ii) = i) da dugc ching minh
trong dinh ly 3.1.5. Bay gio ta ching minh la i) = iii). That vay, cho P la
mot da dia véi thm 0 va ki hiéu P,voi z e Q 1a da dia “dang P” 16n nhét tam

z va chira trong Q. Do d6, P, =z +rPvéi r > 0thich hop va P,cit 6Q tai mot

z
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diém nao d6. Cho T <=Q 1A trd mat dém duoc: ta muén xay dung ham
f ehol(Q)ma né khong thé thac trién dén mot 1an can cia P,véi moi
zeT. Cho z,,2,,... |a mot ddy trong T ma mdi s6 hang dugc lap lai trong T
vO han lan va K* € K?...1a mot ddy cac tap compact cta Q sao cho moi tap
con compact cua Q déu thuoc mot trong cac K. Do fi, € Qnén ton tai
g€ sz sao cho ¢ ¢ R“g. Pic biét, ton tai cdc ham f; ehoI(Q)sao cho
SLij‘ fj‘<‘fj (¢ )‘ Bang viéc thay thé f boi cac lily thira cia n6, ta c6 thé
gia st

fj(cjj):l, sgjp‘fj‘<2‘j.

Ta ciing c6 the gia sit 12 (<) =1 trong moi thanh phan cua Q. Dinh nghia

f =] ](2- f,) 1a tich hoi tu déu trén mdi K'do " j2° <+ va x4c dinh
j=1

mot ham chinh hinh f trén Q.Ham nay c6 mot khong diém cép j tai £;. Vi

thé n6 khong c6 mé rong tai mot 1an can cia cac P,voi z e T béi vi néu nhu

thé n6 s& c6 mot khong diém cap v han va vi vay nd dong nhat 0 trong mot

thanh phan cua Q. Khéng diém cap vo han l1a gisi han cua ddy con bat ky

cua &, néu z,la day ma z duoc Iap lai vo han lan. Cac gi¢i han nay Ia tru

mat trong oQ vi T tru mat. W

Chuay 3.1.9. Ménh d 3.1.7 két hop véi dinh 1i 3.1.8 d¢am bao rang phan
trong ctia giao cua cac mién chinh hinh 1a mot mién chinh hinh. Pic biét,
néu Q la mot mién chinh hinh thi véi moi diém bién z,ton tai mot hé cac lan

can {B}sao cho Bl Q la mét mién chinh hinh.
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Vi du 3.1.10. Cho Q [a mot “khdi da dién chinh hinh” cé dang
Q:{z:‘fj‘<l} ddi  vsi mot ho cac  ham  chinh  hinh
f. ehol(£“), j=1,...n; khi d6 Q la mét mién chinh hinh. That vay, cho
K € Q,ta phai co ‘fjHK <1-& v6i moi j va & thich hop. Bat ding thic nay

van dung trong K- nén Ko compact trong Q. Do d6 Kb, ciing compact

bai vi Kb < Ko,
Vi du trén dugc khai quat 1én sau day

Ménh dé 3.1.11. Cho Q va Q' 1a cac mién chinh hinhva F: Q> £"
la mot &nh xa chinh hinh. Khi dé: F™(Q')1a mgt mién chinh hinh.

Chieng minh. Vé6i K € F ('), ta c6:
Kesa) o F (AKa), (3.1.5)
vi F*(hol(©)) < hol (F*(Q’)). Bay gio, K 12 compact trong ', do d6
dong trong £"va vi vay F_l(ﬂkg')lél dong trong Q. Két hop voi (3.1.5)
suy ra duoc Ko 1a dong trong F~(Q'), va do d6 dong trong Q. Mat

khac, do

Koy c kb € Q,
nén ta két luan dugc Koy € F (). W

Cha y. Vi du 3.1.10 1a thu dwoc tir ménh dé& 3.1.11 véi cach chon
Q'=Ax..xA, F=(f,.., fy). Tuong tu khi F 1a &nh xa riéng thi Q ciing la

mién chinh hinh.
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3.2.Mién gia 10i
Ki higu d(z)=d(z,0Q)

Pinh nghia 3.2.1. Mot mién Q duoc goi la gia 16i khi —log d 1a da
diéu hoa dudi.

MJ3i mién trong £ déu la gia 16i. Hon nita, do da diéu hoa dudi 1 6n dinh
qua Vviéc lay “sup” nén tinh gia 16i ciing 6n dinh qua phép liy giao: véi ho
-y TA-= Ie /0 N =0 IA: 7 5 A N A r 7
gia loi {Qj }j, ta co fL dj la gia loi. Do cac qua cau, va tong quat hon cac

j
tap 16i 1a gia 16i (so sanh dinh ly 3.2.2), moi mién gia 16i la “gia 15i dia
phuong”. Piéu nguoc lai ciing diing va sé& dugc ching minh trong ménh dé
3.2.3. Trudc khi trinh bay, ta can dinh nghia khai niém cua ham vét kiét, d6
la, mot ham w:Q — | sao cho cac tap hop {z:z//(z)sc} Voi cZ 4o la
mot hé co ban cua cac tap con compact cua Q. Ta cling can dinh nghia ddi

ddng diéu cua hé  trén Q. Cho

k1 5k—1 ék

LC7(Q)T > C7(Q) - CcT (). (3.2.1)

la 0- phtic tac dong 1én dang phan chinh hinh f = Z | f,dz, , trong @6 ' la

1=k

ki hiéu cac da chi sé dwoc sdp tha ty J=j <..<]j va dz, thay cho
dz, A..A0Z,. O day h¢ sé f latrong C*(Q) va tic dong cua & duoc dinh
nghia boi of = Z Z '871. f,dz; ndz,, dic bi¢t 000" =0. Ta dinh nghia

d6i dong diéu cua (3.2.1) xac dinh boi

ker 0¥
Kk (Q) = W
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Céc dic trung day du cua tinh gia 16i nam trong cac dinh ly sau:

Pinh ly 3.2.2. Cac tinh chdt sau la twong diwong
i) O 1agidg I6i.

ii) Ton tai mgt ham vét kiét y cua Q lién tuc va da diéu hoa dudi.
iii) K (Q)=0, k1.
iv) Q 1a mién chinh hinh.

Chieng minh. i) = ii). Néu Q bi chan thi ta chi can dat y =—logd va
néu nguoc lai dit w =—logd +/1|z|2, thi n6 1a ham lién tuc , da diéu hoa
dudi va vét kiét.

i) = iii). Piéu nay thuc su kho (c6 thé xem chizng minh trong [5]).

iii) = iv). Ta chang minh bang quy nap theo sé chiéu n va ding gia
thiét nay trong 3 truong hop xay ra. Ta ¢ dinh mot diém bién z, € 6Q, gia
str la z, =0, va gia thiét ring Q c6 giao khac rong w=Q1 {z:z, =0}. Cho
jio—>Q va 7:£" —){Z:Zn :O} lan Iuot 1a don anh ty nhién va phép
chiéu tu nhién. Trugc hét ta ching minh 12 moi k- dang f trong @ ma la o-
dong, nghia 1a thoa of =0, c6 thé duoc nang Ién thanh mot 0- dong dang P/
trén Q, nghia 1a 0 720 va j P& f. Dé chimg minh didu d6, ta chl ¥ ring
o va Q\z7 (@) la déng tuong doi trong Q va lay y eC”(Q) béng 1 tai
» vabing 0 tai Q\ 7" (®). Khidé yr'f 1a xéc dinh tét trén @ va cam sinh

f trén . N6 khong nhét thiét 9- dong, dé dat duoc diéu do ta phai st dung

_ _ 0
mot kiéu s6 hang “chinh stra” z,u cho mot nghiém u ctia du = 42" va dat:
z

n
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Pyt —Z,u.

Su ton tai nghiém u cua phuong trinh trén la dugc dam bao boi gia thiét triét
tiéu ctia nhom dbi dong diéu (dbi véi cap k +1 néu f co cap k). Vi vay f co
thé dugc nang 18n anh xa 0- dong . Pdng thoi o thira ké tr Q tinh triat

tiéu d6i dong diéu

K'(0)=0, k>1. (3.2.2)
Néu f thoa of =0 trén w thi ta nang né 1én dén Q, sau d6 giai o¥e= Ptren
& va cudi cung xac dinh duoc u= "% Day 1a nghiém cua ou = f trén .

Theo gia thiét quy nap, (3.2.2) suy ra duoc @ 1a mién chinh hinh (ma
no thi dwong nhién dung & budc quy nap dau tién @ < £') va vi thé ton tai

mot ham f e hol (@) ma n6 khong thé mé rong tai z,. Tiep theo, st dung
mét Ian nira gia thiét K*(Q)=0, ta tim dugc P& hol (Q) sao cho f)/f’ =f.
Do vay P/khdng thé mé rong chinh hinh va Q 13 mot mién chinh hinh.

iv) = i). Trong mot mién chinh hinh Q, ta c6 (b6 dé 3.1.4)

d(z)=infr/(z), zeQ.

u,f

Do d6 —logd =sup(—logry), bay gio cac ham —logr; c6 tinh chat trung
v, f

binh dudi trén cac dia theo nhu dinh ly 2.3.5 va ciing ding cho cén trén dung
“sup” cua ching. Hon nita, do —logd lién tuc, nén né 1a da diéu hoa dudi.

binh ly da dugc chirng minh. W
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Ménh dé 3.2.3. Cho Q & mgt mién chinh hinh cia £ "va gid thiét mdi
diém trong &Q c6 mgt co sé 1an can {B}sao cho B1 Q thaa ii) cia dinh Iy

3.2.2 Khi do Q ciing thoa ii).

Chirng minh. Ta ki hiéu w,, , 12 ham vét kiét da diéu hoa dudi trén
mdi Bl Q.Bang viéc lay mot phu hitu han dia phuong cua 8Q tir B va dan
Cac vy, , khac nhau bang viéc Iy can trén “sup” trén cac tap chong Ién nhau
cua ching, ta tim duogc y' 1a da diéu hoa dudi trén mot lan can Q, ciia 80
trong Q, sao cho y' — +o khi z—0Q,va y'bi chin dia phuong tai
o(Q\Q,). Cho w’la ham da diéu hoa dudi trén £"V6i w’ — +oo khi
Z >+, sa0 cho y’>y* trén mot 1an can V cua 0(Q\Q,). Pinh nghia
ham y 1a ham y*trén Q, =(Q\Q,)UV va la sup(y',p*)trén Q,, v la
mot ham vét kiét ddi voi Q va nd 1a mot ham da diéu hoa dudi bai vi tinh
chat nay 1a 6n dinh qua phép ldy sup trén hiru han chi sé. W
Ménh d& 3.2.3 néu Ién tinh gia 16i 1a mot tinh chat dia phuong. Két hop voi
dinh ly 3.2.2, n6 chi ra rang tinh chat ¢é mot mién Ia chinh hinh ciing 14 tinh
chat dia phuong. Hon nita, né dan dén mot dang cua tinh chat nay doi véi
cac khai niém mam.
Trong dinh ly 3.2.2 ta da ching minh 1a néu tén tai mot ham da diéu hoa
dudi vét kiét y cua Q thi —log d ciing 1a da diéu hoa dudi.
Cho Q la mét mién véi bién thudc 16p C* duoc xac dinh boi r<0véi

or #0 tai nhitng diém ma tai d6 r=0. Pat M =oQ, gia s L, =L |, la

TEM
dang Levi ciia M va gia st s;,, S,,, Sy, lan luot 1a s6 cac gia tri riéng duong,

am va bang 0 cia M. Ta m6 t& M nhu mot do thi y, = f(x,,z',7'), dit
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r=-y,+f, vakihiéu za z*la phép chiéu Ién M theo truc y,. Dinh Iy sau
day néu mdi lién hé gitta dau hiéu cua dang Levi cua ham vét kiét
% :—Iog(—r)+/1|z|2 (voi A phl hop) véi dau hiéu cua dang Levi cua bién
L

M *

Pinh ly 3.2.5. Ta cé

(3.2.3)

Péc bit s =0,
Chirng minh. Dé chi ra moi lién h¢ gita L, (z) va L,, (z°), trudc hét ta
chiyrangvéi r=-y,+ f ,taco

(aziafjr(z))ij :(5Zi571r(2*)) ,

i (3.2.4)
ari(z):arL(z*).
Tiép theo ta chd y ring
> oz,07,pdz, ®dz, =|r|" > 6z,67,rdz, ® dz,
! ! (3.2.5)

+|r|_2 or®or+1) dz; ®dz,.
j

Véi vécto we£" va voi diem z' e M , ta phéan tich w =(w",w") trong d6

w’ va W' lan luot 12 tiép tuyén va cac thanh phan chuan tic caa M tai z".

Taco
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L, (w,w)>|r| "L, (w", w")

| ("= el ]

trong d6 ¢ 1a mot can trén véi dao ham cap 2 cua r. Khi d6 véi A = A_thich

. (3.2.6)
|

hop, ta co
L, (w, ) 2|r[ L, (W', W)+ |w] . (3.2.7)

Piéu nay kéo theo s, (2)<sy (z) nhung diéu nguoc lai 13 1d rang: do do
dang thie dau tién cua (3.2.3) duoc ching minh. Pang thic thir hai ciing
duoc suy ra tryc tiép tir (3.2.7). W
Pic biét, ta 6 thé lien hé tinh gia 16i cia mot mién, tic 1a tinh duong cua
dang Levi L, cua mot ham vet Ki¢t vei tinh gia 15i tai bién cua nd, hay la tinh

duong cua L,,.
Hé qua 3.2.6. Taco s, =0 neuvachinéu s, =0.

Vi vay Q la gia 10i néu va chi néu L,, (2)>0 véi moize M. O day, tinh
gia 16i boc 1, it nhat dbi vai bién thudc 1op C?, tinh chét dia phuong day du

cua no.

Chi y 3.2.7. Moi quan hé gitta s, s;,s0 Va s, Sy, Sy khong phu
thudc vao su lya chon r nhung co thé phu thugc vao A (va cua cau tric dac
tht cua ham vet kiét nhu y =—log(— +/1| | ). Tuy nhién, theo dinh ly

322 hé qua trén thi khéng phu thuoc A: néu L, 20, voi

y =—log(-r)+4|z | thi n6 ciing >0véi w=-logd. Vi thé sb hang
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Alz[ cudi cung c6 thé duoc loai bo, nhung né déng mét vai tro quan trong

trong phuong phap chirng minh dinh ly 3.2.5.

Hé qua 3.2.8. Cho Q 1a mét mién cuia £"véi bién C?, hai diéu kién sau
la twong duwong
) Q lagialoi
i) Khong tim dwoc mét dia gidi tich A ¢d tinh chat
OAEQ, Al 0Q=¢ (3.2.8)

Ching minh.

ii) = i). Néu Q c6 mot diém bién, chon la z, =0 ma tai d6 s~ >0 thi
bang cach lap phuong trinh cua Q theo dang chinh tic (2.2.6), tic Ia:
Yy = — |2, +0%(24,...) +0% (%, 2,,2,...), ta c6 duoc dia {0}x A, x{0}... mau

thuan voi (3.2.8).

i) = ii). Gia st A la mot dia thoa (3.2.8), khdng mét tinh téng quét ta
gid str diém ma tai d6 no giao véi oQ la tam A(0) cua no, tring véi goc 0.
Khi d6 ho cac dia tinh tien {A} v6i A =z+ A |z|<e, thoa (2.2.8) va cung
caAp mot ham ma rong chinh hinh tr Q dén mot 1an can cua 0. Do d6 Q

khong la mot mién chinh hinh hay twong duong véi né khéng la gia 16i. W

n

Trong j ", mot mién Q 14 16i néu va chi néu khong ton tai doan thang ma
bién cua nd thi trong Q ma khdng phai moi diém ¢ giita doan thang déu nam
trong Q. Do d6, cac tinh chat cua hé qua 3.2.8 Ia bat bién phtic day du twong

tu nhu diéu kién nay véi cac doan thang duoc thay thé bai cac dia.
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KET LUAN

Qua qud trinh thuc hién luan van tdi bat dau lam quen véi cac khai
niém, tinh chat caa ham nhiéu bién phutc, vé bai toan thac trién chinh
hinh, vé mdi quan hé giira mién chinh hinh va mién hoi tu caa chudi lity
thira hoi tu. Toi bude dau tim hiéu vé ly thuyét da thé vi phuc théng qua
viéc tim hiéu vé mién gia 16i va méi lién hé cua nd véi mién chinh hinh.

Con rat nhiéu van dé kha khé ma t6i phai can hoc thém trong céc

linh vuc nay

Mic du dd co6 nhiéu cd gang nhung luan vin khong tranh khoi
nhitng sai s6t. Mong rang quy thay va cac ban c6 nhiing gop y dé luan

van duoc hoan thién hon.



Trang 54

TAI LIEU THAM KHAO

[1] Pau Thé Cap (2000), Ham mét bién phizc, NXB Gido duyc.
[2] B.V.Sabat (1974), Nhdp mon gidi tich phizc, NXB Dai hoc va THCN

[3] R.C.Gunning, H.Rossi (1965), Analytic function of several complex

variables, Prentice-Hall, Inc.Englewood Cliffs, N.J.

[4] L. H6rmander, An Introduction to Complex Analysis in Several
Variables, North- Holland Publishing Company 1973

[5] J.Zampieri (2006) Geometry of the domains of holomorphic and CR

functions.



Trang 55



	TRANG BÌA
	LỜI CÁM ƠN
	MỤC LỤC
	MỞ ĐẦU
	1.Lý do chọn đề tài:
	2.Mục đích nghiên cứu:
	3.Đối tượng và phạm vi nghiên cứu:
	4.Ý nghĩa khoa học và thực tiễn:
	5.Cấu trúc luận văn:

	Chương 1. Hàm chỉnh hình nhiều biến phức
	1.1.Không gian  và hàm chỉnh hình
	1.2.Công thức tích phân Cauchy trên đa đĩa
	1.3.Chuỗi lũy thừa

	Chương 2. Dạng Levi và mở rộng Hartogs
	2.1.Hàm điều hòa dưới
	2.2.Dạng Levi
	2.3.Trung bình trên loga của bán kính Taylor của các hàm chỉnh hình

	Chương 3. Miền chỉnh hình và miền giả lồi
	3.1.Miền chỉnh hình
	3.2.Miền giả lồi

	KẾT LUẬN
	TÀI LIỆU THAM KHẢO

