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MỞ ĐẦU 

1.Lý do chọn đề tài:  

Những tính chất cơ bản của hàm chỉnh hình nhiều biến phức là nền 

tảng ban đầu để tiếp tục nghiên cứu các vấn đề sâu hơn trong lý thuyết hàm 

nhiều biến phức. Tôi chọn đề tài này để bước đầu tìm hiểu về sự thác triển 

hàm chỉnh hình nhiều biến phức, một lĩnh vực được sự quan tâm của các nhà 

toán học trên thế giới.  

2.Mục đích nghiên cứu:  

Tìm hiểu sự thác triển chỉnh hình nhiều biến phức qua việc chỉ ra 

miền hội tụ của chuỗi lũy thừa của hàm nhiều biến phức, cũng như chỉ ra 

mối liên hệ giữa miền chỉnh hình và miền giả lồi. 

3.Đối tượng và phạm vi nghiên cứu:  

Trong luận văn này, chúng tôi nghiên cứu một số vấn đề cơ bản của 

hàm nhiều biến phức liên quan đến hàm chỉnh hình, hàm đa điều hòa dưới, 

miền chỉnh hình và miền giả lồi. 

4.Ý nghĩa khoa học và thực tiễn:  

Luận văn sẽ là một tài liệu tham khảo để hiểu thêm về sự thác triển 

chỉnh hình của hàm chỉnh hình nhiều biến, một trong các vấn đề cơ bản của 

hàm nhiều biến phức. 

5.Cấu trúc luận văn: 

Nội dung luận văn được trình bày theo 3 chương: 
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Chương 1: Trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản của hàm chỉnh 

hình nhiều biến phức, đặc biệt ta quan tâm việc biểu diễn chúng dưới dạng 

tích phân Cauchy và dạng chuỗi lũy thừa. 

Chương 2: Trình bày dạng Levi của một hàm thuộc lớp 2C  trên một 

miền của n£  và sử dụng nó để chứng minh các kết quả về thác triển chỉnh 

hình. Nêu ra khái niệm trung bình trên loga của bán kính Taylor của hàm 

chỉnh hình, các kiến thức về hàm điều hòa dưới, đa điều hòa dưới và mối 

liên hệ giữa tính chỉnh hình theo từng biến và chỉnh hình toàn cục.   

Chương 3: Trình bày các khái niệm, các tính chất cơ bản của miền 

chỉnh hình, miền giả lồi và mối liên hệ của hai miền này. 
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Chương 1. Hàm chỉnh hình nhiều biến phức 

 

Chương này trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản của hàm 

chỉnh hình nhiều biến phức, đặc biệt ta quan tâm việc biểu diễn chúng dưới 

dạng tích phân Cauchy và dạng chuỗi lũy thừa. Nội dung chính của chương  

là định lý 1.3.7, chỉ ra rằng một miền Reinhardt đầy đủ, lồi loga là miền hội 

tụ của một chuỗi lũy thừa. 

 Nhắc lại một số kí hiệu  

 Tập hợp các số tự nhiên: { }0, 1, 2, ...=¥ , { }\ 0 .∗ =¥ ¥   

Tập hợp các số thực: ¡ , { }: 0+ = ∈ >¡ ¡x x .  

Tập hợp các số phức: £ . 

1.1.Không gian £ n  và hàm chỉnh hình     

Định nghĩa 1.1.1. Ta gọi không gian gồm những điểm 

( )1, ... ,= ∈ × ⋅⋅⋅ ×£ £nz z z  là không gian £ n . Đặc biệt khi 1=n  thì 

:≡£ £n  mặt phẳng phức. 

Khi đó ta đồng nhất được  2 →%¡ £n n  xác định bởi hàm: 

                                         ( ), = +ax y z x iy                                      

(1.1.1) 

trong đó ( ) 2, ∈ ¡ nx y , ( ) ( )1 1, ... , , , ... ,= =n nx x x y y y  ( )n ∗∈¥ . Trong 

phép tương ứng (1.1.1),  ta viết Rey z=  và Im .y z=  

Định nghĩa 1.1.2.  Mọi ( )1, ... , , ; 1 .n
n jz z z z j n= ∈ ∈ ≤ ≤£ £  Ta định 

nghĩa 
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• { }; 1jz max z j n= ≤ ≤  là mô đun của z.    

• = −z x iy  là liên hợp của z trong £ n . 

Định nghĩa 1.1.3.  

• Hàm : →£ £nl  gọi là ¡ -  tuyến tính (tương ứng £ - tuyến tính)  nếu 

i)  ( ') ( ) ( '), , '+ = + ∀ ∈£ nl z z l z l z z z ; 

ii)  ( ) ( ), ,λ λ λ= ∀ ∈ ∀ ∈¡ £ nl z l z z (tương ứng ,λ∀ ∈ ∀ ∈£ £ nz ) 

•    Hàm : ,f Ω→ £  với Ω  là tập mở trong ,n£  được gọi là 2¡ n -  khả vi 

(tương ứng £ n - khả vi) tại ∈Ωz  nếu tồn tại một ánh xạ ¡ - tuyến tính 

: →£ £nl  (tương ứng £ -  tuyến tính) sao cho  

                   ( ) ( ) ( ) ( )ϕ+ = + +f z h f z l h h    với  ( ) 0ϕ
→

h
h

 khi 0.h →    

Ta cũng chứng minh được, nếu f  là 2n¡ - khả vi trên Ω  thì = ∂ + ∂df f f , 

trong đó:       ∂f =
1=

∂
∂∑

n

j
j j

f dz
z

 và ∂ f =
1=

∂
∂∑

n

j
jj

f d z
z

. 

Định nghĩa 1.1.4. 

•    Hàm ( )1∈ Ωf C  được gọi là chỉnh hình (giải tích) tại 0
nz ∈£  nếu nó 

£ n - khả vi tại mỗi điểm thuộc một lân cận nào đó của 0.z  

•    Hàm ( )1∈ Ωf C  được gọi là (giải tích) chỉnh hình theo từng biến  nếu 

nó chỉnh hình với mỗi biến khi các biến còn lại cố định.  

•    Hàm ( )1∈ Ωf C  được gọi là hàm chỉnh hình (hàm giải tích) khi 

= ∂df f , nghĩa là  f  thỏa hệ phương trình 0, 1, ..., .∂ = =
jz f j n              (1.1.2) 

Tập hợp các hàm chỉnh hình trên Ω  được kí hiệu là ( )Ωhol . 
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Hệ phương trình (1.1.2) được gọi là hệ Cauchy – Riemann (viết tắt hệ C-R).  

Như vậy, df  một cách tổng quát là ánh xạ ¡ - tuyến tính, thì trong trường 

hợp này là một ánh xạ £ - tuyến tính, nghĩa là ta có sơ đồ giao hoán sau  

                                       

2 dfn n

fn ∂

→

→

¡ ¡
P P
£ £

                                               (1.1.3) 

Nếu chúng ta phân tích Re Im ,f f i f= +  thì hệ C-R là hệ gồm 2n phương 

trình thực 

                 
Re   Im 0

1,..., .
Re   Im 0

j j

j j

x y

y x

f f
j n

f f

∂ − ∂ = =∂ + ∂ =
                                         (1.1.4) 

Định lý 1.1.5. Cho ( ) ( )( )
1,...,=

= j j n
f z f z là hàm giải tích trong một lân 

cận 0z , ta giả thiết rằng ( )det 0∂ ≠
iz j ji
f  tại 0z . Khi đó tồn tại hàm giải tích 

( ) ( )( )
1,...,=

= j j n
g z g z  trong lân cận ( )0 0=w f z  sao cho .=og f id  

Chứng minh. Ta tăng gấp đôi biến ∈£ nz  thành cặp ( ), ∈ ×£ £n nz w  

và chứng minh cho trường hợp tổng quát hơn. Cho hàm giải tích 

( )( ): , , ,× → =£ £ £n m n
j j

h h h z w  giả sử rằng 0=h  và ( )det 0∂ ≠zh  tại 

( )0 0,z w , hệ phương trình ( )( )
1,...,

, 0
=

=j j n
h z w  có duy nhất nghiệm giải tích 

( )( )= jz z w   trong lân cận 0w  với ( )0 0.=z w z  Điều này suy ra kết quả của 

định lý khi xét =m n  và ( ).= −j j jh w f z  Ta cần chứng tỏ rằng 0=jdh  và 

0=kdw  với j = 1,…,n và k = 1,…,m kéo theo 0, 1,...,jdz j n= = : nhưng điều 

này xảy ra do ( )det 0∂ ≠zh . Do đó theo định lý hàm ẩn, phương trình 0=jh  

xác định duy nhất nghiệm ( )( )= jz z w  trong lân cận 0w  với ( )0 0.=z w z  Từ 
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nghiệm ( )z w  này, đồng nhất thức 0= ∂ + ∂ =z wdh hdz hdw  suy ra rằng jdz  

là tổ hợp của kdw , do đó jz là hàm chỉnh hình.                                             W 

1.2.Công thức tích phân Cauchy trên đa đĩa  

Cho ( )0 0 0
1 ,...,= nz z z là một điểm trên £ n  và ( )1,...,= nr r r  là một n-bán 

kính trên ( ) .+¡
n

Ta kí hiệu 0
0 { , 1,..., }.∂ = − = =j j jP z z r j n  

Định nghĩa 1.2.1. Cho 0
0{ : }∆ = ∈ − <£

j j
j j j jz r

z z z r là đĩa tâm 0
jz  và 

bán kính .jr Ta định nghĩa 0 0

1,...,=

= ∆∏
j jz r z r

j n
P là đa đĩa tâm 0z và n-bán kính r. 

Định lí 1.2.2. Cho f là một hàm liên tục trên đa đĩa P  và là một hàm 

chỉnh hình theo từng biến jz , với mọi j, khi cố định các biến kz  với ≠k j . 

Khi đó: với mọi ∈z P  ta có  

         ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1
1 1

2 ... .
...

−

∂

= ∧ ∧
− ⋅ ⋅ −∫

ς
π ς ς

ς ς
n

n
n nP

f
f z i d d

z z
                 (1.2.1) 

Chứng minh.  

• Ta chứng minh bằng quy nạp theo n chiều của không gian £ n . Với 

1=n , để đơn giản kí hiệu, ta giả sử 0 0=z  và 1=r , do đó P trùng với đĩa 

đơn vị .∆  Để chứng minh định lí ta cần đến bổ đề sau 

Bổ đề 1.2.3.  Cho ( )1∈ ∆g C , với mỗi ∈∆z  ta có 

                 ( ) ( ) ( )1
2 ∆

∂∆

∂ 
= + ∧ − − 

∫ ∫∫ ς ςς
ς ς ς

π ς ς
gg

g z d d d
i z z

                    (1.2.2) 
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Chứng minh. Với ,∈∆z  giả sử ( ),d zε < ∂∆ , khi đó ∆ = ∆ε
εz  thỏa 

ε∆ ∆ . Chú ý ∂∆  và ∂∆ε  là các phần biên của \∆ ∆ε  suy ra phần bù 

( )\+∂ ∆ ∆ = +∂∆ − ∂∆ε ε . Ta dùng kí hiệu ω  thay cho 1-dạng ( )
−
ς

ς
ς
g

d
z

. Do 

công thức Stokes cho ta kết quả 

\

1 1
2 2 ∆ ∆

+∂∆+∂∆

 
= − 

 
∫ ∫ ∫∫

εε

ω ω ω
π π

d
i i

                (1.2.3) 

Chú ý hàm dưới dấu tích phân trong tích phân cuối cùng ở (1.2.3) là  

( )
.

g
d d d

z
ς ς

ω ς ς
ς

∂
− = ∧

−
  

Vì ωd  là hàm dưới tích phân theo biến z, nên 

\
.d d

ε
ω ω

∆ ∆ ∆
→∫∫ ∫∫  

Ta cũng chú ý 

( )1 ,
2 +∂∆

→∫ ε
ω

π
g z

i
 

Vì g liên tục tại z nên qua giới hạn khi 0,→ε  (1.2.3) trở thành (1.2.2). 

Đặc biệt, nếu thay một hàm tổng quát 1∈g C  bởi một nghiệm f của phương 

trình 0,∂ =z f  (1.2.2) ta có 

( ) ( )1 ,
2 ∂∆

=
−∫
ς

ς
π ς

f
f z d

i z
 

Đó là công thức (1.2.2) cho trường hợp 1.=n  
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• Ta tiếp tục chứng minh quy nạp và giả sử rằng (1.2.1) đúng với hàm 

chỉnh hình 1−n  biến số 1 1, ..., .−nz z  Kí hiệu P′  là đa đĩa 0

1≤ −

∆∏
j jz r

j n
và viết 

(1.2.1) theo 1 1,..., −nz z với tham số nz  ta được  

  
( ) ( )

( ) ( )0

1
1 1

1 1 1
1 1 1 1

,..., ,1,..., ... .
2 ...

−
−

−′∂
− −

 = ∧ ∧  − ⋅ ⋅ −  ∫
ς ς

ς ς
π ς ς

n
n n

n nP
n n

f z
f z z d d

i z z
  (1.2.4) 

Thực hiện phép thế trong công thức Cauchy 1-chiều ta được 

     ( ) ( )
( )

1
1 1

1 1

,...,1,..., , .
2− − =

− −

=
−∫ς

ς ς
ς ς ς

π ςn n n

n
n n nz r

n n

f
f z d

i z
                       (1.2.5)  

Từ (1.2.4), (1.2.5) ta suy ra được (1.2.1) nhờ định lí Fubini.        W 

Chú ý 1.2.4. Tính chính quy 1C  theo từng biến jz  riêng biệt là cần thiết 

cho công thức Stokes, và đồng thời tính chính quy 0C  thì cần thiết cho định 

lý Fubini. 

Cho ( )0∈ Ωf C  là hàm chỉnh hình theo từng biến jz  riêng biệt, ta muốn áp 

dụng công thức (1.2.1) cho mọi đa đĩa P Ω . Vì hàm biến z được sinh ra 

bởi các tích phân theo ς  là thuộc lớp ∞C , nên kết quả đó có thể kiểm tra qua 

việc lấy đạo hàm theo biến jz  trong tích phân hội tụ. 

Hệ quả 1.2.5. Nếu f  là hàm thuộc lớp 0C  trên Ω  và là hàm chỉnh hình 

theo từng biến jz  riêng biệt thì nó là hàm thuộc lớp 
∞

C và đặc biệt là hàm 

chỉnh hình. 
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Ta kí hiệu những dãy điểm trong ( )0 ,∂ P z r  như sau ( )=ς ς j  với 

ji
j j jz r e θς = + . Khi đó ta có 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )[ ]

0

1

1,
1 1

22
1 10,1

2 ...
...

,..., ... .

−

∂
∧ ∧

− ⋅ ⋅ −

= + ∧ ∧

∫

∫ πθπθ

ς
π ς ς

ς ς

θ θn
n

n
nP z r

n n

ii
n n

f
i d d

z z

f z re r e d d
 

Công thức (1.2.1) nói lên rằng một hàm chỉnh hình thỏa mãn tính chất giá trị 

trung bình: giá trị của hàm f tại z bằng giá trị trung bình của nó trên biên của 

đa đĩa bất kì chứa trong miền mà tại đó f là hàm chỉnh hình. Nếu thay f bởi 

f trong công thức (1.2.1) thì ta thấy rằng ( )f z  được đánh giá bởi giá trị 

trung bình của f  trên ( )0 , :∂ P z r  ta nói rằng f có các tính chất giá trị 

trung bình dưới trong trường hợp này. Đặc biệt nếu f đạt cực đại tại điểm z 

thuộc miền Ω  mà trên đó f chỉnh hình thì khi đó f  phải là một hằng số 

bằng với giá trị ( )f z  trong ( )0 ,∂ P z r  với mọi ( ),P z r∂ Ω . Do đó f  là 

hằng số trong lân cận của z. (Thật ra chính f là hàm hằng vì 
2 2 0∂ = ∂ ∂ =z z zf f ). Nó cho phép f thỏa mãn cái được gọi là nguyên lý mô 

đun cực đại. 

Định lí 1.2.6. Cho Ω  là tập bị chặn và f liên tục trên Ω , chỉnh hình trên 

Ω . Khi đó f  đạt cực đại trên ∂Ω . 

Chứng minh. Hàm f là hằng số địa phương tại mọi điểm thuộc phần 

trong của Ω , mà trên đó f  đạt cực đại. Vì vậy, tập hợp các  điểm này cũng 

là tập đóng, không thể khác rỗng trừ khi nó là một thành phần liên thông của 

Ω . Mặt khác những giá trị cực đại của f  đạt tại các điểm biên đều bằng 

nhau.                             W 
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Cho đa chỉ số ( )1,...,= ∈¥α α α n
n , ta đặt 1! ! ... != ⋅ ⋅α α αn  và 

1 2 ...= + + +α α α αn . Ta định nghĩa đa lũy thừa là 1
1 ...= ⋅ ⋅ ααα n

nr r r  và đa đạo 

hàm là 1

1
...∂ = ∂ ⋅ ⋅∂ααα n

nz z zf f f , mà đôi lúc ta cũng kí hiệu là ( )αf . Ta viết 

( )1+α  thay cho ( )1 1,..., 1+ +α αn  và nếu β  là đa chỉ số khác sao cho 

<β αj j với mọi j, ta định nghĩa ( )1 1,..., .− = − −α β α β α βn n  

Ta nói rằng một chuỗi lũy thừa ( )0−∑ α
αα

a z z hội tụ chuẩn tắc trên đa đĩa 

( )0 ,P z r nếu với mọi ′r  thỏa ′ <j jr r  với mọi j thì ta có: ′ < +∞∑ α
αα

a r . 

Với β  cố định, ta kí hiệu ( )( )( )
0−∑

βα
αα

a z z  là đạo hàm cấp β  của chuỗi 

( )0−∑ α
αα

a z z , tức là chuỗi 
( ) ( )0

! .
!
a z z α β
α

α β

α
α β

−

≥

−
−∑  Đó chỉ là bài toán 

áp dụng định lí Abel để chỉ ra rằng nếu một chuỗi lũy thừa tâm 0z  hội tụ trên 

đa đĩa ( )0 ,P z r  thì đạo hàm theo mọi cấp β  của nó hội tụ trên ( )0 ,P z r . Với 

chú ý này ta có thể thấy rõ một chuỗi lũy thừa là một hàm chỉnh hình trên 

miền mà nó hội tụ.      

Định lí 1.2.7. Cho ( )0−∑ α
αα

a z z hội tụ trong ( )0 , .P z r  Khi đó tổng f 

của chúng là một hàm chỉnh hình trên ( )0 , .P z r  

Chứng minh. Tổng riêng ( )0S a z z α
ν α

α ν≤

= −∑  cũng như các đạo hàm 

của chúng hội tụ đều trong mọi tập con compact của P. Đặc biệt hệ thức 

0
jz Sν∂ = với mọi j, qua giới hạn và trở thành 0∂ =

jz f .                            W 

Bây giờ chúng ta muốn chứng minh tính chất ngược lại “Mọi hàm chỉnh 

hình trên một lân cận nào đó của 0z  là tổng của một chuỗi lũy thừa hội tụ 

trong một đa đĩa ( )0 , ,P z r  mà là chuỗi Taylor của nó tại 0z .”          
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Định lí 1.2.8.  Cho ( )∈ Ωf hol  và 0 ∈Ωz . Khi đó 

( )
( ) ( ) ( )0

0 ,
!

= −∑
α

α

α α
f z

f z z z  

với sự hội tụ chuẩn tắc trên bất kì đa đĩa ( )0 , .P P z r= ⊂Ω   

Chứng minh. Ta chọn 0 0.=z  Ta viết  

 

( ) ( ) 1
1 1 1 1

1

1 1 1
... ...

1 ... 1
+= ⋅ =

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅   
− ⋅ ⋅ −  

   

∑
α

α
ας ς ς ς ς

ς ς
n n n n

n

z
z z zz

        (1.2.6) 

với sự hội tụ chuẩn tắc khi 1<
ς

j

j

z
với mọi j. Đặc biệt sự hội tụ là tuyệt đối 

và đều với z thuộc tập con compact của P và 0∈∂ς P . Do đó, ta thế (1.2.6) 

vào công thức Cauchy và được 

                          

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

1
1 1

11

11

2 ...
...

2 ...

2 ... ,

−

∂

−

+
∂

−

+
∂

= ∧ ∧
− ⋅ ⋅ −

= ∧ ∧

 
= ∧ ∧  

 

∫

∑∫

∑ ∫

α

α
α

α
α

α

ς
π ς ς

ς ς

π ς ς ς
ς

ς
π ς ς

ς

n
n

n nP

n
n

P

n
n

P

f
f z i d d

z z

zi f d d

f
i d d z

 (1.2.7) 

với sự hội tụ chuẩn tắc theo ∈z P . Do đó f là tổng của chuỗi lũy thừa có tâm 

tại 0 0.=z Việc lấy đạo hàm lặp lại của đồng nhất thức của f  với tổng của 

chuỗi và việc tính đạo hàm tại 0z  dẫn đến hệ số trong (1.2.7) là hệ số Taylor 

của hàm f tại 0 0,z =  nghĩa là bằng 
( ) ( )0

.
!

α

α
f

              W 

Việc chứng minh định lý cho ta biểu diễn các hệ số tích phân Fourier là 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )0

11
0

0
2 ... .

!
−

+
∂

= ∧ ∧
−∫

α

α

ς
π ς ς

α ς
n

n
P

f f
i d d

z
          (1.2.8) 

Hệ quả 1.2.9 (Sự thác triển giải tích).  Cho 0Ω ⊂Ω  là tập con mở của 

£ n với 0Ω ≠∅ , Ω  liên thông và cho ( )∈ Ωf hol  thỏa 
0

0
Ω
≡f . Khi đó 

0f ≡  trên khắp .Ω   

Nói cách khác, hai hàm chỉnh hình trên Ω  mà trùng nhau trên một tập 

mở khác rỗng,  phải trùng nhau khắp nơi trên Ω . 

Do f là tổng của chuỗi Taylor của nó nên cũng có thể nói: Nếu ( ) ( )0 0=αf z  

với mọi α  thì 0≡f  trên Ω . 

Chứng minh. Cho 1Ω  là tập con mở lớn nhất của Ω  thỏa 
1

0.
Ω
≡f (lớn 

nhất được hiểu lấy hợp của tất cả các tập con như thế). 1Ω khác rỗng vì nó 

chứa 0.Ω  Ta phải có 1Ω =Ω . Nếu không,  giả sử ς là một điểm trong 1Ω  

sao cho khoảng cách từ điểm này tới ∂Ω  dài hơn khoảng cách từ nó tới 1∂Ω : 

điểm ς như thế phải tồn tại vì tính liên thông của Ω . Bây giờ chuỗi Taylor 

của f tại ς bằng 0 và nó biểu diễn cho hàm f trên mọi đa đĩa chứa trong Ω , 

đặc biệt trong những đa đĩa mà mở rộng dọc theo mặt phẳng mà qua đó ta 

nhận được khoảng cách từ 0z đến 1∂Ω . Nhưng các đa đĩa này nằm ngoài 

1Ω và mang những không điểm của hàm f vượt ra ngoài tập hợp lớn nhất của 

chúng.                                                                                           W 

Định lí 1.2.10 (Các bất đẳng thức Cauchy).  Cho f là hàm chỉnh hình 

trong P và liên tục trên P . Khi đó với mọi α  và với = αrc c  thích hợp, ta có 

                                          ( ) ( )
( )0 0

0
,

! sup ,
∂

≤α
α

α
P z r

f z f
r

              (1.2.9) 
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               ( ) ( ) ( )( )1
00 ,

.≤α
L P z r

f z c f                    (1.2.10) 

Chứng minh. Viết 0= + θς ji
j j jz r e , khi đó (1.2.8) trở thành  

  
( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
( )0 10

10,2
2 ... .

!
− − −+

= ∧ ∧∫
θα

θ α
απ

π θ θ
α n

i
n in

n

f z ref z
i i e d d

r
 

Lấy môđun hai vế, ta có 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]0 0 10,2

! 2 ... ,−≤ + ∧ ∧∫α θ
α π

α π θ θn

n i
nf z f z re d d

r
 (1.2.11) 

kết quả trên cho ra (1.2.9). Bằng việc cho đa bán kính ′r  thay đổi với ràng 

buộc 0 ′≤ ≤r r , nhân cả hai vế của (1.2.11) với 1+′αr  và lấy tích phân theo 

biến ′r  ta có (1.2.10).                                                                                W 

Định lí 1.2.11 (Stjelties –Vitali). Cho { }fν là một dãy bị chặn trong 

( )Ωhol .  Khi đó có một dãy con { }ν k
f hội tụ đều trên mọi tập con compact 

của Ω  về hàm giới hạn ( )∈ Ωf hol .  

Chứng minh. Do định lý 1.2.10, “dãy { }νf  bị chặn” kéo theo “dãy 

{ }∂ νjz f  bị chặn” trên các tập con compact.  Do đó dãy { }νf là liên tục đồng 

bậc và theo định lí Arzela nó hội tụ đến một hàm giới hạn. Bằng cách 

chuyển đổi ∂
jz  với “lim”, giới hạn đó cũng là một hàm chỉnh hình.            W 
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1.3.Chuỗi lũy thừa        

Cho                     
0

+∞

=
∑ α

α
α

a z                         (1.3.1) 

là một chuỗi lũy thừa tâm tại 0. 

Định nghĩa 1.3.1. Ta kí hiệu D là miền hội tụ của chuỗi lũy thừa (1.3.1) 

là tập hợp những điểm mà trong lân cận của nó chuỗi lũy thừa hội tụ chuẩn 

tắc, nghĩa là, hội tụ tuyệt đối và đều. 

Định nghĩa 1.3.2. Ta kí hiệu B là tập bị chặn của chuỗi (1.3.1), đó là 

tập hợp những điểm z sao cho <α
αa z c  với mọi α . 

Định lí 1.3.3.     Ta có 
0

.=D B  

Chứng minh. Hiển nhiên D là mở và chứa trong 
0
B . Ngược lại, nếu 

0

0 ∈z B , khi đó có một điểm ∈w B , số dương 1<jk và một lân cận V của 

0z thỏa ≤j j jz k w với mọi j và .∈z V  Đặt ( )1,..., ,nk k k=  ta có 

                              
( ) 1

1,...,

1 j
j n

a z c k

c k

α α
α

α α

−

=

≤

= −

∑ ∑

∏
            (1.3.2)           

với mọi ∈z V .                         W 

Như vậy, miền hội tụ D của chuỗi lũy thừa cho thấy trước hết hai đặc điểm 

nổi bật sau 

• Nó bất biến dưới phép quay: nếu ∈z D  thì ∈θie z D  với 

mọi [ ]0,2∈θ π n   

• Nếu ∈w D thì với mọi z thỏa ≤j jz w với mọi j, ta có: .z D∈    
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Một tập mở thỏa tính chất thứ nhất được gọi là miền Reinhardt. Một miền 

Reinhardt thỏa tính chất thứ hai được gọi là miền Reinhardt đầy đủ.  

Định nghĩa 1.3.4. Miền A  được gọi là lồi loga nếu 

{ }1n
j jA : log z , j ,...,n, z Aξ ξ∗ = ∈ = = ∈¡ vôùi là tập lồi. 

Định lí 1.3.5. Miền hội tụ D của chuỗi lũy thừa là miền lồi loga.  

Chứng minh. Nhớ rằng 
0

=D B , vì vậy ta cần chứng minh rằng nếu 

                                                   
, <


<

α
α

α
α

a z c

a w c
                                          (1.3.3) 

thì với [ ]0,1 ,∈λ  ta có 

( )1− <λ αλα
αa z w c               (1.3.4) 

Điều này suy ra được từ giả thiết.                       W 

Định lí 1.3.6. Cho Ω  là một miền liên thông Reinhardt chứa 0 và cho 

( ).f hol∈ Ω  Khi đó ta có ( )
( ) ( )0

,
!

=∑
α

α

α α
f

f z z  hội tụ chuẩn tắc trong Ω . 

Chứng minh. Ta kí hiệu Ωε là thành phần liên thông của 0 trong tập 

hợp ( ){ }: , \∈Ω Ω >£ εnz d z z . Các tập Ωε là tăng khi cho 0]ε  và hợp 

của các tập này theo ε  phủ toàn bộ Ω  bởi vì Ω  là liên thông. Ta kí hiệu 1+εP  

là đa đĩa { }ε ε+ = ∈ < +£ n
1 jP t : t 1 , vôùi moïi j = 1,...,n  và định nghĩa 

             ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 1

1 1
1

1

,...,
2 ... .

1 ... 1+

−

∂
= ∧ ∧

− −∫
ε

π n n n
nP

n

f t z t z
g z i dt dt

t t
          (1.3.5) 
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Vì ∈Ωεz  nên ( )1 ;zε+ ∈Ω  vì 0 1+∈∂ εt P và Ω  là Rienhardt nên ∈Ωtz . Do 

đó tích phân được xác định và sinh ra một hàm trơn của z. Bằng cách chuyển 

đổi 
jzδ qua dấu tích phân, ta thấy g là một hàm chỉnh hình. Nói chung khi t 

không thuộc 0 1+∂ εP  và nằm trong 1+εP , khi đó tz không còn chứa trong Ω  

nữa. Tuy nhiên, trường hợp này đúng cho biến nhỏ z vì Ω  chứa một lân cận 

của 0. Với những giá trị này của z, thế =ς tz  và { }1 1:+ += ∈ε ε
zP tz t P  vào trong 

(1.3.5) ta được       

                     ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 1

1
1 1

2 ... .
...+

−

∂
= ∧ ∧

− −∫
ε

ς
π ς ς

ς ςz

n
nP

n n

f
g z i d d

z z
          

Tuy nhiên số hạng ở vế phải là tích phân Cauchy của hàm f tại biến z trên đa 

đĩa 1+ε
zP mà nó là một miền đầy đủ được chứa trong một miền mà f là hàm 

chỉnh hình. Vì thế ( ) ( )=f z g z  với các giá trị của z đó, suy ra ≡f g  trên 

Ωε do sự mở rộng giải tích.  

Ta còn chú ý tới chuỗi lũy thừa 

( ) ( )
1

1

1 ,
1 ... 1

− −=
− − ∑ α

αn

t
t t

 

với sự hội tụ chuẩn tắc đối với 0 1−∈∂ εt P . Nếu ta lấy ∑α
bên ngoài của tích 

phân vế phải trong (1.3.5), ta được =∑ αα
f f , trong đó αf  là hàm giải tích 

xác định bởi: ( ) ( ) ( )
0 1

112 ... .
+

−

+∂
= ∧ ∧∫

ε
α απ n

nP

f tz
f z i dt dt

t
 

Tương tự hàm g trước đây, ta thấy rằng: ( )
( ) ( )0

!
=

α
α

α α
f

f z z  trên Ωε . Khi đó 

f là tổng của những chuỗi lũy thừa.                      W 
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Định lí 1.3.7. Cho Ω  là một miền Reinhardt liên thông chứa điểm 0 và 

Ω% là miền Rienhardt lồi loga đầy đủ nhỏ nhất chứa Ω . Khi đó ta có một sự 

mở rộng ánh xạ     ( ) ( )Ω − − −→ Ω%
môû roäng

hol hol .     

Chứng minh. Vì một hàm chỉnh hình trên một miền Reinhardt chứa 0 

được biểu diễn qua một chuỗi lũy thừa nên hàm có thể mở rộng chỉnh hình 

trên tập hợp các điểm mà chuỗi lũy thừa hội tụ. Những điểm trước tiên được 

bổ sung vào miền Ω  ban đầu là những điểm z sao cho   ≤ ∀j jz w j  với 

∈Ωw  nào đó, sau đó là những điểm z mà có 1 2, ∈Ωw w  sao cho 

1 21λ λ= + −j j jlog z log w ( )log w  với mọi ≤j n , với mọi [0,1]λ∈           W 

Nhận xét   Ω% là tập lớn nhất của mở rộng chỉnh hình, nghĩa là có một 

hàm chỉnh hình mà không thể mở rộng ra khỏi Ω% (chứng minh kết quả này 

có thể xem trong hệ quả 4.5.8  của [4]). Mặt khác hàm này được biểu diễn 

bởi một chuỗi lũy thừa duy nhất. Do đó miền Reinhard lồi loga đầy đủ chính 

là miền hội tụ của chuỗi lũy thừa. 
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Chương 2. Dạng Levi và mở rộng Hartogs 

Nội dung chính của chương là mục 2.2, trình bày dạng Levi của một hàm 

thuộc lớp 2C  trên một miền của n£ . Mục 2.3 đưa ra để vận dụng trong 

chứng minh các định lý về thác triển hàm chỉnh hình, đặc biệt định lý 3.2.2. 

Nhắc lại rằng một hàm h  thuộc lớp 2C  trên miền Ω  trong £  xác định 

bởi ( ) ( ),h z h x y=  với ,z x iy= + ∈Ω  được gọi là hàm điều hòa nếu 

0.∂ ∂ =z z h  

2.1.Hàm điều hòa dưới 

Định nghĩa 2.1.1. Một hàm thực ϕ  trên Ω⊂ £  có giá trị trong 

[ ),−∞ +∞ là điều hòa dưới khi 

i)  ϕ  là nửa liên tục trên, nghĩa là với mọi ( ) ( )
0

0 0, limsup ;
→

≥ϕ ϕ
z z

z z z  

ii)  Với mọi ΩK  và mọi hàm h liên tục trên K và điều hòa trên 
0

,K  

                                        
∂ ∂
≤ϕ

K K
h kéo theo ≤ϕ

K K
h .           (2.1.1) 

Định lí 2.1.2. Cho [ ): ,Ω→ −∞ +∞ϕ là một hàm nửa liên tục trên. Các 

tính chất sau đây là tương đương 

i) ( )∈ Ωϕ SH . 
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ii) Với mọi đĩa 
0z r∆ Ω  và mọi đa thức ( ) ,=P P z   

0 0
Re

z r z r
Pϕ

∂∆ ∂∆
≤  kéo theo 

0 0
Re

z r z r
Pϕ

∆ ∆
≤  

iii) Với mọi 
0z r∆ Ω , ta có 

( ) ( )
0

1
0 2 ,

z r

z r dsϕ π ϕ−

∂∆
≤ ∫   

trong đó ds là phần tử của cung. 

iv) Với mọi 
0z r∆ Ω , ta có 

( ) ( )
0

12
0 2 .

z r

z i r d dϕ π ϕ τ τ
−

∆
≤ − ∧∫∫  

)lociv Với mọi 0z , tồn tại  ( )0 0 ,r d z< ∂Ω  sao cho với mọi 0≤r r ,  tính chất 

iv) đúng. 

Chứng minh.  

          ) )⇒i ii  và ) )⇒ lociv iv  là hiển nhiên, trong khi ) )⇒iii iv  được chứng 

minh trực tiếp qua phép lấy tích phân theo dr. 

 ) ).ii iii⇒  Ta lấy một hàm liên tục ( ) ( )0≥ + θθ ϕ if z re  và xấp xỉ hàm 

f  bởi một hàm đa thức lượng giác thực ( )
+

=−

= ∑ θθ
N

ik
k

k N
g a e với k ka a− =  

                 ( ) ( ) ( ) ( )0 .+ ≤ ≤ ≤ +θϕ θ θ θ εiz re f g f            (2.1.2)  

Ta viết ( ) 0
0

1

2
=

− = +  
 

∑
kN

k
k

z zP z a a
r

, do đó 
0

Re
∂∆

=
z r

g P và vì thế (2.1.2) có 

thể được viết lại như sau 
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0 0
Re

∂∆ ∂∆
≤ϕ

z r z r
P  

Do ii) mà đẳng thức phải đúng trong toàn bộ 
0

∆ z r , đặc biệt tại tâm 0z  cho ta 

kết quả           

     
( ) ( )

( )

0 0

2

0
0

Re

1 ,
2

≤

= = ∫
π

ϕ

θ θ
π

z P z

a g d
                (2.1.3) 

Ở đây đẳng thức cuối cùng được suy ra từ kết quả mọi hàm điều hòa khác 

hằng đều triệt tiêu khi được lấy tích phân trên toàn bộ chu kỳ. Cuối cùng do 

đẳng thức thứ ba của (2.1.2), ta có 

( ) ( )
2 2

0
0 0

1 1 .
2 2

≤ + +∫ ∫
π π

θθ θ θ ε
π π

ig d f z re d           (2.1.4) 

Kết hợp (2.1.3) và (2.1.4), và khi đó lấy cận dưới đúng theo f và ε  ta được 

kết quả iii) 

) ).lociv i⇒  Cho ΩK  và cho h là hàm điều hòa trên 
0
K , liên tục 

trên K và thỏa               
∂ ∂
≤ϕ

K K
h              (2.1.5) 

Giả sử ( )ax= −ϕ
K

M m h , ta lập luận bằng phản chứng và giả thiết 0>M . 

Ta định nghĩa hàm u hϕ= −  và tập hợp ( )1F u M−= : u là nửa liên tục trên 

và F là một tập con compact của 
0
K  do (2.1.5). Cho 0z là một điểm của ∂F . 

Khi đó có một đĩa ( )0 ,∆ z r  nào đó thỏa ( ) ( )0 , \∆ ∩ ≠∅z r K F . Đồng thời, 

ta giả sử rằng r đủ nhỏ để mà )lociv đúng với 0z và r. Khi đó ta được 
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( )

( )
0

212

0 0
.

r

M u z

r tudt d
π

π θ
−

=

≤ ∧∫ ∫
 

Tuy nhiên, giá trị trung bình của vế phải được lấy trên toàn bộ đĩa mà nó có 

một phần mở phía ngoài F, tập hợp M các giá trị cực đại của hàm u. Do đó 

các giá trị trung bình này phải nhỏ hơn M, ta gặp mâu thuẩn.        W 

Ví dụ 2.1.3.  Nếu ϕ  không là nửa liên tục trên, thì trung bình dưới 

không tương đương với trung bình dưới địa phương. Ví dụ hàm ϕ  trên đĩa 

∆  với 0ϕ = khi Re 0≤τ  và 1ϕ = khi Re 0>τ  thỏa tính chất )lociii  và  

)lociv  nhưng không thỏa iii) và iv). Mặt khác, nếu ta áp đặt ϕ  là nửa liên tục 

trên bằng cách gán cho nó giá trị 1 tại Re 0=τ thì nó không thỏa tính chất 

trung bình dưới địa phương. Một cách tổng quát là hàm điều hòa dưới thì 

tính chất trung bình dưới và nửa liên tục trên là đối lập nhau. 

Mệnh đề 2.1.4.  Cho { }νϕ  là hàm điều hòa dưới và bị chặn đều. Khi đó 

lim sup ν
ν

ϕ  là hàm điều hòa dưới nếu nó là nửa liên tục trên. 

Chứng minh. Với mọi z ta có: 

                     ( ) ( )2

0

1lim sup lim sup ,
2

π θ
ν ν

ν ν
ϕ ϕ θ

π
≤ +∫ iz z re d               (2.1.6) 

vì tính chất hàm điều hòa dưới của νϕ  và bổ đề Fatou.         W 

Chú ý 2.1.5.  Nếu lim sup ν
ν

ϕ  không phải là nửa liên tục trên, nhưng nó 

khả tích và còn thỏa (2.1.6) thì nó luôn có tính chất trung bình dưới. 
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Bổ đề 2.1.6.  Nếu { }ν ν
ϕ là một dãy giảm của các hàm điều hòa dưới thì 

inf νν
ϕ ϕ=  cũng là hàm điều hòa dưới. 

Chứng minh. Chú ý với mọi c ta có ( ){ } ( ){ }: :< = <Uν νϕ ϕz z c z z c  

là một tập mở, do đó ϕ  là nửa liên tục trên. Bây giờ nếu 
∂ ∂
≥ϕ

K K
h và 0>ε  

thì ( ) ( ){ }:= ∈∂ ≥ +ν νϕ εK z K z h z  là compact và giảm. Do giới hạn 

khi →+∞ν  là rỗng nên tập νK  phải rỗng khi ν  đủ lớn. Do đó 

≤ +νϕ ε
KK

h với mọi giá trị của ν .            W 

Định lí 2.1.7.  Cho χ  là một hàm số từ ¡  vào ¡  thỏa 0≥
g
χ  và 0≥

gg
χ  

(được mở rộng tại −∞  như sau ( ) ( )lim
→−∞

−∞ =χ χ
t

t ). Giả sử ϕ  là hàm điều 

hòa dưới, khi đó ( )χ ϕ  cũng là hàm điều hòa dưới.  

Chứng minh. Vì χ  lồi nên với mọi 0t  và với c thích hợp, ta có:  

( ) ( ) ( )0 0≤ − −χ χt t c t t             (2.1.7)  

Thay t bởi ( )+ θϕ iz re  vào trong (2.1.7) và lấy tích phân theo θ  ta được 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

1
0 0

0 0

2 2 .−   
≤ + − + −  

   
∫ ∫
π π

θ θχ π χ ϕ θ ϕ θ πi it z re d c z re d t     (2.1.8) 

Bây giờ ta chọn ( ) ( )
2

1
0

0

2 −= +∫
π

θπ ϕ θit z re d  và được 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
1

0

2
1

0

2

2 ,

−

−

 
≤ + 

 

≤ +

∫

∫

π
θ

π
θ

χ ϕ χ π ϕ θ

π χ ϕ θ

i

i

z z re d

z re d
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trong đó bất đẳng đầu tiên sinh ra từ hàm điều hòa dưới ϕ  và thực tế là χ  

tăng và bất đẳng thức thứ hai là từ (2.1.8) qua sự lựa chọn 0t .        W 

Bổ đề 2.1.8.           Nếu  ( ) ,∈ Ωf hol   thì   ( )log .f SH∈ Ω  

Chứng minh. Giả sử K là một tập compact của Ω  và P là một đa thức 

thỏa 

                                         log Re .
∂∂

≤
KK

f P             (2.1.9) 

Ta áp dụng cho cơ số e mũ và được Re =P Pe e , do đó (2.1.9) cho ra kết quả 

1.
∂

≤P
K

f
e

              (2.1.10) 

Do nguyên lý cực đại nên (2.1.10) vẫn còn đúng khi thay ∂K  thành K, và từ 

(2.1.9) và (2.1.10) ta suy ra được 

log Re .≤
KK

f P  

Vì thế log f  là hàm điều hòa dưới do tính chất ii) của định lí 2.1.2.       W 

Định lí 2.1.9. Cho ( )2∈ Ωϕ C , khi đó ϕ  là hàm điều hòa dưới nếu và 

chỉ nếu      0∂ ∂ ≥ϕz z               (2.1.11) 

(Chú ý rằng ∂ ∂z z  sai khác một thừa số không đổi với toán tử Laplace đã 

biết: 2 2 4 .∂ + ∂ = ∂ ∂x y z z ) 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh từ tính chất trung bình dưới kéo 

theo công thức (2.1.11). Ta viết lại tính chất trung bình dưới ở tính chất iii) 

của định lí (2.1.2) như sau 
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( ) ( )
2

0 0
0

0. + − ≥ ∫
π

θϕ ϕ θiz re z d         (2.1.12) 

Nếu ta biểu thị hiệu số biểu thức trong dấu ngoặc của công thức (2.1.12) 

bằng khai triển Taylor đến cấp 2 thì (2.1.12) trở thành 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0
0

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

(

1 2 ) 0
2

π
θ θ

θ θ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ θ

−

−

 ∂ + ∂ + 

 + ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ≥ 

∫ i i
z z

i i
z z z z

z re z re

z r e z r e z r d o r
 

                                                                                                              (2.1.13)

 Bây giờ, số hạng duy nhất còn lại sau khi lấy tích phân là hàm không điều 

hòa, do đó công thức (2.1.13) áp dụng với r đủ nhỏ thì 0.∂ ∂ ≥ϕz z   

Ngược lại, giả sử 0.∂ ∂ ≥ϕz z  Viết cos , sin ,= =θ θx r y r  khi đó: 

2 2 , ar= + =θ yr x y ctg
x

. Theo quy tắc đạo hàm hàm hợp, ta có: 

sinos ,

ossin .

∂ ∂
∂ = ∂ + ∂ = ∂ − ∂

∂ ∂
∂ ∂

∂ = ∂ + ∂ = ∂ − ∂
∂ ∂

θ θ

θ θ

θ θθ

θ θθ

x r r

y r r

r c
x x r
r c
y y r

 

Thế vào ( )2 21
4

∂ ∂ = ∂ + ∂z z x y ta được biểu thức ∂ ∂z z  trong tọa độ ( ),θr là   

   2 2
2

1 1 1 .
4
 ∂ ∂ = ∂ + ∂ + ∂ 
 

θz z r rr r
 

Từ giả thiết ban đầu suy ra được 

( ) ( )
2

2 1 2 2
0

0

0.− −∂ + ∂ + ∂ + ≥∫
π

θ
θ ϕ θi

r rr r z re d             (2.1.14) 
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Chú ý dưới dấu tích phân, số hạng chứa đạo hàm theo θ  triệt tiêu. Ta kí hiệu 

( )M r là giá trị trung bình của ϕ  trên đường tròn tâm 0z , bán kính r, khi đó: 

( ) ( ) ( )
2

1
0

0

2 .−= +∫
π

θπ ϕ θiM r z re d  

Do đó (2.1.14) ghi lại:  ( ) ( ) 0.+ ≥
gg g

r M r M r  

Tuy nhiên số hạng của vế trái biểu thức trên là đạo hàm của ( )
g

r M r . Do đó 

( )
g

r M r là tăng và vì nó bằng 0 tại 0=r  nên suy ra được ( ) 0≥
g

M r  và từ đó 

( )M r  cũng tăng. Nhưng ( ) ( )00 = ϕM z  và vì thế bất đẳng thức 

( ) ( )0 ≤M M r  chính xác là tính chất trung bình dưới.         W 

Chú ý 2.1.10. Khẳng định của định lí 2.1.7 là đúng khi ta cho ϕ  là hàm 

điều hòa dưới thuộc lớp 2.C  Thật vậy: giả sử 0≥
g
χ  và 0≥

gg
χ , ta có:  

( )   0.∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ ≥
gg g

χ ϕ χ ϕ ϕ χ ϕz z z z z z  

Định lí 2.1.11.  Cho { }ν ν
ϕ  là một dãy các hàm điều hòa dưới và bị 

chặn đều trên mọi tập compact của .Ω  Cho ( )lim sup ν
ν

ϕ ≤z l  với mọi 

.∈Ωz  Khi đó với mọi ε và mọi ΩK , tồn tại εν K thỏa 

( )sup
∈

≤ +νϕ ε
z K

z l  với mọi .≥ εν ν K         (2.1.15) 

Chứng minh. Cố định 0 ;∈z K  với ( )0 0 và ,− < < ∂Ω −δ δz z r d z  với 

<<δ r , ta có tính chất trung bình dưới: 
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( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2
12

0 0
212

0 0

,

−

+−

≤ + ∧

≤ + + ∧ +

∫ ∫

∫ ∫

π
θ

ν ν

π δ
θ

ν

ϕ π ϕ θ

π δ ϕ θ δ

r
i

r
i

z r t z te d dt

r t z te d dt O
        (2.1.16) 

ở đây có phần điều chỉnh ( )δO  đối với sai số khi chuyển từ việc lấy tích 

phân trên ( ),B z r  sang lấy tích phân trên ( )0 , +δB z r  là do tính chặn đều 

của νϕ . Theo bổ đề Fatou, nên từ (2.1.16), ta có thể suy ra 

 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )

0

12

,

2

00 0

lim sup sup

lim sup

.

ν
δν

π δ θ
ν

ν

ϕ π δ

ϕ θ δ

δ

−

∈

+

≤ +

× + ∧ +

≤ +

∫ ∫
z B z

r i

z r

t z te d dt O

l O

 

Do lập luận về một phủ hữu hạn đối với K và do tính tùy ý của δ  ta kết luận 

được 

                                            
( )lim sup sup .ν

ν
ϕ

∈
≤

z K
z l                                         W 

Để chuẩn bị cho chứng minh định lý Hartogs ta chứng minh bổ đề sau 

Bổ đề 2.1.12  Cho f là hàm chỉnh hình theo từng biến và bị chặn trên 
tập con compact của Ω .  Khi đó f liên tục và do đó f chỉnh hình trên Ω . 

Chứng minh. Bằng cách lặp lại, ta có thể giả thiết Ω  là một tập con 
của 2£ . Giả  sử 0 ∈Ωz  và 0

1 1
ν →z z , giả sử 2z  tiến gần 0

2z  sao cho khoàng 

cách ( )( )1 2, ,ν ∂Ω >d z z r  và giả sử f  bị chặn đều bởi c trong r-lân cận của 

các điểm này. Đặt ( ) ( )2 1 2: , ,F z f z zν
ν =  theo bất đẳng thức Cauchy ta suy ra: 

     ( )
2 2 .ν∂ ≤z

cF z
r
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Do đó { }ν ν
F liên tục đồng bậc và đặc biệt, nếu ta cho 0

2
ν →z z  thì ta cũng thu 

được kết quả ( ) ( )0 0
1 2 1 2, , .ν ν →f z z f z z              W 

Định lý 2.1.13 (Định lý Hartogs). Giả sử f là một hàm chỉnh hình theo 
từng biến trên miền Ω⊂ £ n . Khi đó f chỉnh hình trên Ω . 

Chứng minh. Giả sử Ω ∆×∆  trong 2£ , ta chứng minh f  là hàm 
chỉnh hình trên .∆×∆  Với một số dương đủ lớn l, ta định nghĩa 

( )
1

2 1 2: sup ,
∈∆

 = ∈∆ ≤ 
 

l
z

E z f z z l . Tính liên tục của hàm ( )1,⋅f z  với 1z  cố 

định kéo theo là nếu 0
2 2
ν →z z  với 2

ν ∈ lz E  thì 0
2 ∈ lz E . Do đó lE  là tập đóng. 

Tính liên tục của hàm ( )2,⋅f z  trên ∆  với 2z  cố định kéo theo là .= ∆U l
l

E  

Do đó áp dụng định lý Baire, ta suy ra lE  có phần trong khác rỗng với l đủ 
lớn. Khi đó ta áp dụng bổ đề 2.1.12 suy ra được f  là hàm chỉnh hình trên 

0
∆× lE . Tương tự  ta xét lE  trên mọi tập con mở của ∆ , khi đó f là hàm 
chỉnh hình trên ∆×B  với B là một tập con mở trù mật trong ∆ . Tập này 
chứa một dải nằm ngang tùy ý đóng 2 0.z =  Trong bước này ta có thể không 
quan tâm tới f là hàm chỉnh hình từng biến theo 1z , trong khi đó vẫn giữ giả 
thiết f là chỉnh hình từng biến đối với 2z ∈∆  và chứng minh f  chỉnh hình 
trên ∆×∆ . Hơn nữa, phát biểu định lý này, không mất tính tổng quát, ta giả 
thiết rằng dải có tâm tại 0, tức là dạng ε∆ ×∆ .  Như vậy định lý 2.1.13 là hệ 
quả của định lý sau.                    

Định lý 2.1.14 Cho f là hàm chỉnh hình trên ε∆ ×∆ và chỉnh hình từng 
biến theo 2z ∈∆  khi 1z được cố định trên .∆  Khi đó ( )f hol∈ ∆×∆ . 

Chứng minh. Do ta cần chứng minh f là hàm chỉnh hình trên mỗi đa 
đĩa compact tương đối nên ta có thể giả thiết f là hàm chỉnh hình trên một 
dải lớn hơn ε∆ ×∆  một ít.  Khi đó ta xét chuỗi Taylor của hàm f  đối với 

2z tại 2 0 :z =     

    2
2!

z z
ν

ν

ν ν
∂

∑                                                    (2.1.17)      
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Chuỗi (2.1.17) hội tụ chuẩn tắc theo ( )1 2,z z ε∈∆×∆ , tức là, hội tụ tuyệt đối 
đều trên tập con compact của ε∆ ×∆ . Khi đó ta viết: 

     ( )
( )

2

1

1
1

,0
.

!
z f z

z
ν ν

νϕ ν

 ∂
 =
 
 

 

Họ các hàm { }ν ν
ϕ

∈¥
 là hàm điều hòa dưới và theo bất đẳng thức Cauchy 

thỏa:  

 
1

1limsupsup .
z

ν
ν

ϕ ε −

∈∆
≤  

Với giả thiết f chỉnh hình theo 2z ,  với mọi 1z cố định, ta có  

          ( )1limsup 1.zν
ν

ϕ ≤  

Nhưng khi đó, theo định lý 2.1.11 ta có  

     limsup sup 1.ν
ν

ϕ
∆

≤  

Do đó theo định lý Hadamard, chuỗi lũy thừa (2.1.17)  hội tụ chuẩn tắc theo 
( )1 2,z z ∈∆×∆  và do đó tổng của chúng là một hàm chỉnh hình trên ∆×∆ .                                   

W 

Như vậy định lý 2.1.14 đã được chứng minh, do đó định lý 2.1.13 cũng được 
chứng minh.                                   W 

2.2.Dạng Levi 

Định nghĩa 2.2.1. Cho r là một hàm thực thuộc lớp 2C  trong một miền 

của £ n , ta định nghĩa dạng Levi của hàm r tại điểm 0z  như là dạng Hecmit: 

( )0
ij

.= ∂ ∂ ⊗∑ i jr z z i jL z rdz dz            (2.2.1) 
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Định lí 2.2.2. Dạng Levi (2.2.1) thì bất biến qua phép biến đổi chỉnh 

hình các tọa độ: Nếu ( )=%az z F z  là một vi phôi chỉnh hình và nếu %r  là r 

trong hệ mới (tức là ∗ =%F r r ) thì:     

∗ =%r rF L L                    (2.2.2) 

(ở đây ∗F  kí hiệu cái kéo lại của F) 

Chứng minh. Ta cần phải chứng minh  

( ) ( ), ,′ ′ =%r rL F u F v L u v  với mọi ( ), ∈ ×£ £n nu v           (2.2.3) 

Bây giờ, các hệ số trong đẳng thức = %or r FL L  được tính theo quy tắc hàm hợp 

Đầu tiên, viết ( )%z z  thay cho ( )F z , ta được 

( ) . ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂  
∑ ∑% % % %% % %% %o

h k h i k kiz z z z z i z iz
i i

r F r z r z  

Nhưng tổng đầu tiên triệt tiêu vì 0∂ =%%
kz iz . Tương tự ta có 

( )
.

∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂

+ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂

∑ ∑

∑ ∑

%% %

% %

% %% % %

% %% % %

h k j h ki i

h k i h kj i

z z i z z j z iz z
i ji

z j z i z z z iz z
ji ji

r z r z z

r z z r z
 

Mặt khác, những tổng ở dòng thứ hai bị triệt tiêu. Viết ( )F z  thay cho ( )%z z , 

ta có được đồng nhất cho các ma trận  

                            ( ) ( ) ,= ⋅ ⋅%

t

r rL J F L J F     với ( )J F  là jacobi của F                                

Biểu thức trên là cách viết khác của (2.2.3).           W 
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Dạng Levi được gọi là “ma trận phức Hess” của r. Ma trận Hess toàn 

phương, số hạng bậc hai trong khai triển của r, viết trong tọa độ 

( ), ∈ ×£ £n nz z là 

    ij ij ij

1 1 .
2 2i j i j i jz z i j z z i j z z i jhess r rdz dz rdz dz rdz dz= ∂ ∂ ⊗ + ∂ ∂ ⊗ + ∂ ∂ ⊗∑ ∑ ∑  

Tổng của hai số hạng đầu của vế phải là đa thức điều hòa được gọi là “đa 

thức Levi”. Ta kí hiệu 
ij

Re ;= ∂ ∂ ⊗∑ i jr z z i jLP rdz dz  như vậy .= +r rr LP L  

Mệnh đề 2.2.3. Ta có 

( ) ( ) ( )1, , , .
2rL u u hess r u u hess r iu iu= +    

Chứng minh. Ta có 

( ) ( ), , ,= −r rLP iu iu LP u u              (2.2.4) 

( ) ( ), , .=r rL iu iu L u u                        (2.2.5) 

Từ đó suy ra được 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

, ,

, , , ,

2 , .

r r r r

r

hess r u u hess r iu iu

LP iu iu LP u u L iu iu L u u

L u u

+

= + + +

= W

                   

Cho M n⊂ £  là một siêu mặt. Ta giả sử M được xác định địa phương bởi 

phương trình 0r =  với 0r∂ ≠ . Ta kí hiệu T M£ là phân thớ tiếp xúc phức 

của M xác định bởi .TM iTMI  Với z M∈  thớ zT M£  là không gian trực giao 

với ( )r z∂  qua tích Hecmit ký hiệu ( )r z ⊥∂  
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Định nghĩa 2.2.4. Dạng Levi của siêu mặt M tại điểm ∈z M được định 

nghĩa bởi  ( ) ( ) ,
z

M r T M
L z L z= £    

trong đó zT M£  là không gian tiếp xúc của M tại .z M∈  

Định lí 2.2.5 (Tọa độ chuẩn tắc đối với siêu mặt). Cho M là một siêu 

mặt của £ n và 0z  là một điểm của M. Khi đó, qua một phép biến đổi chỉnh 

hình (phép biến đổi bậc hai) và với kí hiệu ( )1,z z z′=  , về địa phương tại 

0 0=z  ta có thể viết phương trình của M có dạng 

( )
1 12 2 2

1 1
2 2

, .
s s s

j j
j j s

y z z o x z
+ + −

+

+ + +

= = +

 
′= − + +  

 
∑ ∑

                 
(2.2.6)  

trong đó + −s ,s  lần lượt là số các giá trị riêng dương và âm của ML .  

Chứng minh. Bằng một sự biến đổi tuyến tính về tọa độ, ta có thể giả 

thiết rằng 0 0=z  và tại đó phương trình 0=r  của M thỏa ( ) 12 Re 0∂ =r dy . 

Do đó M là đồ thị địa phương của: ( )1 1, ,′ ′=y f z z x  với ( )0 0.∂ =f  

Do đó 2=f O  và vì vậy ta có thể phân tích: 

( ) ( )( ) ( )2 2
1 1 1, , , ,′ ′ ′ ′ ′= + + +f Q z z L z z x Cx o x z   

trong đó Q là bậc hai, L tuyến tính, C là hằng số và tất cả đều thực. Ta có thể 

viết một cách rõ ràng 

ij ij ij
ij ij ij

2′ ′ ′ ′ ′ ′= + +∑ ∑ ∑i j i j i jQ a z z a z z b z z  

(với ij=jib b ) và  .′ ′= +∑ i i i i
i

L c z c z  
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Bây giờ ta thực hiện phép biến đổi tọa độ bậc hai như sau 

( )2
1 1 1 12 ,

.

 − +

′ ′

∑a

a
i ii

z z i c z z Cz

z z
 

Từ định lí hàm ẩn phương trình của M trở thành 

( ) ( )2
1 1, , .′ ′ ′= +y Q z z o x z  

Bây giờ muốn khử đa thức Levi trong Q, ta thực hiện phép biến đổi bậc hai 

{ 1 1 ijij
2 ,′ ′− ∑a i jz z i a z z   

và phương trình viết lại: ( )2
1 ij 1

ij

2 , .′ ′ ′= +∑ i jy b z z o x z  

Để kết thúc phần chứng minh này, ta thực hiện phép biến đổi trực giao các 

tọa độ bên trong mặt phẳng 1
0

−£ ;n T M  theo các biến ′z  chéo hóa được ma 

trận Levi ( )ij ij
= Mb L và qua phép giãn tạo thành các giá trị riêng unita. Điều 

này đưa đến dạng chuẩn tắc (2.2.6) trong phát biểu của định lí.        W 

Ví dụ 2.2.6. Cho Ω  được xác định bởi 2 2
1 2 22 ...< − + +y x y  trong đó 

những dấu …..kí hiệu cho các số hạng có bậc lớn hơn hoặc bằng 3 trong 

2 2,z z ; ta cũng viết được bất đẳng thức trong định nghĩa Ω  là 0.<r Vì thế, 

với cấu trúc thực của mặt phẳng 2 2,x y , tập = ∂ΩM  không lồi mà cũng 

không lõm. Nhưng nó thì lồi hơn là lõm và do đó nó lồi theo nghĩa phức. 

Thực vậy nếu ( )2 0,1,0...=e thì:  
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( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1, , ,
2
1 0.
2

ML e e hess r e e hess r ie ie= +  

= >
    

Vì thế 2e  là một véc ơ riêng dương đối với dạng Levi. Theo như dạng chuẩn 

đã chứng minh trong định lí 2.2.5 phải có một phép biến đổi tọa độ 

( )=% %z z z mà qua phép biến đổi đó bất đẳng thức định nghĩa miền xác định 

thay đổi thành 

2
1 2 ...< − +% %y z              (2.2.7) 

Để đạt mục đích này ta chỉ cần xét phép biến đổi: 

2
1 1 2

2
2

3 ,
2

,
2

 = +

 =


%

%

z z i z

zz
 

và bất đẳng thức ban đầu biến đổi thành (2.2.7). 

Chú ý 2.2.7. Tính chính quy 2C  của = ∂ΩM  tại một điểm 0z nào đó 

dẫn đến tính chất của Ω  chứa một quả cầu tiếp xúc với M tại điểm 0z  từ 

phần trong của Ω . Bán kính của nó là bán kính có độ cong nhỏ nhất theo các 

hướng khác nhau. Mặt khác, tính dương ngặt của dạng Levi ( )0 0>ML z  qua 

phép biến đổi chỉnh hình tọa độ tương đương với điều là Ω  được chứa trong 

một lân cận của 0 0=z  trong tập hợp được xác định bởi: 

 
( )

2 2 2
1 1

2 2
1 .

2

′< − − +

′< − +

ε
ε

y z x o

z x
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Vì vậy, bây giờ Ω  được chứa trong một quả cầu (tâm 2
−
ε

i  và bán kính 2
ε

).  

Xét Ω  là miền trong ,n U£ là miền trong 1,n− ∆£  là một đĩa trong £  và                                                                                                 

               ( )
:

w w
U

z
Φ ∆× → Ω

= Φa
 

là một ánh xạ 1 – 1 sao cho với mỗi đĩa ∆ ta định nghĩa  ( )w wA ′ ′= Φ ∆ với 

( ) ( )w , w .′ ′Φ ⋅ = Φ ⋅  

Ta cũng có thể giả thiết rằng Φ  mở rộng như một vi phôi chỉnh hình tại một 

lân cận của ∂∆  và đặt ( )w w′ ′∂ = Φ ∂∆A . Với một tập mở 0Ω ⊂Ω , giả sử 

0

0 .
A vôùi moïi U

A vôùi trong taäp môû U U
′

′

′∂ Ω ∈


′ ′Ω ⊂




w

w

w
w

             (2.2.8) 

Trong trường hợp này, ta gặp một trong số các hiện tượng sơ cấp nhất của sự 

mở rộng chỉnh hình mà về cơ bản nó là hệ quả của công thức Cauchy: 

                               ( ) ( )
ex

0Ω − − − > Ω
t

hol hol . 

 

Định lí 2.2.8 (Định lí Hartogs mở rộng). Cho Ω  là một miền với biên 

thuộc lớp 2C , 0 ∈ = ∂Ωz M  và giả sử rằng ML có ít nhất một giá trị riêng 

âm. Khi đó, với mọi lân cận B của 0z có một lân cận ′ ⊂B B thỏa: 

   ( ) ( )( )
ex

.′Ω∩ − − − > Ω∩ ∪
t

hol B hol B B  

Chứng minh. Từ giả thiết về dạng Levi, ta có thể giả sử Ω  chứa trong 

một lân cận của 0z , tập ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1,..., , ,...,− −< − −n n n ny z Q z z o x z z , trong đó 

Q kí hiệu cho số hạng bậc hai theo 2 1,..., .−nz z  Ta xét số hạng bậc hai này và 

2o như một sai số ( )2, ,...=ε ε nx z  và định nghĩa 
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{ }1 : 1−′= ∈ < −£ εn
nU z y  và { }:′ ′= < −εnU z y . Bây giờ, họ của các đĩa 

thẳng mà trong đó 1z  được sắp xếp có thứ tự trên ∆ và ′z được cố định trong 

U thỏa: zA ′∂ Ω  với ,z U A′∈ Ω với .z U′ ′∈  

Mặt khác, rõ ràng là họ { }′zA phủ một lân cận ′B của 0 0.=z Khi đó kết luận 

là một hệ quả của tiêu chuẩn mở rộng kèm theo đã được chứng minh.       W 

2.3.Trung bình trên loga của bán kính Taylor của các hàm chỉnh hình 

Định nghĩa 2.3.1. Ta nói một hàm thực nửa liên tục trên ϕ  trong 

Ω⊂ £ n là đa điều hòa dưới khi thu hẹp nó trên mọi đĩa ( )= Φ ∆ ⊂ΩA là 

hàm điều hòa dưới.  

Ta cũng định nghĩa ϕ  là đa điều hòa trên khi −ϕ  là đa điều hòa dưới. Khi ϕ  

thuộc lớp 2C thì tính đa điều hòa dưới được đặc trưng bởi biểu thức 

0∂ ∂ ≥ϕ
i jz z với mọi i, j. Do đó tính điều hòa dưới dọc theo đĩa thẳng 

0w w,+aτ τ  thật ra chỉ là các tia tọa độ với ( )w ...0,1,0... .=  Tuy nhiên 

điều này luôn luôn đúng không chỉ với các hàm thuộc lớp 2.C  

Mệnh đề 2.3.2. Cho ≠ −∞ϕ  là hàm nửa liên tục trên và điều hòa dưới 

dọc theo mỗi tia Decac. Khi đó có một dãy hàm đa điều hòa dưới 

{ }ν ν
ϕ thuộc lớp ∞C trên ( ) 1: , Ω = ∈Ω ∂Ω > 

 
ν ν

z d z  thỏa ]νϕ ϕ . Đặc 

biệt ϕ  là hàm đa điều hòa dưới.  

Chứng minh.Ta lấy hàm ∞∈χ cC của 1 ,..., nz z có giá chứa trong 1,<z  

thỏa 0≥χ  và 
( )

1,
2
∧

=
−∫
ς ςχ n

d d
i

 đặt 
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( ) ( )
( )...

.
2∆× ×∆

∧ = − 
  −∫ν

ς ς ςϕ ϕ χ ς
ν n

d dz z
i

 

Rõ ràng là mỗi νϕ  thuộc lớp ∞C trong Ων . Bây giờ ta chứng minh rằng νϕ  là 

đa điều hòa dưới. Vì nó là trơn nên ta chỉ cần kiểm tra tính chất này dọc theo 

mỗi mặt phẳng phức Decac. Bằng cách lấy tích phân lặp lại ta chỉ cần chứng 

minh điều này trong trường hợp 1-chiều đối với việc lấy tích phân theo một 

biến đơn ∈∆ς . Ta có điều này vì 

( )

( )

( ) ( )

2

00

2

00

0 0

1 w
2

1 w
2 2

w w .
2

∆

∆

+

∧  = + −   −  
∧ ≥ − =  − 

∫

∫∫ ∫

∫∫

π θ
ν

π θ

ν

ϕ θ
π

ς ς ςϕ θ χ ς
π ν

ς ς ςϕ χ ς ϕ
ν

i

i

r e d

d dr e d
i

d d
i

 

Ta trở lại trường hợp n-chiều. Do νϕ  là đa điều hòa dưới nên khi đó ( )1ν
ε

ϕ
 

giảm khi 0]ε  (bằng việc lặp lại trung bình dưới 2-chiều trên ε -đĩa). Cho 

→∞ν , chính 1
ε

ϕ
  

giảm: viết ν  vào vị trí 1
ε

, ta kết luận .]νϕ ϕ  Cuối cùng 

ta chỉ ra rằng ϕ  là đa điều hòa dưới. Nó là nửa liên tục trên với lý do tương 

tự như trong trường hợp một biến (xem chứng minh trong bổ đề 2.1.6). Hơn 

nữa, qua phép hợp thành với tham số hóa của một đĩa ( ) ,= Φ ∆A ta có: 

.Φ Φo ] oνϕ ϕ    

Do mỗi Φoνϕ  là điều hòa dưới nên khi đó qua giới hạn đơn điệu Φoϕ  là 

điều hòa dưới do bổ đề 2.1.6.             W 
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Cho Ω  là một tập mở, u  là một vectơ đơn vị trong £ n , f là một hàm chỉnh 

hình trong Ω . Ta xét đến hàm 

( ) ( )
11

limsup ,
!

uu
f

f z
r z z

ν ν

ν ν

−
 

∂ = ∈Ω  
 

                      (2.3.1)    

Hàm ( )u
fr z  biểu diễn cho bán kính của đĩa lớn nhất theo phương u mà trên 

đó chuỗi Taylor của hàm f tại điểm z là hội tụ từng biến  và do đó f là chỉnh 
hình từng biến. Khi ta đơn trị hóa trên 2 1nu S −∈  mặt cầu (2n – 1) chiều, ta có 

mệnh đề sau: 

Mệnh đề 2.3.3.  Cho f  là hàm chỉnh hình trên lân cận của z. Khi đó: 

                  
( ) ( )( ){ }2 1

inf sup : , ,
n

u n
fu S

r z r f hol z r
−∈

= ∈           (2.3.2) 

trong đó ( ),n z r  là quả cầu n chiều, có tâm z và bán kính r. 

Chứng minh. Chiều ≥" "  rõ ràng suy từ bất đẳng thức Cauchy. Chiều 
ngược lại, giả sử ( )u

fr r z<  với mọi u. Khi đó f là chỉnh hình từng biến dọc 

theo nửa đường thẳng rz u+ ∆ và hơn nữa f còn là chỉnh hình trên một lân 

cận của z. Do đó theo định lí 2.1.14 thì f là hàm chỉnh hình trên ( ),n z r .  W 

      Với z∈Ω  và với { }B là một hệ các lân cận của z trong mặt phẳng (n – 1) 

chiều trực giao với u, xét u
fr
∨

 được xác định bởi công thức sau: 

( )supinfu u
f fz B

r r z
∨

′∈
′=

B
     

Ta gọi ( )u
fr z
∨

 là bán kính Taylor của f  theo phương u trong lân cận của z.  

Mệnh đề 2.3.4    Ta có 

( )u
fr z
∨

′ˆ { }= ∆ ×rsup r : f laø chænh hình treân u B vôùi B thích hôïp .         

(2.3.3) 
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Chứng minh. Bất đẳng thức " "≥ sinh ra từ bất đẳng thức Cauchy. Còn 

chiều ngược lại " "≤ , ta giả thiết rằng phương của u là phương của trục 1z và 

kí hiệu z′  là các biến còn lại. Trong mọi đa đĩa có tâm 0ξ  và chứa trong Ω , f 

là tổng của một chuỗi lũy thừa kép theo 1 1−ξz  và ′ ′−ξz  mà ta có thể sắp 

xếp lại như sau: 

( ) ( )1 1 .
!

u

v

f z
z

ν
νξ

ν
′∂

−∑             (2.3.4) 

Giả sử ( )0
u
fr r ξ<  và vì thế ( )

11

limsup
!

u

v

f z
r

ν ν

ν

−
 

′∂ <   
 

với mọi 0′ ′∈ +ξz B  đối 

với lân cận B nào đó của 0.  Điều này suy ra 

( )
1

1suplimsup .
!

u

z B v

f z
r

ν ν

ν
−

′∈

′∂
≤            (2.3.5) 

Do đó nếu ta áp dụng định lí 2.1.11 ta có thể đổi chỗ “sup” và “lim sup” 

trong (2.3.5); đặc biệt chuỗi lũy thừa (2.3.4) hội tụ chuẩn tắc theo 

1 1 ,− ∈∆ξ rz  hội tụ đều theo 0′ ′∈ +ξz B  và vì vậy nó xác định một hàm chỉnh 

hình trên ru B∆ ×  mà tập này trùng với hàm f. Do đó r thuộc tập hợp trong 

vế phải (2.3.3), tức là mệnh đề 2.3.4 đã được chứng minh.                           W 

Cho z∈Ω  và 0z ∈∂Ω  là cặp điểm sao cho 0z z−  là chuẩn tắc với ∂Ω  tại 0z . 

Ta viết 0

0

z zu
z z
−

=
−

và ( ) 0d z z z= − , do đó ( )d z là khoảng cách từ z đến 

∂Ω . Với một hàm f chỉnh hình trong Ω  ta có: 

Nếu ( )u
fr z
∨

 thì f có thể mở rộng chỉnh hình qua ∂Ω  tại oz  
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Định lí 2.3.5  Hàm log u
fr  có các tính chất trung bình trên dọc theo mọi 

đĩa 

Chứng minh. Đặt 1 log .
!

u f
v

ν

νϕ ν
∂

=  Vì  

          ( )log limsup limsup log , − ⋅ = − ⋅ 
 ν ν

 

nên   

          

11

log log limsup
!

limsup .

u u
fr

ν ν

ν

ν
ν

ν

ϕ

−
 

∂ =   
 

= −

 

ở đây 

( 2.1.8)
( ).

ν

ν

ϕ
ϕ




laø ña ñieàu hoøa döôùi do boå ñeà
laø bò chaën ñeàu do baát ñaúng thöùc Cauchy

 

Thu hẹp ′
νϕ s  trên đĩa A, nghĩa là thực hiện phép hợp thành Φoνϕ  với tham 

số hóa Φ . Từ chú ý 2.1.5, ta có 

 log limsupu
fr ν

ν
ϕΦ = − Φo o  có các tính chất trung bình trên.       W 
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Chương 3. Miền chỉnh hình và miền giả lồi 

 

Mục 3.1 của chương  giới thiệu các khái niệm về miền chỉnh hình, miền giả 

lồi. Mục 3.2 trình bày đặc trưng của miền giả lồi qua hàm vét kiệt đa điều 

hòa dưới và mối liên hệ giữa miền giả lồi và miền chỉnh hình.   
 

3.1.Miền chỉnh hình 

Ta nói một hàm ( )∈ Ωf hol  không mở rộng qua ∂Ω  tại ( )0 ∈∂ Ωz  khi với 

mọi lân cận 
0zB của 0z  không tồn tại hàm ( )0

∈%
zf hol B mà hạn chế của nó 

trên một thành phần liên thông mở nào đó của 
0

.ΩIzB  bằng  f  . Khi đó ta 

còn nói f không có mở rộng %f tại 0.z  
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Định nghĩa 3.1.1. Một miền Ω⊂ £ n  được gọi là miền chỉnh hình nếu 

với mọi điểm biên 0 ∈∂Ωz  mà tại đó tồn tại ( )
0
∈ Ωzf hol  không mở rộng 

vượt qua ∂Ω  tại 0z . 

Mọi miền Ω  của £  đều là miền chỉnh hình (có 
0

0

1
=

−zf
z z

 như là các hàm 

tới hạn tại các điểm khác nhau 0 ∈∂Ωz ). 

Định nghĩa 3.1.2. Nếu K Ω  thì ta định nghĩa Ω  - bao chỉnh hình  

của K là µ ( ): sup  f ( ) .
K

K z f z f holΩ
 = ∈Ω ≤ ∀ ∈ Ω 
 

 

Nếu 1 2Ω ⊂Ω thì µ µ
1 2Ω Ω⊂K K , bất chấp việc lựa chọn Ω  như thế nào cũng dẽ 

dàng kiểm tra được trong mọi trường hợp tập hợp µΩK  luôn chứa trong bao 

lồi mà ta kí hiệu là µK . Thật vậy, cho K chứa trong 
0 , ,ζzH  nửa không gian 

chứa 0z với pháp tuyến :ζ   { }0: Re , 0 .⊂ − ≤ζK z z z   

Ở đây ,⋅ ⋅  là tích hecmit trong £ n được định nghĩa bởi , .=∑ζ ζj jj
z z  

Bổ đề 3.1.3.  

inf inf .u u
f fK K

r r
∧
Ω

=              (3.1.1) 

Chứng minh. Chiều “≥” là hiển nhiên. Chiều ngược lại “≤”, giả sử 

inf .u
fK

r r<  Khi đó ta có  

( )w !u f rν νν −∂ ≤ với mọi w∈K  và 0.≥ν ν                       (3.1.2) 

Từ định nghĩa của µΩK  và vì ( )u f holν∂ ∈ Ω , ta có đẳng thức (3.1.2)  đúng 

với mọi µw Ω∈K . Điều này kéo theo inf .u
fK

r r
Ω

<                                              W 

Bổ đề 3.1.4.  Cho Ω  là một miền chỉnh hình. Khi đó 
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      ( )
( )

( )
2 1,

, inf ,
n

u
fu S f hol

d z r z
−∈ ∈ Ω

∂Ω =    

trong đó 2 1nS − là mặt cầu 2n – 1 chiều thực trong n£ . 

Chứng minh. Chiều “≤” suy ra từ bất đẳng thức Cauchy. Ngược lại, Ω  

là một miền chỉnh hình, nếu ( ),> ∂Ωr d z  thì phải tồn tại ( )∈ Ωf hol sao cho 

( )( ),nf hol z r∉   ( ( ),n z r  là quả cầu tâm z bán kính r trong n£ ). Do 

mệnh đề 2.3.3 nên phải tồn tại u sao cho ( ) .u
fr z r<                     W 

Tập µΩK  thì luôn đóng trong Ω  nhưng không nhất thiết compact trong Ω . 

Tuy nhiên, điều này xảy ra khi Ω  là miền chỉnh hình. Chính xác hơn, nếu kí 

hiệu d là khoảng cách ơclit thì ta có định lí sau: 

Định lí 3.1.5. Cho Ω  là một miền chỉnh hình và ΩK   là một tập con 

compact. Khi đó   

    ( ) µ( ), , .Ω∂Ω = ∂Ωd K d K  

Chứng minh. Áp dụng bổ đề 3.1.3.và 3.1.4 ta có: 

                             

( ) ( )
( )

µ ( )
µ( )

,

,

, inf ,

inf inf

inf inf

, .
Ω

∈

∈

∈

Ω

∂Ω = ∂Ω

=

=

= ∂Ω

z K
v
fz K v f

v
fv fz K

d K d z

r z

r z

d K
          

    

                                                                         W 

Định nghĩa 3.1.6. Một miền Ω  được gọi là lồi chỉnh hình nếu với mọi 

tập K compact trong Ω  thì tập µΩK  cũng compact trong .Ω  
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Đặc biệt, định lý 3.1.5 nói rằng “một miền chỉnh hình là lồi chỉnh hình”.  

Hơn nữa, do µ µK KΩ ⊂   dẫn đến một miền lồi là lồi chỉnh hình. Tính lồi chỉnh 

hình ổn định qua phép giao.  

Mệnh đề 3.1.7. Nếu Ω j là các miền lồi chỉnh hình với mọi j thì giao 

Ω = ΩI j j cũng là lồi chỉnh hình.  

Chứng minh. Ta có 

   
µ( ) µ( )

( )
, ,

, ,

Ω Ω∂Ω ≥ ∂Ω

= ∂Ω

jj j

j

d K d K

d K
                       (3.1.3)         

trong đó bất đẳng thức đầu tiên sinh ra từ bao hàm thức µ µ
Ω Ω⊃jK K  và đẳng 

thức thứ hai là một hệ quả của định lí 3.1.5. Nếu ta lấy “ inf
j

” trong (3.1.3) 

thì ta kết luận   µ( ) ( ), , .Ω ∂Ω = ∂Ωd K d K                                           

(3.1.4) 

                                                                                                                        W      

Định lí 3.1.8. Các tính chất sau là tương đương 

i) Ω  là miền lồi chỉnh hình 

ii) Ω  là một miền chỉnh hình 

iii) Tồn tại ( )∈ Ωf hol  mà nó không mở rộng chỉnh hình tới một tập 

bất kì lớn hơn .Ω ⊃Ω  

Chứng minh. iii) ⇒  ii) là rõ ràng và ii) ⇒  i) đã được chứng minh 

trong định lý 3.1.5. Bây giờ ta chứng minh là i) ⇒  iii). Thật vậy, cho P là 

một đa đĩa với tâm 0 và kí hiệu zP với ∈Ωz  là đa đĩa “dạng P” lớn nhất tâm 

z và chứa trong .Ω Do đó, = +zP z rPvới 0>r thích hợp và zP cắt ∂Ω tại một 



Trang 44 
 

 

điểm nào đó. Cho ⊂ΩT  là trù mật đếm được: ta muốn xây dựng hàm 

( )∈ Ωf hol mà nó không thể thác triển đến một lân cận của zP với mọi 

.∈z T  Cho 1 2, ,...z z  là một dãy trong T mà mỗi số hạng được lặp lại trong T 

vô hạn lần và 1 2...K K là một dãy các tập compact của Ω  sao cho mọi tập 

con compact của Ω  đều thuộc một trong các jK . Do ¶ Ω ΩjK  nên tồn tại 

∈ζ
jj zP sao cho ¶

Ω∉ζ j
j K . Đặc biệt, tồn tại các hàm ( )∈ Ωjf hol sao cho 

( )sup .< ζ
j

j j j
K

f f  Bằng việc thay thế jf bởi các lũy thừa của nó, ta có thể 

giả sử 

                                   ( ) 1, sup 2 .
j

j
j j j

K
f fζ −= <   

Ta cũng có thể giả sử là ( ) 1j jf ζ ≠  trong mọi thành phần của .Ω  Định nghĩa 

( )
1

1
+∞

=

= −∏
j

j
j

f f là tích hội tụ đều trên mỗi lK do 2− < +∞∑ jj  và xác định 

một hàm chỉnh hình f trên .Ω Hàm này có một không điểm cấp j tại .ζ j  Vì 

thế nó không có mở rộng tới một lân cận của các zP với ∈z T bởi vì nếu như 

thế nó sẽ có một không điểm cấp vô hạn và vì vậy nó đồng nhất 0 trong một 

thành phần của .Ω  Không điểm cấp vô hạn là giới hạn của dãy con bất kỳ 

của ξ jk  nếu jkz là dãy mà z được lặp lại vô hạn lần. Các giới hạn này là trù 

mật trong ∂Ω  vì T trù mật.             W 

Chú ý 3.1.9. Mệnh đề 3.1.7 kết hợp với định lí 3.1.8 đảm bảo rằng phần 

trong của giao của các miền chỉnh hình là một miền chỉnh hình. Đặc biệt, 

nếu Ω  là một miền chỉnh hình thì với mọi điểm biên 0z tồn tại một hệ các lân 

cận { }B sao cho ΩIB  là một miền chỉnh hình.  
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Ví dụ 3.1.10. Cho Ω  là một “khối đa diện chỉnh hình” có dạng 

{ }: 1Ω = <jz f  đối với một họ các hàm chỉnh hình 

( ) ,n
jf hol∈ £ 1,..., ;j n=  khi đó Ω  là một miền chỉnh hình. Thật vậy, cho 

,K Ω ta phải có 1≤ −εj K
f  với mọi j và ε  thích hợp. Bất đẳng thức này 

vẫn đúng trong µ nK £  nên  µ nK £  compact trong .Ω  Do đó µ
ΩK  cũng compact 

bởi vì µ µ .Ω ⊂ £ nK K   

Ví dụ trên được khái quát lên sau đây 

Mệnh đề 3.1.11. Cho Ω  và ′Ω  là các miền chỉnh hình và :Ω→ £ nF  

là một ánh xạ chỉnh hình. Khi đó: ( )1− ′ΩF là một miền chỉnh hình. 

Chứng minh. Với ( )1− ′ΩK F , ta có: 

    µ ( ) ¶( )1 1 ,− −
′ ′Ω Ω⊂FK F FK              (3.1.5) 

vì ( )( ) ( )( )1∗ −′ ′Ω ⊂ ΩF hol hol F . Bây giờ, ¶ ′ΩFK là compact trong ′Ω , do đó 

đóng trong £ n và vì vậy ¶( )1−
′ΩF FK là đóng trong .Ω  Kết hợp với (3.1.5) 

suy ra được µ ( )1− ′ΩFK  là đóng trong ( )1− ′ΩF , và do đó đóng trong .Ω  Mặt 

khác, do  

µ ( ) µ1 ,FK K− ′Ω Ω⊂ Ω   

nên ta kết luận được µ ( ) ( )1 1 .FK F− −
′Ω ′Ω             W 

Chú ý. Ví dụ 3.1.10 là thu được từ mệnh đề 3.1.11 với cách chọn 

( )1... , ,...,′Ω = ∆× ×∆ = NF f f . Tương tự khi F là ánh xạ riêng thì Ω  cũng là 

miền chỉnh hình. 
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3.2.Miền giả lồi 

Kí hiệu ( ) ( ),d z d z= ∂Ω  

Định nghĩa 3.2.1.  Một miền Ω  được gọi là giả lồi khi log− d  là đa 

điều hòa dưới. 

Mỗi miền trong £  đều là giả lồi. Hơn nữa, do đa điều hòa dưới là ổn định 

qua việc lấy “sup” nên tính giả lồi cũng ổn định qua phép lấy giao: với họ 

giả lồi { }Ω j j
, ta có ¼Ω

o

I j
j

là giả lồi. Do các quả cầu, và tổng quát hơn các 

tập lồi là giả lồi (so sánh định lý 3.2.2), mọi miền giả lồi là “giả lồi địa 

phương”. Điều ngược lại cũng đúng và sẽ được chứng minh trong mệnh đề 

3.2.3. Trước khi trình bày, ta cần định nghĩa khái niệm của hàm vét kiệt, đó 

là, một hàm :Ω→ ¡ψ  sao cho các tập hợp ( ){ }: ≤ψz z c  với +∞Zc  là 

một hệ cơ bản của các tập con compact của .Ω  Ta cũng cần định nghĩa đối 

đồng điều của hệ ∂  trên .Ω  Cho  

  ( ) ( ) ( )
1

1 1... ...
−∂ ∂− +∞ ∞ ∞Ω → Ω → Ω

k k
k k kC C C             (3.2.1) 

là ∂ - phức tác động lên dạng phản chỉnh hình 
| |

'
=

= ∑ J J
J k

f f dz  , trong đó '  là 

kí hiệu các đa chỉ số được sắp thứ tự 1 ...= < < kJ j j  và jdz  thay cho 

1
... .∧ ∧

nj jdz dz  Ở đây hệ số Jf là trong ( )∞ ΩC  và tác động của ∂  được định 

nghĩa bởi 
1,..., | |

' ,j J j J
j n J k

f z f dz dz
= =

∂ = ∂ ∧∑ ∑  đặc biệt 1 0.−∂ ∂ =ok k  Ta định nghĩa 

đối đồng điều của (3.2.1) xác định bởi  

    ( ) 1

er .−

∂
Ω =

∂
K

k
k

k

k
range
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Các đặc trưng đầy đủ của tính giả lồi nằm trong các định lý sau: 

Định lý 3.2.2. Các tinh chất sau là tương đương 

i) Ω  là giả lồi. 

ii) Tồn tại một hàm vét kiệt ψ  của Ω  liên tục và đa điều hòa dưới. 

iii) ( ) 0, 1.k kΩ = ≥K  

iv) Ω  là miền chỉnh hình. 

Chứng minh. i) ⇒  ii). Nếu Ω  bị chặn thì ta chỉ cần đặt log= −ψ d  và 

nếu ngược lại đặt 2log ,d zψ λ= − +  thì nó là hàm liên tục , đa điều hòa 

dưới và vét kiệt. 

 ii) ⇒  iii). Điều này thực sự khó (có thể xem chứng minh trong [5]). 

 iii) ⇒  iv). Ta chứng minh bằng quy nạp theo số chiều n và dùng giả 

thiết này trong 3 trường hợp xảy ra. Ta cố định một điểm biên 0 ,∈∂Ωz  giả 

sử là 0 0,=z  và giả thiết rằng Ω  có giao khác rỗng { }: 0= Ω =Iω nz z . Cho 

: →Ωωj  và { }: : 0→ =£π n
nz z  lần lượt là đơn ánh tự nhiên và phép 

chiếu tự nhiên. Trước hết ta chứng minh là mọi k- dạng  f  trong ω  mà là ∂ - 

đóng, nghĩa là thỏa 0,∂ =f  có thể được nâng lên thành một ∂ - đóng dạng %f  

trên Ω , nghĩa là 0∂ =%f  và .∗ =%j f f  Để chứng minh điều đó, ta chú ý rằng 

ω  và ( )1\ −Ω π ω  là đóng tương đối trong Ω  và lấy ( )∞∈ Ωχ C  bằng 1 tại 

ω  và bằng 0 tại ( )1\ −Ω π ω . Khi đó ∗χπ f là xác định tốt trên ω  và cảm sinh 

f  trên ω . Nó không nhất thiết ∂ - đóng, để đạt được điều đó ta phải sử dụng 

một kiểu số hạng “chỉnh sửa” nz u  cho một nghiệm u của f

n

u
z
χ π ∗∧

∂
∂ =  và đặt:  
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                                            .nf f z uχπ ∗= −%                                       

Sự tồn tại nghiệm u của phương trình trên là được đảm bảo bởi giả thiết triệt 

tiêu của nhóm đối đồng điều (đối với cấp 1+k  nếu f có cấp k). Vì vậy f có 

thể được nâng lên ánh xạ ∂ - đóng %f . Đồng thời ω  thừa kế từ Ω  tính triệt 

tiêu đối đồng điều 

( ) 0, 1.= ≥ωKk k               (3.2.2)  

Nếu f  thỏa 0∂ =f  trên ω  thì ta nâng nó lên đến Ω , sau đó giải ∂ = %%u f  trên 

Ω% và cuối cùng xác định được .∗= %u j u  Đây là nghiệm của ∂ =u f  trên .ω  

 Theo giả thiết quy nạp, (3.2.2) suy ra được ω  là miền chỉnh hình (mà 

nó thì đương nhiên đúng ở bước quy nạp đầu tiên 1⊂ £ω ) và vì thế tồn tại 

một hàm ( )∈ ωf hol  mà nó không thể mở rộng tại 0.z  Tiếp theo, sử dụng 

một lần nữa giả thiết ( )1 0,Ω =K  ta tìm được ( )∈ Ω%f hol  sao cho =%
ω

f f . 

Do vậy %f  không thể mở rộng chỉnh hình và Ω  là một miền chỉnh hình. 

 iv) ⇒  i). Trong một miền chỉnh hình Ω , ta có (bổ đề 3.1.4) 

   ( ) ( )
,

inf , .u
fu f

d z r z z= ∈Ω  

Do đó  ( )
,

log sup log− = − v
f

v f
d r , bây giờ các hàm log− v

fr  có tính chất trung 

bình dưới trên các đĩa theo như định lý 2.3.5 và cũng đúng cho cận trên đúng 

“sup” của chúng. Hơn nữa, do log− d liên tục, nên nó là đa điều hòa dưới. 

Định lý đã được chứng minh.                                              W 
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Mệnh đề 3.2.3. Cho Ω  là một miền chỉnh hình của £ n và giả thiết mỗi 

điểm trong ∂Ω  có một cơ sở lân cận { }B sao cho ΩIB  thỏa ii) của định lý 

3.2.2 Khi đó Ω  cũng thỏa ii). 

Chứng minh. Ta kí hiệu ΩIψ B  là hàm vét kiệt đa điều hòa dưới trên 

mỗi .ΩIB Bằng việc lấy một phủ hữu hạn địa phương của ∂Ω  từ B và dán 

các ΩIψ B  khác nhau bằng việc lấy cận trên “sup” trên các tập chồng lên nhau 

của chúng, ta tìm được 1ψ  là đa điều hòa dưới trên một lân cận 1Ω của ∂Ω  

trong Ω , sao cho 1 →+∞ψ  khi ,→∂Ωz và 1ψ bị chặn địa phương tại 

( )1\ .∂ Ω Ω  Cho 2ψ là hàm đa điều hòa dưới trên £ n với 2 →+∞ψ  khi 

,z →+∞  sao cho 2 1>ψ ψ  trên một lân cận V của ( )1\ .∂ Ω Ω  Định nghĩa 

hàm ψ  là hàm 2ψ trên ( )2 1\Ω = Ω Ω UV  và la ( )1 2sup ,ψ ψ trên 1Ω , ψ  là 

một hàm vét kiệt đối với Ω  và nó là một hàm đa điều hòa dưới bởi vì tính 

chất này là ổn định qua phép lấy sup trên hữu hạn chỉ số.                             W 

Mệnh đề 3.2.3 nêu lên tính giả lồi là một tính chất địa phương. Kết hợp với 

định lý 3.2.2, nó chỉ ra rằng tính chất để một miền là chỉnh hình cũng là tính 

chất địa phương. Hơn nữa, nó dẫn đến một dạng của tính chất này đối với 

các khái niệm mầm. 

Trong định lý 3.2.2 ta đã chứng minh là nếu tồn tại một hàm đa điều hòa 

dưới vét kiệt ψ  của Ω  thì log− d  cũng là đa điều hòa dưới. 

Cho Ω  là một miền với biên thuộc lớp 2C  được xác định bởi 0<r với 

0∂ ≠r  tại những điểm mà tại đó 0.r =  Đặt ,= ∂ΩM  giả sử = £M r T M
L L là 

dạng Levi của M và giả sử 0, ,+ −
M M Ms s s lần lượt là số các giá trị riêng dương, 

âm và bằng 0 của M. Ta mô tả M như một đồ thị ( )1 1, , ,′ ′=y f x z z  đặt 
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1 ,= − +r y f  và kí hiệu ∗az z  là phép chiếu lên M theo trục 1.y  Định lý sau 

đây nêu mối liên hệ giữa dấu hiệu của dạng Levi của hàm vét kiệt 

( ) 2log= − − +ψ λr z  (với λ  phù hợp) với dấu hiệu của dạng Levi của biên 

.ML  

Định lý 3.2.5. Ta có 

( ) ( )
( ) ( ) ( )0 1.

− − ∗

+ + ∗ ∗

 =


= + +

ψ

ψ

M

M M

s z s z

s z s z s z
                      (3.2.3) 

Đặc biệt 0 0.≡ψs  

Chứng minh. Để chỉ ra mối liên hệ giữa ( )ψL z  và ( ) ,∗
ML z  trước hết ta 

chú ý rằng với 1= − +r y f , ta có 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

ij ij
,

.

∗

⊥ ⊥ ∗

 ∂ ∂ = ∂ ∂

∂ = ∂

i j i jz z r z z z r z

r z r z
           (3.2.4) 

Tiếp theo ta chú ý rằng 

  

1

ij ij

2

j

.

−

−

∂ ∂ ⊗ = ∂ ∂ ⊗

+ ∂ ⊗∂ + ⊗

∑ ∑

∑

ψ

λ

i j i j i j i j

j j

z z dz dz r z z rdz dz

r r r dz dz
           (3.2.5) 

Với véctơ w n∈£  và với điểm ∗ ∈z M , ta phân tích ( )w w , wuτ=  trong đó 

wτ  và wu  lần lượt là tiếp tuyến và các thành phần chuẩn tắc của M tại .∗z  

Ta có 
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( ) ( )

( )

1

22 1 1 2

w, w w , w

w w w w ,

−

− − −

≥

 + − − +  

τ ν
ψ

ν τ ν λ

rL r L

r c r c r
          (3.2.6) 

trong đó c là một cận trên với đạo hàm cấp 2 của r. Khi đó với =λ λc thích 

hợp, ta có    

  ( ) ( )1 2w, w w , w w .
2

−≥ +τ ν
ψ

λ
rL r L              (3.2.7) 

Điều này kéo theo ( ) ( )− − ∗≤ψ Ms z s z  nhưng điều ngược lại là rõ ràng: do đó 

đẳng thức đầu tiên của (3.2.3) được chứng minh. Đẳng thức thứ hai cũng 

được suy ra trực tiếp từ (3.2.7).             W 

Đặc biệt, ta có thể liên hệ tính giả lồi của một miền, tức là tính dương của 

dạng Levi ψL của một hàm vét kiệt với tính giả lồi tại biên của nó, hay là tính 

dương của .ML  

Hệ quả 3.2.6.  Ta có 0− ≡Ms  nếu và chỉ nếu 0− ≡ψs . 

Vì vậy Ω  là giả lồi nếu và chỉ nếu ( ) 0≥ML z  với mọi z M∈ .  Ở đây, tính 

giả lồi bộc lộ, ít nhất đối với biên thuộc lớp 2 ,C  tính chất địa phương đầy đủ 

của nó. 

Chú ý 3.2.7. Mối quan hệ giữa 0, ,+ −
ψ ψ ψs s s  và 0, ,+ −

M M Ms s s  không phụ 

thuộc vào sự lựa chọn  r  nhưng có thể phụ thuộc vào λ  (và của cấu trúc đặc 

thù của hàm vét kiệt như ( ) 2log= − − +ψ λr z ). Tuy nhiên, theo định lý 

3.2.2 hệ quả trên thì không phụ thuộc λ : nếu 0≥ψL , với 

( ) 2log= − − +ψ λr z  thì nó cũng 0≥ với log .= −ψ d  Vì thế số hạng 
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2λ z cuối cùng có thể được loại bỏ, nhưng nó đóng một vai trò quan trọng 

trong phương pháp chứng minh định lý 3.2.5. 

Hệ quả 3.2.8. Cho Ω  là một miền của £ n với biên 2C , hai điều kiện sau 

là tương đương 

i) Ω  là giả lồi 

ii) Không tìm được một đĩa giải tích A có tính chất 

,A A φ∂ Ω ∂Ω ≠I                                 (3.2.8) 

Chứng minh. 

ii) ⇒  i). Nếu Ω  có một điểm biên, chọn là 0 0=z  mà tại đó 0− >s  thì 

bằng cách lập phương trình của ∂Ω  theo dạng chính tắc (2.2.6), tức là: 

( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 2 3,... , , ,... ,= − +Ο +y z z o x z z  ta có được đĩa { } { }0 0 ...×∆ ×ε  mâu 

thuẩn với (3.2.8). 

i) ⇒  ii). Giả sử  A là một đĩa thỏa (3.2.8), không mất tính tổng quát ta 

giả sử điểm mà tại đó nó giao với ∂Ω  là tâm ( )0A  của nó, trùng với gốc 0. 

Khi đó họ các đĩa tịnh tiến { }zA  với , ,= + < εzA z A z  thỏa (2.2.8) và cung 

cấp một hàm mở rộng chỉnh hình từ Ω  đến một lân cận của 0. Do đó Ω  

không là một miền chỉnh hình hay tương đương với nó không là giả lồi.     W 

Trong ,¡ n  một miền Ω  là lồi nếu và chỉ nếu không tồn tại đoạn thẳng mà 

biên của nó thì trong Ω  mà không phải mọi điểm ở giữa đoạn thẳng đều nằm 

trong Ω . Do đó, các tính chất của hệ quả 3.2.8 là bất biến phức đầy đủ tương 

tự như điều kiện này với các đoạn thẳng được thay thế bởi các đĩa. 
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KẾT LUẬN 

 

Qua quá trình thực hiện luận văn tôi bắt đầu làm quen với các khái 

niệm, tính chất của hàm nhiều biến phức, về bài toán thác triển chỉnh 

hình, về mối quan hệ giữa miền chỉnh hình và miền hội tụ của chuỗi lũy 

thừa hội tụ. Tôi bước đầu tìm hiểu về lý thuyết đa thế vị phức thông qua 

việc tìm hiểu về miền giả lồi và mối liên hệ của nó với miền chỉnh hình.  

Còn rất nhiều vấn đề khá khó mà tôi phải cần học thêm trong các 

lĩnh vực này 

Mặc dù đã có nhiều cố gắng nhưng luận văn không tránh khỏi 

những sai sót. Mong rằng quý thầy và các bạn có những góp ý để luận 

văn được hoàn thiện hơn. 

 

 



Trang 54 
 

 

 

 

 

 

 

 

TÀI LIỆU THAM KHẢO 

 

[1]   Đậu Thế Cấp (2000), Hàm một biến phức, NXB Giáo dục. 

[2]   B.V.Sabat (1974), Nhập môn giải tích phức, NXB Đại học và THCN  

[3]  R.C.Gunning, H.Rossi (1965), Analytic functión of several complex 

variables, Prentice-Hall, Inc.Englewood Cliffs, N.J. 

[4]  L. Hörmander, An Introduction to Complex Analysis in Several 
Variables,    North- Holland Publishing Company 1973 

 

[5]  J.Zampieri (2006) Geometry of the domains of holomorphic and CR 

functions. 

 

 

 



Trang 55 
 

 

------------------------------------------------------------------------------------ 


	TRANG BÌA
	LỜI CÁM ƠN
	MỤC LỤC
	MỞ ĐẦU
	1.Lý do chọn đề tài:
	2.Mục đích nghiên cứu:
	3.Đối tượng và phạm vi nghiên cứu:
	4.Ý nghĩa khoa học và thực tiễn:
	5.Cấu trúc luận văn:

	Chương 1. Hàm chỉnh hình nhiều biến phức
	1.1.Không gian  và hàm chỉnh hình
	1.2.Công thức tích phân Cauchy trên đa đĩa
	1.3.Chuỗi lũy thừa

	Chương 2. Dạng Levi và mở rộng Hartogs
	2.1.Hàm điều hòa dưới
	2.2.Dạng Levi
	2.3.Trung bình trên loga của bán kính Taylor của các hàm chỉnh hình

	Chương 3. Miền chỉnh hình và miền giả lồi
	3.1.Miền chỉnh hình
	3.2.Miền giả lồi

	KẾT LUẬN
	TÀI LIỆU THAM KHẢO

