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1. Ly do chon deé tai

Trude tién, chung toi dé cap dén vanh tua Frobenius (quasi-Frobenius, viét
tat 1a QF). Vanh QF duge Nakayama gi6i thieu vao nam 1939, va dén nam 1951,
Ikeda da dac trung vanh nay thong qua vanh Artin trai va phai, tu noi xa trai
va phai. S6 di Ikeda c6 thé dac trung duge vanh QF nhu vay, mot phan la nho
viéc Baer da gidi thiéu khai niém modun ndi xa vao nam 1940.

Trong linh vic nghién citu nay, c6 thé ké dén gia thuyét ctia Faith: "Phai
chang mot vanh ntta nguyén so, tu noi xa phai la tya Frobenius?"

RAt nhiéu nha nghién cttu da quan tam dén gia thuyét nay va c6 nhiéu cach
tiép can khac nhau nhung van chua c6 cau tra 1oi cho toan bo gid thuyét. Song
trong qué trinh tiép can, cac nha nghién citu cling dua ra duge dac trung cia
vanh QF thong qua cac diéu kién yéu hon. Nhu vay, c6 thé coi gia thuyét Faith
la mot trong nhitng nguon goc ciia sy md rong khai niém noi xa.

Tré lai v6i khéi niém noi xa, ching ta nhac lai tieu chuan Baer: "Cho Q la
R-modun phai. Khi d6 @ 1a noi xa néu va chi néu véi moi idéan phai U < Rp
va moi dong cau f : U — @, ton tai dong cau f : R — Q sao cho f la mé rong
cla f, ticla foi= f, trong d6 i : U — R la don cau chinh tac."

Tu khai niém noi xa ban dau, ¢6 nhiéu khai niem mdi da duoc hinh thanh
va duge nghien citu. Vi du, trong tiéu chuan Baer vé noi xa, néu lay U la nhiing
idean phai chinh thi ta c6 khai niém p-noi xa, tiic 1a moi R-dong cau tit aR vao
@ déu c6 thé mé rong thanh dong cau tit R vao Q. Néu vanh R 1a p-noi xa nhu
mot R-modun phai thi R duge goi la vanh p-noi xa phai.

Tiép theo, ching ta xét mot md rong mdi ctia khai niém noi xa lien quan

dén phan ti suy bién. Mot R-modun phai M dude goi 1a Jep-noi xa néu véi moi



phan tit khong suy bién a clia R, moi R-dong cau tit aR vao M déu c6 thé md
rong thanh dong cau tit R vao M. Néu vanh R 1a Jep-noi xa nhu mot R-modun
phai thi R dugc goi la vanh Jep-noi xa phai. Ro rang ta ¢6 noi xa = p-noi xa
= Jcp-noi xa.

Vi quan tam dén gia thuyét ctia Faith nén ching toi quyét dinh chon dé tai
"V& modun va vanh Jep-noi xa" dé tién hanh nghién ctiu véi hi vong c¢6 thé tim
hiéu sau hon vé tinh chat ctia modun va vanh Jep-noi xa, moi quan hé véi cac
vanh khéc, dua ra dac trung ciia vanh QF thong qua mot s6 diéu kién lien quan
dén vanh Jep-nai xa.

2. Muc dich nghién ctu

Luan van nay dugc thuc hién v6i muc dich tim hiéu mot sé tinh chat cia
modun va vanh Jep-noi xa.

3. P6i tuong va pham vi nghién ciu

D61 tugng chinh 14 modun va vanh Jep-noi xa. Dong thoi tién hanh nghién
citu trén mot s6 16p vanh co tinh chat lién quan.

4. Phuong phap nghién ciu

St dung phuong phap nghién citu 1y thuyét, chu yéu la

@ Thu thap cac bai bao khoa hoc, cac gido trinh ctia nhiing tac gia nghién
citu lien quan dén vanh va modun Jep-noi xa.

@ Tham gia cac buoi seminar dé trao doi cac két qua dang nghién citu.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai

Luan vian duge thuce hien dya trén viee hé thong, tong hop va lam ré6 mot so
két qua cla cac sach va bai béo co lién quan.

Luan van la mot tai lieu tham khdo cho cac doc gia nghién citu vé modun va
vanh Jep-noi xa, cting nhu mot s6 16p vanh ¢6 lien quan.

6. Cau trac luan vin

Cau trac luan van duge chia lam ba chuong:

Chuong 1 trinh bay mot s6 khai niém nhu linh hoéa tit, modun noi xa, mot so
16p vanh nhu vanh nita nguyén t6, vanh chia dudc,... Dong thoi, ching toi ciing

néu lai mot s6 tinh chat nham hoé tro cho cac chuong sau.



Chuong 2 dugce coi nhu la chuong chinh ctia luan van nay. Chuong nay trinh
bay dinh nghia, mot s6 tinh chat co ban ctia modun va vanh Jep-noi xa thong
qua khai niém linh héa tt (Dinh Iy 2.1.1), mdi quan hé véi cdc vanh khac, mdi
quan heé gitta modun con suy bién phai va cian Jacobson ctia mot vanh Jep-noi
xa phéi (Dinh 1y 2.2.8). Trong chuong nay, ching toi cling xem xét mot s6 diéu
kien dé vanh Jep-noi xa phai tré thanh vanh p-noi xa phai (He qua 2.2.5, Dinh 1y
2.2.13). Ngoai ra trong chuong nay cting dua ra mot s6 vi du vé vanh Jep-noi xa
phai dya trén nhan xét 2.1.3, dong thoi cling chi ra ton tai mot vanh 1a Jep-noi
xa phéi nhung khong phai la vanh p-noi xa phai (Vi du 2.2.4).

Chuong 3 trinh bay mot s6 tinh chat lien quan dén linh héa tt cyc dai, mot
so dieu kién han ché, phan ti déu, vanh QF va vanh ntta don.

HOANG MY HANH



Chuong 1

MOT SO KIEN THUC VE VANH VA
MODUN

Trong chuong nay, chiing toi gidi thieu mot s6 khai niém va mot so tinh chat
sé duge st dung trong luan van.
Trong toan bo luan van nay, ta qui uéc vanh R c¢6 don vi khac khong va duge

ki hieu la 1, va moi R-modun dude xét 1a modun unita.

1.1 Mot s6 khai niém

Cho vanh R, viét Mg (t.ar., gM) dé chi M 1a mot R-modun phai (t.ur., trai).
Trong mot so truong hop cu thé, néu khong so nham 1an, dé don gian ta viét
modun M thay vi Mg. Néu A 1a hang tif tryc tiép ctia M, ta vict A|M. Ta viét
M, (R) dé chi vanh cac ma tran vuong cap n lay he tit trén vanh R. Cho M va N
13 cac R-modun phai, dong cau ttt M dén N dugce hicu 1a dong cau tit R-modun
phai M dén R-modun phai N.

Dinh nghia 1.1.1. Cho Qg la mot modun. Luc do @ duge goi la nos xa trong
truong hop véi moi don cau f : K — M, VK, M va v6i moi dong cau v : K — Q)

déu ton tai mot R-dong cau v : M — @ sao chovo f = v.

Modun xa anh dude dinh nghia mot cach déi ngau.
Tiéu chuan Baer. Cho Q la R-modun phai. Khi d6 Q 1a noi xa néu va chi

néu véi moi idéan phai U < Rp va moi dong cau f : U — @, ton tai dong cau



f 1R — @Qsaocho flamérong clia f, tic la foi= f, trongdéi: U — R la
don cau chinh tac.

Dinh nghia 1.1.2. Modun My dude goi la p-ndi xa néu véi moi idéan phai
chinh I clia R, moi dong cau f : I — M déu c6 thé mé rong thanh dong cau
g:R— M.

Dinh nghia 1.1.3. (1) Cho M la mot R-modun phai, @ # X C M. Linh héa
tr phar cua X trong R, ki hiéu la TR(X) va duge xac dinh nhu sau

rp(X)={reR|ar=0,2€ X}.
(2) Cho A C R. Linh héa ti trdi cia A trong M, ki hiéu ZM(A) va duge

xac dinh nhu sau
I(A)={r e M|za=0,ac A}.
Dinh nghia 1.1.4. Modun con K ctia M dugc goi la cot yéu (hodc Idn) trong
M, ki hieu K <€ M, néu v6i moi modun con L < M,
KNL=0 suyra L=0.

D&i ngau véi khai niem ¢t yéu, modun con K cia M goi 1a doi cot yéu

(hodc bé) trong M, ki hicu K < M, néu v6i moi modun con L < M,
K+L=M suyra L=DM.

Bao not za cia mot modun M 1a mot modun noi xa E cung v6i mot don

cau cot yéu i : M — E. Luc nay, nguoi ta van thuong goi £ 1a bao noi xa ciia M,

va ki higu la E = E(M). Ma moi modun duge nhiing c¢6t yéu vio mot modun

nol xa nén moi modun luon c¢6 bao noi xa.
Dinh nghia 1.1.5. V6i modun Mp cho trude, ching ta dat
Z(M)={me M |ml=0,Igr <° Rg} = {m € M | rg(m) < Rg}.

Ta c6 Z(M) 1a mot modun con ciia M va duge goi 1a modun con suy bién
ctia M. Néu Z(M) = M thi M dugc goi la suy bién, con néu Z(M) = 0 thi M
duge goi 1a khong suy bién. Chiing ta ciing c6 thé ki hieu Z,. (t. u., Z;) thay vi
Z(Rg) (t. u., Z(gR)).



Pinh nghia 1.1.6. (1) Cho M la R-modun phai. Can cua M, ki hi¢u la
md(M), la mot modun con cua M, xac dinh bdi

md(M): Z A= ﬂ B,

A<M B<M

trong d6 B la modun con cuc dai cua M.
(2) Cho M la R-modun phai. Dé ctia M, ki hiéu la Soc(M ), 1a mot modun
con cua M, xac dinh boi

SOC(M): m A= ZB,

A<eM B<M
trong d6 B la modun con don cua M.
Dinh 1y 1.1.7. ([1], Dinh lj 1.2.5) Ta cé: rad(Rg) = rad(rR), va thuong

duoc ki hiéu chung la J(R).
Vay J(R) ={a € R | 1 — ar khd nghich, ¥r € R}.

Ménh dé 1.1.8. (/1], Ménh dé 5.1) Idéan phdi I ciia vanh R la mot hang ti
truc tiép ciia Rp néu va chi néu ton tai mot liy dang e € R sao cho I = eR.

Hon nita, néu e € R la mot liy dang thy 1 — e cing vay va (1 —e)R la
phan phu cia eR, nghia la

Rrp=eR® (1l —¢)R.

Cho M la mot R-modun phai, K la mot modun con cua M. Khi d6 mot
modun con C duge goi 1a phan bu (complement) ciia K trong M néu C la cyc
dai v6i tinh chat K nC = 0.

1.2 Vanh C2, vanh nta nguyén t6, vanh QF

va mot so vanh khac

Dinh nghia 1.2.1. Cho M la mot R-moédun phai. M duge goi la thoa man

diéu kien C2 néu moi moédun con A clia M dang cau véi mot hang ti truc tiép



cia M, thi A cing la mot hang tit truc tiép cia M. Vanh R dugc goi 1a vanh
C2 phai néu Rp théa man dieu kien C2.

Dinh nghia 1.2.2. (1) Mot idéan C ctia vanh R duge goi la idéan nida nguyén

t6 néu véi bat ki idean I cua R,
FP<Cc=I<C.

(2) Mot vanh duge goi la vanh nita nguyén t6 néu (0) la idean nita nguyen

£0.
Dinh nghia 1.2.3. Modun My goi la chia duoc néu
Vre Ryr #0 = Mr = M.
Vanh R goi la vanh chia dugc néu Rp 1a modun chia dudge.

Ménh dé 1.2.4. ([7], Proposition 21.16) Cho e € R la mot phan ti liy
dang.

1. Néu eR la idéan phdi cuc tiéu cia R, thi eRe la vanh chia dugc.
2. Chieu nguoc lai ding néu R la vanh nia nguyén to.

Dinh nghia 1.2.5. Vanh R dugc goi la tua Frobenius (viét tat 1a QF) néu no

la vanh Artin (trai va phai), tu noi xa (trai va phai).

Dinh ly 1.2.6. ([11], Theorem 1.50) Cho vanh R. Khi dé cic dieu kién sau
la tuong duong.

1. R la vanh tua Frobenius.
2. R la vanh Artin trai hodac phdi, tu noi xa trdi hodc phai.
3. R la vanh Note trdi hodc phdsi, tu noi xa trdai hodc phdi.

4. R thoa man ACC trén cdc linh hoa tw trai hodc phai, tu not xa trai hodc

phdasi.



5. R la vanh Note trdi va phdi, ri(T) = T vdi moi idéan phdi T, va lr(L) =
L vdi mor 1déan trai L.
Dinh ly 1.2.7. ([11], Theorem 7.56) Cho vanh R. Khi dé cac dicu kién sau

la tuong duong.

1. R la vanh tua Frobenius.
2. Moi R-modun phdi (trdi) noi za déu la xa dnh.
8. Moi R-modun phdi (trdi) Ta dnh déu la noi za.

Dinh nghia 1.2.8. Cho (Ta)a € A la mot tap cac modun don ciia M. Néu M

I3 tong truc tiép cac modun con don nay, nghia 13
M = EB T,
A

thi M = @@ 4 T, dude goi la mot phan tich nia don cia M. Modun M dugc
goi 1a nita don néu né c6 mot phan tich nita don. Vanh R duge goi 1a ntta don
phai (trai) néu modun Rp (xR) 1a nita don.

Ménh dé 1.2.9. ([1], Dinh lyj 2.3.6) Cdc diéu kién sau la tuong duong doi

vo1 vanh R da cho.

1. R nua don.
2. Moi R-modun phdi la noi za (ra dnh).
3. Moi R-modun trdi la noi za (ra dnh).

Dinh nghia 1.2.10. Mot vanh R dugce goi 1a vanh Kasch phai néu véi moi
R-modun phai don S déu ton tai mot don cau i : S — Rp, hodc tuong duong
v6i dieu kien [ (M ) =+ () v6i moi idéan phai cyc dai M cia R.

Ménh dé 1.2.11. (/11], Proposition 5.19; 5.20) (1) Cho R la vanh p-ngi za
phdi, Kasch phdi. Khi dé 1(J(R)) cot yéu trong Rp.
(2) Cho R la vanh nia hoan chinh, p-noi xa phdi. Khi dé R la vanh

Kasch phdi néu va chi néu S, la cot yéu trong Rp.



Vidu 1.2.12. Cho V va P la hai khong gian vecto khac khong trén mot truong

K va gia st ¢6 mot anh xa song tuyen tinh

VxV—P
(1.1)

(x, y) — XYy.
Ching ta ki hieu R = [K, V. P] = K @&V & P va xac dinh mét phép nhan trén
R nhu sau

(k+v+p) (K +o +p) =Kk + (k' + Kv) + (kp' + 0" + Kp).

Khi d6 R la vanh nita nguyén so. Hon ntta R la vanh Artin phai, noi xa don
phai néu va chi néu dimg (V) va dimg(P) 1a hitu han theo [11, Proposition 9.3,
Proposition 9.4].

(N)

Bay gio, ching ta lay V = KW P = K va anh xa song tuyén tinh la dang

song tuyén tinh déi xting trén V duge xac dinh nhu sau
Y = r1Yy1 + T2y + ...,

voi moi & = (2;)ien, ¥ = (9i)ien. Khi d6 R = [K, V, P] la vanh giao hoan ntia
nguyen so. Vanh R la vanh p-ndi xa, khong Artin theo [10, Example 9.23]. Do
d6 R khong phai la vanh QF.
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Chuong 2
VE MODUN VA VANH JCP-NOI XA

Trong chuong nay, truéc hét chung toi gi6i thiéu vé khai niém modun va
vanh Jep-noi xa phai, tinh chat co ban ctia vanh Jep-noi xa phai, mot so dicu
kien dé vanh Jep-noi xa phai tré thanh vanh p-noi xa phai. Moi quan heé gitta
modun con suy bién va can cia R cing duge xét dén. Trong chuong nay cing

trinh bay moi lien hé gitta vanh Jep-noi xa va mot s6 16p vanh khéc.

2.1 Dinh nghia

Dinh nghia 2.1.1. Cho R la mot vanh, M la mot R-modun phai. M duge goi
12 modun Jep-noi xa néu véi moi phan tit a € R\Z,, bat ky dong cau phai nao

tit aR vao M déu c6 thé md rong duge thanh dong cau tit R vao M.

Dinh nghia 2.1.2. R dugc goi 1a vanh Jep-noi xa phai néu Rp 13 modun

Jep-noi xa.

Nhan xét 2.1.3. Néu R la vanh p-noi xa phai thi R ciing 1a vanh Jep-noi xa
phai.
Vi du 2.1.4. (1) Cho R la vanh p-ndi xa phai, U < R la mot tap mau thic
trai (left denominator set). Khi d6 vanh thuong Q = {u~'r/u € U,r € R} ciing
la vanh p-noi xa phai. Do d6 @) cung la vanh Jep-ndi xa phai.
(2) Cho F 1a mot truong va F 1a mot truong con thuc sy ciia F. Gid st
o F— F

- (2.1)
a— a.
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I3 mot dang cau truong. Goi R 1a khong gian vecto v6i co s6 {1,¢}. Dinh nghia
phép nhan t2 = 0 va ta = at,Va € F. Khi d6 R 1a vanh p-noi xa phai (xem [11,
Example 2.5]), do d6 R cung la vanh Jep-ndi xa phai.

2.2 Tinh chat cia médun va vanh Jcp-noi xa

Dinh 1y 2.2.1. Cho R la mét vanh. Cac dieu kién sau la tuong duong.
1. R la vanh Jecp-not xa phat.
2. Ir(a) = Ra,Va & Z,.
3. r(a) <r(b),a,b € R,a ¢ Z, suy ra Rb < Ra.
4. l(bRNr(a)) =1(b) + Ra, trong dé a,b € R va ab ¢ Z,.

Dinh nghia 2.2.2. (1) Mot vanh duge goi 1a vanh PP phai néu moi idéan phai
chinh déu xa anh.

(2) Mot vanh R duge goi la vanh N PP phai néu véi bat ky phan tita € N(R)
thi aR la xa anh.

Nhan xét 2.2.3. Néu R la vanh PP phai thi R cing la vanh N PP phai.

Vi du 2.2.4. Cho V la mot khong gian vecto hai chiéu trén truong F, md rong
thong thuong R = T(F, V) = FF@®V la vanh Jep-noi xa phai nhung khong phai
la vanh p-noi xa phai.

That vay,

a Vv

Ja € F,ueV}
0 a

Cho V =uF @ wF'. Dat

Lap anh xa
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o )=o)

Khi d6 f 1a mot anh xa tuyén tinh. Nhung vi w € uF nén f khong md rong duge

xac dinh boi

thanh anh xa tu R vao R. Do d6 R khong phai la vanh p-noi xa phai.
Mic khic, néu z € R va ¢ Z, thi o kha nghich. Do d6 Ir(z) = R = Ra.
Vay R la vanh Jep-noi xa phai.

Hé qua 2.2.5. (1) Néu R théa mdn mot trong nhimg diéu kién sau thi R la
vanh p-noi za phdi néu va chi néu R la vanh Jep-noi za phds.

(a) R khong suy bién phdsi.

(b) R la vanh NPP phdi.

(¢) R la vanh PP phdi.

(2) R la vanh chinh qui von Neumann néu va chi néu R la vanh PP phdi

va Jep-noi xa phat.

Hé qua 2.2.6. Cdc dieu dién sau la tuong duong doi vdi mot vanh R cho
trudc.

(1) R la vanh nia don.

(2) R la vanh PP phdi, Jep-noi za phdi khong chita mot tap vo han cdc
liy dang truc giao.

Dinh nghia 2.2.7. (1) Vanh thu gon R 1a vanh khong c6 phan tt Iy linh nao
khac ngoai phan tt 0, tic la a®> =0 = a =0, Va € R.
(2) Phan tit @ € R duge goi la chinh qui phdi néu r(a) = 0.

Dinh 1y 2.2.8. Cho R la vanh Jcp-noi za phdi. Thé thi:
1. Bat ky phan ti chinh qui phdi nao cia R cting dévw khd nghich trds.
2. Z, < J(R).

3. Moi R-modun trdi va phdi déu chia duoc.
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4. Néu P la idéan phdi chinh thu gon cia R thi P = eR, trong dé e*> =
e € R va (1 — e)R la mot idéan cua R.

Dinh 1y 2.2.9. Cho R la vanh Jep-noi za phdi. Thé thi:
1. R la vanh C2 phdi.
2. Néu aR | R,bR| R ma aRNbR =0 thi (aR ® bR) | R.

Hé qua 2.2.10. Cho R la vanh Jep-noi xa phdi, a ¢ Z,. Cac dieu kién sau
la tuong duong.

(a) aR xa anh.
(b) aR | R.
(¢) aR la modun Jep-noi za.

Dinh nghia 2.2.11. Mot modun My duge goi la ngi xa bé chinh (hay goi la
SP-noi xa) néu véi moi phan tit a € J(R), v6i moi dong cau tir aR vao My déu
c6 thé md rong thanh dong cau tit Rp vao Mp. Mot vanh R dude goi la vanh

noi xa bé chinh phai néu Rp 1a noi xa bé chinh.

Dinh nghia 2.2.12. Mot vanh R dugc goi 1a vanh SPP phai néu Va ¢ Z,,

aR xa anh.

Dinh 1y 2.2.13. 1. R la vanh p-noi xa phdi néu va chi néu R la vanh

Jep-noi xa phai va noi xa bé chinh phat.
2. R la vanh SPP phdi néu va chi néu moi dnh dong cau cia R-modun
Jep-not xa phai cung la Jep-noi xa.
3. Cho R la mot vanh. Cac dieu kién sau la tuong duong.
(a) R la vanh PP phdi.
(b) R la vanh NPP phdi va SPP phdi.

(¢) R la vanh khong suy bién phdi va SPP phdi.
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Dinh nghia 2.2.14. Vanh R dudc goi 1 tua chinh qui phdi néu a € aRa,Va €
L.

Dinh 1y 2.2.15. (1) Cho R la vanh Jcp-noi xa phdi va SPP phdi. Thé thi:
(a) J(R) = Z,.

(b) Véi méi a ¢ Z,,a = aba vdi phan ti b € R nao dé.

(2) Cho R la vanh. Cdc diéu kién sau la tuong duong.

(a) R la vanh tua chinh qui phai.

(b) R la vanh SPP phdi va Jep-noi xa phds.

(c) Moi R-modun phdi déu la modun Jep-noi za.

(d) Moi R-modun phdi cyclic déu la modun Jep-noi za.

Pinh ly 2.2.16. Cho e la mot phan ti liy ding cia R sao cho ReR = R
va dat S = eRe. Thé thi:

1. Néu R la vanh Jep-noi xa phdi thi S cing vay.
2. Néu R la vanh khong suy bién phdi thi S ciing vay.

8. Néu R la vanh SPP phdi thi vdi bit ky phan ti a € S\Z,(S), ton tai
mot phan ti liy dang g clia R sao cho rg(a) = egeS.

4. Néu R la vanh tua chinh qui phdi thi S cing vay.
5. Néu R la vanh chinh qui von Neumann phdi thi S cing vay.

Meénh dé 2.2.17. Cho R la vanh Jep-noi xa phdi, a,b € R sao cho b ¢ Z,.
Khi dé:

1. Néu bR nhing trong aR thi Rb la dnh cia Ra.

2. Néu aR la mot dnh cia bR thi Ra nhing trong Rb.
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8. Néu bR = aR thi Ra = Rb.

4. Néu A, B la cdc idéan phdi ciia R vdi AN (B+ Z,) =0 va A la mot
idéan ciia R, thy Homp(Ag, Bg) = 0.
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Chuong 3

MOT SO KET QUA LIEN QUAN DEN
VANH QF VA VANH NUA BGN

Trong chuong nay, trude hét chung toi trinh bay maot s6 tinh chat lien quan
dén van dé linh hoa tii ciic dai, noi xa yéu, mot so6 két qua lién quan dén phan tit

deu. Phan sau, ching t6i trinh bay mdi quan hé v6i vanh QF va vanh nita don.

3.1 Pieu kién han ché

Dinh nghia 3.1.1. Cho R la mot vanh. Mot linh hoa tit phai (trai) M cia R
duge goi 1a cue dai néu véi bat ky linh hoa tit phai (trai) N cia R ma M < N
thi ta ¢c6 hoac N = M hoac N = R. Trong truong hgp nay, M = T(a) (l(a))
véi a 1a mot phan tit khac khong cla R.

Meénh dé 3.1.2. Cho R la vanh Jep-noi za phdi, nida nguyén to, ma cdc
idéan phdi phan bu déeu khong bé. Khi dé moi linh héa tii phdi (trdi) cuc dai
cliia R deu la idéan phdi (trdi) cuc dai ciia R sinh bdi mot liy dang.

Dinh nghia 3.1.3. Cho R la mot vanh, L la mot idéan trai cia R. Khi d6 L

dugce goi 1a eot yéu non trdai néu véi moi phan tit a # 0,a ¢ Z,., Ran L # 0.
Meénh dé 3.1.4. Cho R la vanh Jep-noi za phdi. Thé thi:
1. Néu R la vanh Kasch phdi th Z(J(R)) cot yéu non trdi.

2. Néu R la vanh nia hoan chinh, thi R la vanh Kasch phdi khi va chi khi

Sy la cot yeu non tras.
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Dinh nghia 3.1.5. Mot R-modun phai M dugce goi 1a nil-néi za néu véi moi
phan t1 liy linh @ € R, moi R-dong cau phai tit aR vao M c6 thé md rong thanh
dong cau ti R vao M. Néu vanh R 14 nil-noi xa nhu mot R-modun phai thi ta

noi R la vanh nil-noi xa phai.
R6 rang, moi vanh p-noi xa phai deu 1a vanh nil-noi xa phai.

Vi du 3.1.6. (1) Néu R 1a mot mién nguyen trong d6 moi idéan httu han sinh
déu 1a idéan chinh thi R/mR 1a nil-noi xa, véi moi 0 = m € R.

(2) Vanh cac s6 nguyén Z la vanh nil-noi xa phai.

(3) Cho R=T]

phai néu va chi néu cac R; 1& nil-noi xa phai, véi moi ¢ € 1.

.7 Ri la tich truc tiép cta cac vanh. Thé thi R la nil-noi xa

Meénh dé 3.1.7. Cho R la vanh Jep-noi za phdi. Gid st moi R-modun phdi

don suy bién déu la nil-noi xa. Thé thi:

1. R la p-noi za phdi, va do dé R ciing la khong suy bién phdi, nia nguyén

thuy.

2. Z;=0.

3.2 Noi xa yéu

Dinh nghia 3.2.1. Cho E(M) 1 bao noi xa clia Mp. M dudc goi 1a noi xa yéu
phai néu véi bat ki modun con hitu han sinh Np < E(M) thi ton tai Xp = M
va NR < XR < E(M)

Vanh R dugc goi 1a vanh noi xa yéu phai néu Rp 1a noi xa yéu phai.

Bé dé 3.2.2. Cho R la vanh Jep-noi za phdi. Néu Ry cot yéu trong Xg,
trong do Xr = Rp thi X = R.

Meénh dé 3.2.3. Mot vanh R la tu noi za phdi néu va chi néu R la vanh

Jep-not xa phadi va Ry la not xa yéu.
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Hé qua 3.2.4. Cdac dieu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R cho trudc.
(1) R la vanh QF.
(2) R la vanh Jep-noi xa phdi, noi xa yéu théa ACC doi vdi cdac linh héa

tr trai hodc phdai.

3.3 Ve dinh 1y cta Camillo

Dinh nghia 3.3.1. Mot modun M # 0 dude goi 14 déu néu moi modun con
khac khong ctia M 1a modun con cot yéu trong M.
Mot phan tt v € R dude goi 1a déu phai néu v # 0 va uR la idéan phai déu

cua R.

Meénh dé 3.3.2. Cho R la vanh Jep-noi za phdi. Néu u € R la déu phdi vdi
u¢ Z, thh My :={x € R|uRNr(z)# 0} la idéan trdi cuc dai chia I(u).

Hé qua 3.3.3. Néu R la vanh Jep-noi za phdi, déu phdi thy R la vanh dia
phuong va J(R) = Z.

Hé qua 3.3.4. Cho R la vanh Jcp-noi xa phai va Kasch trdi. Gid st moi
idéan phdi khdc khong sé chita mot idéan phdi déu, ma idéan nay khong chia
trong Z.. Khi dé mai idéan trdi cuc dai M c6 dang M = M, vdi v la phan

tt dew nao do.

3.4 Mot sb6 két qua lien quan dén vanh QF

Dinh nghia 3.4.1. Mot vanh R dudgc goi la FGF phai néu véi moi R-modun

httu han sinh ¢6 thé nhing vio mot modun tu do.

Dinh ly 3.4.2. Cho R la vanh FGF phdi. Néu R la vanh Jcp-noi xa phds
tht R la vanh QF.

Pinh nghia 3.4.3. (1) Mot vanh R duge goi 1a Johns phéai néu né la vanh

Note phai va moi idéan phai deu la linh hoa tii.
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(2) Vanh R dugc goi 1a vanh Johns phai manh néu vanh ma tran Mn(R) 1a
vanh Johns phai (Vn > 1).

Dinh 1y 3.4.4. Mot vanh R la tua Frobenius néu va chi néu R la vanh

Johns phai manh va Jep-not xa phai.

3.5 Mot s6 két qua lién quan dén vanh nita
don

Dinh nghia 3.5.1. Mot vanh R dugc goi 1a CAM-vanh phai néu véi bat ky
idean phai cot yéu cyc dai M cia R (néu ton tai) va véi bat ky idéan con phai I
clia M ma ideéan nay hodc la idéan phai phan bl ciia M hodc 1a idéan linh hoa

ti trong R, thi I la idéan ctua M.

Dinh 1y 3.5.2. Cho R la moét vanh. Cdc diéu kién sau la tuong duong.
1. R hodc la vanh nia don Artin hodc la vanh chinh qui manh.
2. R la vanh Jep-noi xa phdi nia nguyén to, CAM-vanh phdi.

3. R la CAM- vanh phdi, nta nguyén to, vanh MERT trong dé cdc R-

modun phdi don suy bién la modun Jep-noi za.

Dinh nghia 3.5.3. Mot vanh R duge goi 1a vanh CM phai néu véi bat ky
idean phai cot yéu cuc dai M clia R, moi idéan con phai phan bu déu la idéan

cua M.

Ménh dé 3.5.4. (6], Proposition 3) Cho R la vanh CM phdi. Thé thi bat

ky R- modun phdi don xa dnh déu la modun noi za.

Dinh nghia 3.5.5. Mot vanh R dudc goi la hitu han nhiing phai néu Soc(Rp)

1a hitu han sinh va c¢ot yéu phai trong Rp.
Dinh 1y 3.5.6. Cho R la moét vanh. Cdc diéu kién sau la tuong duong.

1. R la vanh nia don Artin.
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2. R la vanh CM phai, hiu han nhing phai va PS phdi.

3. R la vanh nita nguyén to, Jep- noi xa phdi va Goldie phdi hodc trds.
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KET LUAN

Luan van bao gom céc két qua chinh nhu sau:

1. Trinh bay duoc dic trung ciia vanh Jep-noi xa phai thong qua cac diéu kién
ve linh hoa ti (Dinh Iy 2.2.1).

2. Moi quan hé gitta modun con suy bien phai va can Jacobson cua mot vanh

Jep-noi xa phai (Dinh 1y 2.2.8).
3. Mdi quan hé gitta vanh Jep-noi xa phai va vanh C2 phéi (Dinh 1y 2.2.9).

4. Mot s6 dieu kien dé vanh Jep-noi xa phai tré thanh vanh p-noi xa phai (He
qua 2.2.5, Dinh 1y 2.2.13).

5. Trinh bay moi quan hé v6i vanh QF va vanh ntta don (Dinh 1y 3.4.4, Dinh
Iy 3.5.6).

6. Tim hiéu va dé xuat them mot sé tinh chat lien quan dén vanh nia don,

vanh QF (Hé qua 2.2.6, Hé qua 3.2.4).

7. Trong cac phan ¢ trén, dé xuat mot so vi du cho phan 1y thuyét tuong ting.



