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LỜI NÓI ĐẦU

Lý thuyết đại số đồng điều đang tràn ngập hầu khắp các lĩnh vực toán học

trong mấy thập kỷ trở lại đây. Hàm tử Ext cùng với các hàm tử Hom, hàm tử

Ten xơ và hàm tử Torn là bốn trụ cột trong lý thuyết đại số đồng điều. Để ứng

dụng được lý thuyết đại số đồng điều cho một phạm trù nào đó chúng ta phải

xây dựng cho được các hàm tử trên trong phạm trù đó. Trong bốn trụ cột đó,

tôi quan tâm tới hàm tử Ext. Trong phạm trù môđun có nhiều cách xây dựng

hàm tử Ext: bằng cách phân hoạch các dãy khớp ngắn, bằng phép giải xạ ảnh,

bằng phép giải nội xạ. Để xây dựng được bằng phép giải xạ ảnh trong phạm

trù môđun ta cần dựa vào tính đủ nhiều của các vật tự do.

Trong luận văn này, tôi mong muốn xây dựng hàm tử Ext trong phạm trù các

không gian vectơ Tôpô. Phạm trù không gian vectơ Tôpô với vật là các không

gian vectơ Tôpô và xạ là các ánh xạ tuyến tính liên tục là phạm trù tiền Abel,

hơn nữa trong phạm trù này cũng không đủ nhiều các vật tự do. Do đó, tôi

xây dựng vật tự do tương đối và chứng minh được tính đủ nhiều của nó trong

phạm trù các không gian vectơ tôpô. Trên cơ sở đó xây dựng được hàm tử Ext.

Bố cục luận văn gồm 2 chương:

Chương 1: Trình bày về phạm trù các không gian vectơ tôpô, đồng điều, đối

đồng điều trong phạm trù các không gian vectơ tôpô.

Chương 2: Trước hết trình bày về không gian tôpô thuần nhất và ánh xạ chính

quy, bao gồm khái niệm, các ví dụ, tính chất. Sau đó, đưa ra khái niệm vật

xạ ảnh tương đối, vật tự do tương đối và chứng minh được tính đủ nhiều

của vật tự do tương đối trong phạm trù các không gian vectơ tôpô. Từ đó

xây dựng được hàm tử Ext trong phạm trù đó.

Tuy đã có nhiều cố gắng nhưng do thời gian và khả năng có hạn nên các vấn

đề trong luận văn vẫn chưa được trình bày sâu sắc và không thể tránh khỏi có

những sai sót trong cách trình bày. Mong được sự góp ý xây dựng của thầy cô

và các bạn. Tôi xin chân thành cảm ơn!
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Chương 1

Đồng điều trong phạm trù các

không gian vectơ tôpô

Trong chương này, ta trình bày những nội dung cơ bản nhất về không gian

vectơ tôpô, xây dựng khái niệm đồng điều và đối đồng điều trong phạm trù các

không gian vectơ tôpô. Trong đó, chúng tôi muốn nói tới định lý 1.1.8 về tiêu

chuẩn của hệ cơ sở lân cận trong không gian vectơ tôpô. Dựa vào tiêu chuẩn đó,

trong chương tiếp theo chúng tôi xây dựng được vật tự do tương đối sinh bởi

một không gian tôpô thuần nhất.

1.1. Phạm trù các không gian vectơ tôpô

1.1.1. Tập cân và tập hút trong không gian vectơ

Định nghĩa 1.1.1 Cho A là một tập con của không gian vectơ X trên trường K.

Tập hợp A được gọi là cân nếu với mọi x thuộc A thì ta có λx ∈ A với mọi

|λ| ≤ 1.

Tập hợp A được gọi là hút, nếu với mọi x ∈ X đều tồn tại λ > 0 sao cho

x ∈ µA với mọi µ thỏa mãn điều kiện |µ| ≥ λ.
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Từ định nghĩa ta thấy: A là tập con cân của X khi và chỉ khi αA ⊂ A với mọi

α thỏa mãn điều kiện α ∈ K và |α| ≤ 1.

Ví dụ 1.1.1 1) Trong không gian vectơ R trên trường R. Với mỗi r > 0 khoảng

(-r, r) là một tập cân và hút, khoảng (-r, r+1) là hút nhưng không cân.

2) Trong không gian vectơ R2 trên trường R. Với mỗi r > 0 tập hợp

{(x; 0) ∈ R2 : −r < x < r}

là tập cân nhưng không hút.

Một số tính chất về tập cân và hút trong không gian vectơ được nhắc lại trong

hai mệnh đề dưới đây

Mệnh đề 1.1.1 Cho A, B là các tập con của không gian vectơ X trên trường K và

α ∈ K. Khi đó:

1) Nếu A là một tập cân thì αA là tập cân. Nếu B là tập cân thì A + B là tập cân;

2) Nếu A là tập cân thì với mọi α ∈ K mà |α| = 1 thì αA = A. Với mọi α, β ∈ K

mà |α| ≤ |β| thì αA ⊂ βA;

3) Cho (Ai)i∈I là một họ các tập con cân của X thì A =
∩
i∈I

Ai cũng là tập cân;

4) Nếu A là tập hút thì αA là hút. Nếu B là tập con của X chứa 0 thì A + B là hút;

5) Cho (Ai)
n
i=1 là một họ các tập con hút của X thì A =

n∩
i=1

Ai cũng là tập hút;

6) Nếu A là tập hút thì 0 ∈ A. Hơn nữa, nếu (rn)n là dãy số không bị chặn thì

X =
∞∪

n=1

rn A

Chứng minh. Dưới đây ta chỉ trình bày chứng minh 2) và 6).

2) Nếu A cân và |α| = 1. Khi đó |α| = |α−1| = 1 ≤ 1 nên αA ⊂ A và

α−1 A ⊂ A. Do đó, αA = A.

Bây giờ giả sử A là tập con cân của X và |α| ≤ |β|. Nếu β = 0 thì α = 0 do đó

αA ⊂ βA. Nếu β ̸= 0 thì | αβ | ≤ 1 nên α
β A ⊂ A. Vậy αA ⊂ βA.
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6) Hiển nhiên ta có
∞∪

n=1
rn A ⊂ X.

Ngược lại, với mọi x ∈ X. Do A hút nên tồn tại t > 0 sao cho x ∈ sA với

mọi s ∈ K mà |s| > t. Mặt khác do dãy {rn} không bị chặn tồn tại n0 sao cho

|rn0 | > t nên x ∈ rn0 A. Vậy nên X ⊂
∞∪

n=1
rn A.

Mệnh đề 1.1.2 Cho f: X→ Y là ánh xạ tuyến tính từ không gian vectơ X vào không

gian vectơ Y.

1) Nếu A ⊂ X và B ⊂ Y là cân thì f(A) và f−1(B) là cân;

2) Nếu B ⊂ Y là hút thì f−1(B) là hút;

3) Nếu A ⊂ X là hút và f là toàn ánh thì f(A) là hút.

Chứng minh. 1) Nếu A⊂ X và A cân thì λA ⊂ A với mọi |λ| ≤ 1. Tác động ánh

xạ tuyến tính f vào ta có λ f (A) ⊂ f (A). Do đó f(A) cân.

Nếu B ⊂ Y là cân thì λB ⊂ B với mọi |λ| ≤ 1. Suy ra f−1(λB) ⊂ f−1(B), do f

tuyến tính nên λ f−1(B) ⊂ f−1(B). Do đó f−1(B) cân.

2) Với mọi x ∈ X thì f (x) ∈ Y. Do B hút trong Y nên tồn tại t > 0 sao cho f(x)

∈ sB với mọi |s| ≥ t. Suy ra x ∈ s f−1(B). Vậy f−1(B) là hút.

3) Với mọi y ∈ Y, do f là toàn ánh nên tồn tại x ∈ X sao cho f(x) = y. Lại do A hút

trong X nên tồn tại t > 0 sao cho x ∈ sA với mọi |s| ≥ t. Suy ra f(x) = y ∈ s f (A).

Vậy f(A) là hút. �

1.1.2. không gian vectơ tôpô

Định nghĩa 1.1.2 Cho X là một không gian vectơ trên trường K (K là trường số

thực hoặc phức). Một tôpô τ trên không gian vectơ X được gọi là tương thích với

cấu trúc đại số nếu các phép toán đại số trong X là liên tục trên tôpô đó. Nói cách

khác, các điều kiện sau cần được thỏa mãn:

T1 : Phép cộng "+" : X × X → X ((x, y) 7→ x + y ) liên tục. Nghĩa là, mọi

lân cận V của điểm x + y đều có lân cận Ux của x và lân cận Uy của y sao cho

Ux + Uy ⊂ V.
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T2 : Phép nhân ngoài "." : K × X → X ((λ, x) 7→ λ.x) liên tục. Nghĩa là,

với mọi lân cận V của λ.x đều có một số ϵ > 0 và một lân cận U của x sao

cho ∀λ′, |λ′ − λ| < ϵ thì ta có λ′.U ⊂ V (ta thường viết gọn phép nhân ngoài

λ.x = λx ).

Một không gian vectơ X trên đó có một tôpô tương thích với cấu trúc đại số

gọi là không gian vectơ tôpô.

Trong không gian vectơ tôpô ta có hai phép toán: phép cộng và phép nhân

ngoài là liên tục nên ta có một số kết quả sau:

Định lí 1.1.3 Với mỗi a ∈ X, phép tịnh tiến f : X → X; f(x) = x + a là một phép đồng

phôi của X lên chính nó. Đặc biệt, nếu U là một cơ sở lân cận của điểm gốc thì U + a

là một cơ sở lân cận của a.

Do đó toàn bộ cấu trúc tôpô của X được xác định bởi một cơ sở lân cận của

điểm gốc. Như vậy ta sẽ làm việc chủ yếu với các lân cận của điểm gốc và nếu

không xảy ra sự hiểu lầm thì ta sẽ gọi lân cận của điểm gốc vắn tắt là "lân cận".

Nếu U là một lân cận (của điểm gốc) thì U + a là lân cận tương ứng của a, và

x ∈ U + a khi và chỉ khi x - a ∈ U.

Định lí 1.1.4 Với mỗi số khác không α ∈ K, ánh xạ f : f (x) = αx là một phép đồng

phôi của X lên chính nó. Đặc biệt, nếu U là một lân cận, thì với mọi α ̸= 0, αU là một

lân cận.

Chứng minh. Nếu f(x) = α x = y thì f−1(y) = x = α−1y. Do đó f là đồng phôi

của X lên chính nó. Mà f(U) = αU nên nếu U là một lân cận thì với mọi α ̸= 0, ta

có αU là một lân cận. �

Trong không gian tôpô để kiểm tra tính liên tục của một ánh xạ thì ta phải

kiểm tra nó liên tục tại mọi điểm. Tuy nhiên trong không gian vectơ tôpô nếu

ánh xạ đã cho là tuyến tính thì ta chỉ cần kiểm tra nó liên tục tại điểm gốc 0, đó

là nội dung của định lý sau:

Định lí 1.1.5 Cho f : X → Y là ánh xạ tuyến tính từ không gian vectơ tôpô X vào

không gian vectơ tôpô Y, thì f là liên tục trên X khi và chỉ khi f liên tục tại điểm gốc.
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Chứng minh. Giả sử f liên tục tại điểm gốc 0. Gọi x là phần tử bất kì của X và V

là lân cận bất kì của f(x) trong Y. Do f tuyến tính nên ta có V - f(x) ={y− f (x)|y ∈
V} là lân cận của 0 trong Y, lại vì f liên tục tại 0 nên tồn tại lân cận U của 0 trong

X sao cho f(U) ⊂ V− f (x) hay f(U)+ f (x) ⊂ V. Vậy ta có U+x là một lân cận

của x thỏa mãn f(U+x) ⊂ V. �

Mệnh đề 1.1.6 Nếu UX là một cơ sở lân cận (của điểm gốc) trong không gian vectơ

tôpô X thì ta có với mỗi U ∈ UX :

1) U là hút;

2) Tồn tại V ∈ UX sao cho V + V ⊂ U ;

3) Tồn tại một lân cận cân W ⊂ U .

Chứng minh.

1) Với mọi x ∈ X. Do phép nhân ngoài λx liên tục tại (0, x) nên tồn tại lân

cận {λ : |λ| ≤ ε} của 0 trong K sao cho λx ∈ U, do đó x ∈ µU khi |µ| ≥ ε−1.

2) Với mỗi U ∈ UX . Do phép cộng x + y liên tục tại (0, 0) nên tồn tại hai lân

cận V1 và V2 sao cho V1+V2 ⊂ U. Mặt khác, tồn tại lân cận V ⊂ V 1∩ V2.

Vậy tồn tại lân cận V sao cho V + V ⊂ U.

3) Với mỗi U ∈ UX . Do phép nhân ngoài liên tục tại (0, 0) nên tồn tại ε > 0

và lân cận V của 0 trong X sao cho λV ⊂U với mọi |λ| ≤ ε. Do đó εV⊂ µU khi

|µ| ≥ 1. Nên ta có ε V ⊂W=
∩
|µ|≥1

µ U.

Vì εV là một lân cận nên W cũng là một lân cận. Lấy x ∈W và 0 < |λ| ≤ 1 ta

có x ∈ µ
λ U, nên λx ∈ µU khi |λ| ≤ 1. Suy ra λx ∈W. Vậy W là lân cận cân được

chứa trong U. �

Bây giờ, chúng ta sẽ nhắc lại các tiên đề về tập hợp tất cả các lân cận của một

không gian tôpô:

Mệnh đề 1.1.7 Nếu Ux là họ tất cả các lân cận của điểm x thuộc không gian tôpô X,

thì Ux có các tính chất sau:

N1: x ∈ U với mọi U ∈ Ux;
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N2: nếu U ∈ Ux và V ∈ Ux, thì U∩V ∈ Ux;

N3: nếu U ∈ Ux và U ⊂ V, thì V ∈ Ux;

N4: U ∈ Ux, thì tồn tại V ∈ Ux sao cho U ∈ Uy với mọi y ∈ V.

Ngược lại, giả sử X là một tập hợp tùy ý và với mỗi phần tử x ∈ X chỉ ra được một

họ không rỗng Ux những tập con của X chứa x. Khi đó nếu các điều kiện N1 - N4 được

thỏa mãn, ta có thể xác định được một tôpô duy nhất trên X.

Định lí 1.1.8 Trong mỗi không gian vectơ tôpô X tồn tại một cơ sở lân cận UX của gốc

0 sao cho:

C1) Với mỗi V ∈ UX , tồn tại W ∈ UX sao cho W + W ⊂ V;

C2) Với mỗi cặp V1, V2 ∈ UX tồn tại V ∈ UX sao cho V ⊂ V1 ∩V2;

C3) Mỗi V ∈ UX là cân và hút;

C4) Nếu V ∈ UX thì αV ∈ UX với mọi α ̸= 0.

Ngược lại, nếu X là một không gian vectơ và UX là một họ các tập khác rỗng các tập

con của X chứa 0 thỏa mãn các điều kiện từ C1 - C4, thì tồn tại duy nhất một tôpô τ

trên X sao cho (X, τ) là một không gian vectơ tôpô với cơ sở lân cận của điểm gốc là

UX .

Chứng minh. Chiều thuận của định lý trên là hiển nhiên. bây giờ ta sẽ chứng

minh chiều ngược lại.

Với mỗi x ∈ X, gọi V là tập tất cả các tập con của X chứa một tập hợp của UX

và với mỗi x ∈X lấy Vx = {x + V|V ∈ V} làm tập hợp các lân cận của x. Ta cần

chứng minh các điều sau:

1) Vx thỏa mãn các điều kiện N1 - N4:

Dễ thấy các điều kiện N1 và N3 là thỏa mãn, điều kiện N2 đúng do C2). Ta

kiểm tra điều kiện N4: nếu x + V ∈ Vx thì tồn tại U∈ UX sao cho U⊂V. Do U

∈ UX nên theo C1) tồn tại W∈ UX sao cho W + W ⊂U. Ta sẽ chứng minh x+V

là một lân cận của mọi điểm thuộc x+W. Thật vậy, với mọi y ∈ x+W thì ta có

y+W là một lân cận của y và do y ∈ x+W suy ra y− x ∈W. Từ đó, y - x + W ⊂
W + W ⊂ U ⊂ V, suy ra y+W ⊂ x+V.
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Vậy x + V là lân cận của y.

2) Phép cộng x + y liên tục:

Ta chứng minh phép cộng liên tục tại (x, y). Lấy U ∈ UX thì theo C1) tồn

tại W∈ UX sao cho W + W ⊂ U. Thế thì (x + W) + (y + W) = x + y + W + W

⊂ x + y+U. Do đó phép cộng liên tục.

3) phép nhân ngoài λx liên tục:

Gọi U là lân cận thì αa+ U là lân cận của αa. Theo C1) tồn tại W∈ UX sao cho

W + W ⊂ U. Do W là tập hút nên tồn tại t >0 sao cho a ∈ tW.

Để chứng minh phép nhân ngoài λx liên tục tại (α, a), ta cần chọn η và δ sao

cho mọi λ, |λ− α| < η và mọi x ∈ δ W+a thì λx− αa ∈ U. Trong trình bày dưới

đây, ta cần tới tính cân của W và C4): Ta có λx − αa = λ(x − a) + (λ− α)a ∈
(|α| + η)δW+ηtW. Bây giờ ta sẽ chọn η = t−1 và δ = (|α| + t−1)−1 thì ta có

λx− αa ∈W + W ⊂ U. �

Từ đây về sau, trong cuốn luận văn này ta gọi C1, C2, C3, C4 là bốn tiên đề về

hệ cơ sở lân cận trong không gian vectơ tôpô. Liên quan đến các ánh xạ tuyến

tính liên tục, chúng ta có một số kết quả sau:

Mệnh đề 1.1.9 Cho f: X → Y và g : Y → Z là ánh xạ tuyến tính liên tục giữa các

không gian vectơ tôpô. Khi đó ánh xạ hợp thành g f : X → Z cũng là ánh xạ tuyến tính

liên tục.

Mệnh đề 1.1.10 Cho f, g: X → Y là hai ánh xạ tuyến tính liên tục từ không gian

vectơ tôpô X vào không gian vectơ tôpô Y. Khi đó ánh xạ tổng f + g : X → Y được xác

định như sau: với mọi x ∈ X thì

( f + g)(x) = f (x) + g(x)

cũng là ánh xạ tuyến tính liên tục.

Chứng minh. Do tổng hai ánh xạ tuyến tính là ánh xạ tuyến tính nên ta có f + g

là ánh xạ tuyến tính. Từ đó, để chứng minh f + g liên tục ta chỉ cần chứng minh

nó liên tục tại 0. Thật vậy, với mọi U là lận cận trong Y thì tồn tại lân cận W

trong Y sao cho:

W + W ⊂ U
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Do f, g liên tục và do C2) nên tồn tại lân cận V sao cho

f (V) ⊂W và g(V) ⊂W

Khi đó, ta có

( f + g)(V) = f (V) + g(V) ⊂W + W ⊂ U

Vậy f + g là ánh xạ tuyến tính liên tục. �

Mệnh đề 1.1.11 Cho f: X → Y là ánh xạ tuyến tính liên tục giữa hai không gian

vectơ tôpô X và Y thì ánh xạ (- f): X→ Y được xác định (- f)(x) = - f(x) với mọi x ∈ X

cũng là ánh xạ tuyến tính liên tục.

Chứng minh. Dễ thấy (- f) cũng là ánh xạ tuyến tính nên để chứng minh tính

liên tục của (- f) ta chỉ cần kiểm tra tính liên tục của nó tại gốc 0.

Gọi UX , UY lần lượt là cơ sở lân cận của X và Y thỏa mãn các điều kiện từ C1)

đến C4). Với V là lân cận bất kì thuộc UY, do f tuyến tính liên tục nên tồn tại U

∈ UX sao cho f(U) ⊂ V. Mặt khác, do tính chất C4) nên - U ∈ UX . Từ đó, ta có:

(− f )(−U) = f (U) ⊂ V

Vậy (- f) là ánh xạ tuyến tính liên tục. �

Ví dụ 1.1.2 1) Cho X là một không gian vectơ tôpô và A là một không gian vectơ

con của X. Khi đó ta có:

A là không gian vectơ tôpô với tôpô cảm sinh τA = {A ∩ G|G ∈ τX} và ánh

xạ nhúng i : A→ X là ánh xạ tuyến tính liên tục.

X/A là không gian vectơ tôpô với tôpô cảm sinh τX/A = {G|G ∈ τX} và ánh

xạ chiếu π : X → X/A là ánh xạ tuyến tính liên tục.

2) Cho X và Y là hai không gian vectơ tôpô trên cùng một trường K (trường

các số thực hoặc phức). Ánh xạ 0 : X → Y biến mọi phần tử của X thành phần

tử 0 của Y là ánh xạ tuyến tính liên tục.

3) Cho X là một không gian vectơ tôpô thì ánh xạ đồng nhất 1X : X → X là

ánh xạ tuyến tính liên tục.
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Cho f: X→ Y là một ánh xạ tuyến tính liên tục từ không gian vectơ tôpô X vào

không gian vectơ tôpô Y. Khi đó Ker f = f−1(0) và Im f = f (X) là các không

gian vectơ tôpô với tôpô cảm sinh.

1.1.3. Phạm trù các không gian vectơ tôpô

Trước hết chúng ta nhắc lại khái niệm về phạm trù

Định nghĩa 1.1.3 Một phạm trù P được cấu thành bởi một lớp các đối tượng

nào đó mà ta gọi hình thức là các vật, sao cho mỗi cặp sắp thứ tự các vật (A, B)

xác định được duy nhất một tập hợp được kí hiệu là Mor(A, B) các cấu xạ có

nguồn A và đích là B. Đồng thời với bộ ba có thứ tự bất kì các vật (A, B, C) một

luật hợp thành được xác định cho các cấu xạ của Mor(A, B) và Mor(B, C), cụ

thể với bất kì cặp cấu xạ (f, g) ∈Mor(A, B) ×Mor(B, C) xác định được tích gf ∈
Mor(A, C). Ngoài ra các điều kiện sau cần được thỏa mãn:

PT1: Nếu hai cặp vật (A, B) và (A’, B’) là khác nhau thì hai tập hợp cấu xạ

Mor(A, B) và Mor(A’, B’) là rời nhau;

PT2: Đối với mỗi bộ ba cấu xạ ( f , g, h) ∈Mor(A, B) ×Mor(B, C) ×Mor(C, D)

luật hợp thành có tính chất kết hợp, nghĩa là h(gf) = (hg)f;

PT3: Tồn tại cấu xạ đồng nhất 1A cho mỗi vật A, là cấu xạ mà với mọi f ∈
Mor(A, B), g ∈Mor(C, A) ta luôn có f 1A = f và 1Ag = g.

Ta dễ dàng kiểm tra được lớp tất cả các không gian vectơ tôpô và các ánh xạ

tuyến tính liên tục thỏa mãn các tiên đề về phạm trù và ta gọi nó là phạm trù các

không gian vectơ tôpô. Trong đó, lớp các vật là các không gian vectơ tôpô và các

cấu xạ là các ánh xạ tuyến tính liên tục và luật hợp thành là phép lấy tích hai

cấu xạ. Phạm trù các không gian vectơ tôpô được kí hiệu là TVS.

Trong phạm trù các không gian vectơ tôpô, đơn ánh là đơn xạ, toàn ánh là

toàn xạ. Tuy nhiên, hai khái niệm song xạ và đẳng xạ không trùng nhau. Hay rõ

hơn thì cấu xạ f là song xạ khi và chỉ khi nó là tuyến tính liên tục và song ánh; f

là đẳng xạ khi và chỉ khi nó là tuyến tính và đồng phôi. Các nhận xét trên được

trình bày rõ hơn trong mệnh đề và ví dụ dưới đây:
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Mệnh đề 1.1.12 Cho cấu xạ f : A → B từ không gian vectơ tôpô A vào không gian

vectơ tôpô B trong phạm trù TVS. Khi đó ta có:

1) Cấu xạ f là đơn xạ khi và chỉ khi nó là đơn ánh.

2) Cấu xạ f là toàn xạ khi và chỉ khi nó là toàn ánh.

Ví dụ 1.1.3 Trường số thực R là không gian vectơ tôpô với tôpô tầm thường τ1

mà cũng là không gian vectơ tôpô với tôpô thông thường τ2 trên R. Ta xét ánh

xạ đồng nhất: i : (R, τ2)→ (R, τ1) được xác định: i(x) = x với mọi x ∈ R.

Dễ thấy i là song ánh tuyến tính và τ2 là tôpô mạnh hơn τ1 nên i là liên tục.

Do đó i là song xạ.

Mặt khác do i là song ánh tuyến tính nên tồn tại duy nhất i−1 : (R, τ1) →
(R, τ2) được xác định: i−1(x) = x với mọi x ∈ R. Tuy nhiên do τ2 mạnh hơn τ1

nên i−1 không liên tục nên i không phải là đẳng xạ.

Qua ví dụ trên ta thấy phạm trù các không gian vectơ tôpô không phải là

phạm trù Aben, tuy nhiên chúng ta hoàn toàn có thể kiểm tra được phạm trù

các không gian vectơ tôpô là phạm trù tiền Aben. Đặc biệt, với X, Y là hai không

gian vectơ tôpô bất kì trên cùng một trường K đặt Hom(X, Y) là tập tất cả các

ánh xạ tuyến tính liên tục từ X vào Y. Do tổng hai ánh xạ tuyến tính liên tục

thuộc Hom(X, Y) cũng là một ánh xạ tuyến tính liên tục thuộc Hom(X, Y), tổng

hai ánh xạ tuyến tính liên tục có tính giao hoán, kết hợp nên Hom(X, Y) cùng

với phép cộng giữa hai ánh xạ tuyến tính liên tục lập thành một nhóm Aben với

phần tử 0 là ánh xạ 0 : X → Y và phần tử đối của f : X → Y là − f : X → Y.

Từ đó ta có, hàm tử Hom( X, -) là hàm tử hiệp biến từ phạm trù các không gian

vectơ tôpô vào phạm trù các nhóm Aben và hàm tử Hom(- , X) là hàm tử phản

biến từ phạm trù các không gian vectơ tôpô vào phạm trù các nhóm Aben.

Định nghĩa 1.1.4 Trong phạm trù các không gian vectơ tôpô TVS, một dãy các

cấu xạ

· · · // A
f // B

g // C // · · · (1)

được gọi là khớp tại không gian vectơ tôpô B nếu Imf = Ker g.

Một không gian vectơ tôpô được gọi là vật trung gian, nếu tại đó vừa có cấu
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xạ vào, vừa có cấu xạ ra.

Dãy các cấu xạ (1) được gọi là dãy khớp nếu nó khớp tại mỗi vật trung gian.

Định nghĩa 1.1.5 Dãy khớp ngắn là dãy khớp có dạng:

0 // A
f // B

g // C // 0

1.2. Phức và đồng điều trong phạm trù các không

gian vectơ tôpô

Trong phần này, chúng tôi trình bày về phức, đồng điều, đối đồng điều trong

phạm trù các không gian vectơ tôpô. Từ đó, thu được kết quả là định lý 1.2.6 "

Nếu hai phức tương đương đồng luân thì các nhóm đối đồng điều tương ứng

của chúng đẳng cấu với nhau". Dựa vào định lý này và một số kết quả khác nữa

được trình bày trong chương 2, chúng tôi chứng minh được tính hợp lý trong

cách định nghĩa hàm tử Ext.

1.2.1. Phạm trù các phức

Định nghĩa 1.2.1 Một phức hợp dây chuyền X các không gian vectơ tôpô là họ {Xn, ∂n}
gồm các không gian vectơ tôpô Xn và các ánh xạ tuyến tính liên tục ∂n : Xn →
Xn−1, được cho theo tất cả các số nguyên n, −∞ < n < ∞, hơn nữa ∂n∂n+1 = 0.

Như vậy phức hợp X là dãy vô tận về hai đầu:

X : · · · ← X−2 ← X−1 ← X0 ← X1 ← X2 ← · · ·

Trong đó tích của hai ánh xạ tuyến tính liên tục nối tiếp nhau thì bằng 0. Từ đây

cho đến hết nội dung của luận văn này, chúng ta sẽ gọi phức hợp dây chuyền

các không gian vectơ tôpô và các ánh xạ tuyến tính liên tục là phức (nếu không

có giải thích gì thêm).

Định nghĩa 1.2.2 Cho X và X’ là các phức, một biến đổi dây chuyền f : X → X′

là một họ các ánh xạ tuyến tính liên tục { fn : Xn → X′n, n ∈ Z} sao cho ∂′n fn =

fn−1∂n đối với mọi n.
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Như vậy biến đổi dây chuyền f : X → X′ là họ các ánh xạ tuyến tính liên tục

{ fn : Xn → X′n} sao cho ∂′n fn = fn−1∂n. Đẳng thức cuối tương đương với điều

kiện biểu đồ sau giao hoán

X : · · · Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

X′ : · · · X′n−1 X′n X′n+1 · · ·

�

?

fn−1

� ∂n

?

fn

�∂n+1

?

fn+1

�

� � ∂′n �
∂′n+1 �

Khi đó lớp tất cả các phức lập thành một phạm trù với cấu xạ là các biến đổi

dây chuyền và ta gọi nó là phạm trù các phức. Thật vậy, ta có thể kiểm tra các

điều kiện của phạm trù như dưới đây:

1) Trước hết, ta thấy với hai phức X, Y bất kì. Dễ thấy, họ các ánh xạ tuyến

tính liên tục f = { fn} là một biến đổi dây chuyền từ X vào Y, trong đó fn = 0 :

Xn → Yn . Do đó, ta luôn xác định được tập Mor(X, Y) các cấu xạ có nguồn là X

và đích là Y.

2) Tích các biến đổi dây chuyền là một biến đổi dây chuyền do tích của hai

ánh xạ tuyến tính liên tục là một ánh xạ tuyến tính liên tục. Mặt khác, Ta có tích

của các ánh xạ tuyến tính liên tục có tính chất kết hợp nên tích các biến đổi dây

chuyền có tính chất kết hợp.

3) Cuối cùng, với mỗi phức X = Xn, ∂n thì họ các ánh xạ tuyến tính liên tục

1X = {1Xn : Xn → Xn} là một biến đổi dây chuyền có tính chất 1X . f = f và

g.1X = g nếu các tích 1X . f , g.1X là xác định. �

1.2.2. Đồng luân dây chuyền

Định nghĩa 1.2.3 Cho các biến đổi dây chuyền f , g : X → X′ từ phức X =

{Xn, ∂n} tới phức X′ = {X′n, ∂′n}. Họ các ánh xạ tuyến tính liên tục s = {sn :

Xn → X′n+1}n∈Z được gọi là một đồng luân dây chuyền giữa hai biến đổi dây chuyền

f, g nếu thỏa mãn điều kiện

∂′n+1sn + sn−1∂n = fn − gn

Khi đó, ta viết: s : f ≃ g.
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Nhận xét: Quan hệ đồng luân dây chuyền giữa các biến đổi dây chuyền từ phức

X tới phức X’ là một quan hệ tương đương.

Thật vậy, dưới đây ta sẽ kiểm tra các điều kiện của quan hệ tương đương:

1) (Phản xạ) Với mỗi biến đổi dây chuyền f : X → X′ thì họ các ánh xạ tuyến

tính liên tục {0 : Xn → X′n+1} chính là một đồng luân dây chuyền 0 : f ≃ f .

2) (Đối xứng) Với s = {sn} : f ≃ g là đồng luân dây chuyền giữa f và g thì

−s = {−sn} : g ≃ f là đồng luân dây chuyền giữa g và f.

3) (Bắc cầu) Cuối cùng nếu s = {sn} : f ≃ g và t = tn : g ≃ h thì ta sẽ có

s + t = {sn + tn : f ≃ h}. thật vậy do s : f ≃ g và t : g ≃ h nên theo định nghĩa

ta có

∂′n+1sn + sn−1∂n = fn − gn,

∂′n+1tn + tn−1∂n = gn − hn.

Cộng vế với vế hai đẳng thức trên ta được

∂′n+1(sn + tn) + (sn−1 + tn−1)∂n = fn − hn.

Mặt khác, do tổng của hai ánh xạ tuyến tính liên tục là một ánh xạ tuyến tính

liên tục nên s + t : f ≃ h là đồng luân dây chuyền giữa f và h.

Định lí 1.2.1 Nếu s : f ≃ g là đồng luân dây chuyền giữa f , g : X → X′ và s′ : f ′ ≃
g′ là đồng luân dây chuyền giữa f ′, g′ : X′ → X′′ thì ánh xạ f ′s + s′g : f ′ f ≃ g′g là

đồng luân dây chuyền giữa f ′ f , g′g : X → X′′.

Chứng minh. Xét biểu đồ sau

X : · · · Xn−1oo

sn−1

!!D
DD

DD
DD

D

����

Xn
∂oo

sn

!!D
DD

DD
DD

D

g
��

f
��

Xn+1
∂oo

����

· · ·oo

X′ : · · · X′n−1
oo

s′n−1

!!C
CC

CC
CC

C

����

X′n
∂′oo

s′n

!!C
CC

CC
CC

C

g′

��
f ′

��

X′n+1
∂′oo

����

· · ·oo

X′′ : · · · X′′n−1
oo X′′n

∂′′oo X′′n+1
∂′′oo · · ·oo

theo giả thiết s = {sn} : f ≃ g nên ta có:

∂′sn + sn−1∂ = f − g
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và do s′ = {s′n} : f ′ ≃ g′ nên ta có:

∂′′s′n + s′n−1∂′ = f ′ − g′

từ đó, suy ra

f ′ f − g′g = f ′∂sn + f ′sn−1∂ + ∂′′s′ng + s′n−1∂′g

= ∂′′ f ′sn + f ′sn−1∂ + ∂′′s′ng + s′n−1g∂

= ∂′′[ f ′sn + s′ng] + [ f ′sn−1 + s′n−1g]∂

Mặt khác, do tích hai ánh xạ tuyến tính liên tục là một ánh xạ tuyến tính liên

tục và tổng của hai ánh xạ tuyến tính liên tục là một ánh xạ tuyến tính liên tục

nên f’s + s’g = { f ′sn + s′ng} là một ánh xạ tuyến tính liên tục. Do đó, f’s + s’g là

một đồng luân dây chuyền giữa f’f và g’g, nghĩa là:

f ′s + s′g : f ′ f ≃ g′g. �

Định nghĩa 1.2.4 Cho X, X’ là các phức. Biến đổi dây chuyền f : X → X′ được

gọi là một tương đương dây chuyền nếu tồn tại biến đổi dây chuyền h : X′ → Xvà

các đồng luân dây chuyền s : h f ≃ 1X và t : f h ≃ 1′X .

Hai phức X và X’ được gọi là tương đương đồng luân với nhau nếu tồn tại một

tương đương dây chuyền f : X → X′. Khi đó ta viết: X ≃ X′.

1.2.3. Các hàm tử đồng điều

Định nghĩa 1.2.5 Cho phức X = {Xn, ∂n}, đồng điều H(X) là họ các không gian

vectơ tôpô:

Hn(X) = Ker∂n/Im∂n+1

Không gian vectơ tôpô thương Hn(X) được gọi là không gian vectơ tôpô đồng

điều thứ n của phức X.

Các phần tử của không gian vectơ tôpô con Cn(X) = Ker∂n được gọi là các

chu trình n-chiều, còn các phần tử của không gian vectơ tôpô Bn(X) = Im∂n+1

được gọi là các bờ n-chiều. Theo cách gọi đó thì Hn(X) = Cn/Bn là không gian

vectơ tôpô thương của không gian vectơ tôpô các chu trình n-chiều theo không
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gian vectơ tôpô các bờ n-chiều. Phần tử của Hn(X) là các lớp ghép của các chu

trình c ∈ Cn, thường được viết là clsc hay {c}. Ta có clsc = c + Bn.

Hai chu trình n-chiều c và c’ cùng thuộc một lớp đồng điều trong Hn(X),

nghĩa là clsc = clsc’ khi và chỉ khi c− c′ ∈ Bn(X). Khi đó ta nói c và c’ là đồng

điều với nhau và viết: c ∼ c′.

Cho các phức X = {Xn, ∂n}, X′ = {X′n, ∂′n} và biến đổi dây chuyền f : X →
X′. Với mỗi n ∈ Z, biến đổi dây chuyền f cảm sinh ánh xạ tuyến tính liên tục

f∗ = Hn( f ) : Hn(X)→ Hn(X′)

được xác định như sau: với mỗi clsc = c + ∂Xn+1 ∈ HnX thì

f∗(clsc) = cls( fn(c)) = fn(c) + ∂′X′n+1

Khi đó, với mỗi n ∈ Z ta có Hn là một hàm tử từ phạm trù các phức với

biến đổi dây chuyền tới phạm trù các không gian vectơ tôpô. Tương ứng mỗi

phức X với không gian vectơ tôpô đồng điều Hn(X) và tương ứng mỗi biến đổi

dây chuyền f : X → X′ với ánh xạ tuyến tính liên tục f∗ = Hn( f ) : Hn(X) →
Hn(X′). Ta gọi chúng là các hàm tử đồng điều. Các hàm tử đồng điều Hn là các

hàm tử hiệp biến.

Liên quan tới hàm tử đồng điều trong phạm trù các không gian vectơ tôpô,

ta cũng có một số kết quả tương tự như trong phạm trù môđun.

Định lí 1.2.2 Nếu s: f ≃ g là đồng luân dây chuyền giữa hai biến đổi dây chuyền f,

g: X → X′ từ phức X tới phức X’ thì với mỗi n ∈ Z ta có:

Hn( f ) = Hn(g) : Hn(X)→ Hn(X′)

Chứng minh. Với mỗi clsc ∈ Hn(K) = Ker∂n/Im∂n+1 thì ta có ∂n(c) = 0. Theo

giả thiết của định lý ta có s : f ≃ g, từ đó suy ra:

∂′n+1sn + sn−1∂n = fn − gn

Tác động vào c ta có:

∂′n+1sn(c) = fn(c)− gn(c)

Do đó fn(c)− gn(c) ∈ Im∂′n+1 hay cls( fn(c)) = cls(gn(c)) trong Hn(X′).

Vậy ta có Hn( f ) = Hn(g). �
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Hệ quả 1.2.3 Nếu f : X → X′ là một tương đương dây chuyền thì với mỗi n ∈ Z,

đồng cấu Hn( f ) : Hn(X)→ Hn(X′) là đẳng cấu.

Chứng minh. Theo giả thiết ta có f : X → X′ là một tương đương dây chuyền

nên tồn tại biến đổi dây chuyền g : X′ → X sao cho

f g ≃ 1′X , g f ≃ 1X

theo định lý 1.2.2 ta có Hn( f g) = Hn(1′X), Hn(g f ) = Hn(1X), Hơn nữa do Hn là

hàm tử hiệp biến nên ta có

Hn( f )Hn(g) = 1Hn(X′), Hn(g)Hn( f ) = 1Hn(X)

Vậy Hn( f ) là đẳng cấu. �

1.2.4. Đối đồng điều

Cho phức X = {Xn, ∂n} và G là một không gian vectơ tôpô. Tác động hàm

tử phản biến Hom(-, G) lên phức X ta thu được phức chỉ số trên được kí hiệu là

Hom(X, G), gồm các nhóm aben:

· · · // Hom(Xn−1, G)
δn−1

// Hom(Xn, G)
δn

// Hom(Xn+1, G) // · · ·

trong đó đồng cấu δn : Hom(Xn, G)→ Hom(Xn+1, G) được xác định theo công

thức:

δn( f ) = (−1)n+1∂∗n+1( f ) = (−1)n+1 f ∂n+1.

Định nghĩa 1.2.6 Đối đồng điều của phức X với hệ số trong G là họ các nhóm

Aben được đánh số theo chỉ số trên:

Hn(X, G) = Hn(Hom(X, G)) = Kerδn/Imδn−1

Các phần tử của Kerδn được gọi là đối chu trình n−chiều, còn các phần tử

của Imδn−1 được gọi là đối bờ n−chiều. Các phần tử của nhóm Homn(X, G) =

Hom(Xn, G) cũng được gọi là các đối dây chuyền n−chiều. Như vậy một đối

chu trình n−chiều là một ánh xạ tuyến tính liên tục h : Xn → G sao cho h∂ = 0.
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Cho X và X’ là các phức và f : X → X′ là biến đổi dây chuyền. Tác động hàm

tử Hom(-, G) vào f cảm sinh nên biến đổi dây chuyền

f ∗ : Hom(X′, G)→ Hom(X, G)

Hàm tử Hom(-, G) đặt tương ứng mỗi phức X với phức Hom(X, G) và mỗi

biến đổi dây chuyền f với biến đổi dây chuyền f ∗ là một hàm tử phản biến từ

phạm trù các phức với chỉ số dưới tới phạm trù các phức với chỉ số trên. Từ đó,

với mỗi n ∈ Z, Hn = Hn(−, G) là hàm tử phản biến từ phạm trù các phức với

biến đổi dây chuyền tới phạm trù các nhóm Aben.

Định lí 1.2.4 Nếu s : f ≃ g là một đồng luân dây chuyền giữa hai biến đổi dây chuyền

f , g : X → X′ thì t : f ∗ ≃ g∗ là đồng luân dây chuyền giữa các biến đổi dây chuyền

f ∗, g∗ : Hom(X′, G)→ Hom(X, G). Trong đó t = {tn} với tn = (−1)ns∗n−1.

Chứng minh. Theo giả thiết s: f ≃ g là một đồng luân dây chuyền giữa hai biến

đổi dây chuyền f,g: X → X′. Theo định nghĩa đồng luân dây chuyền ta có

∂′n+1sn + sn−1∂n = fn − gn

tác động Hom(-, G) vào đẳng thức trên ta thu được

s∗n∂′∗n+1 + ∂∗ns∗n−1 = f ∗n − g∗n

⇔ (−1)n+1s∗nδ′n + (−1)nδn−1s∗n−1 = f ∗n − g∗n

Đặt t = {tn} với tn = (−1)ns∗n−1 thì ta có

tn+1δ′n + δn−1tn = f ∗n − g∗n

Từ đó ta có t : f ∗ ≃ g∗ là đồng luân dây chuyền giữa f ∗ và g∗. �

Mệnh đề 1.2.5 Nếu X và X’ là hai phức tương đương đồng luân thì các phức nhóm

Aben Hom(X, G), Hom(X’, G) cũng tương đương đồng luân.

Chứng minh. Theo giả thiết mệnh đề thì X ≃ X′, khi đó tồn tại các biến đổi

dây chuyền f : X → X′ và g : X′ → X và các đồng luân dây chuyền

s : g f ≃ 1X và t : f g ≃ 1′X .
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Ta tác động hàm tử phản biến Hom( - , G) vào các biến đổi dây chuyền f

và g cảm sinh nên các biến đổi dây chuyền f ∗ : Hom(X′, G) → Hom(X, G)

và g∗ : Hom(X, G) → Hom(X′, G). Theo định lý 1.2.2 ta có các đồng luân dây

chuyền

u : (g f )∗ ≃ (1X)
∗ và v : ( f g)∗ ≃ (1′X)

∗.

Do Hom(-, G) là hàm tử phản biến nên ta có

u : f ∗g∗ ≃ 1Hom(X,G) và v : g∗ f ∗ ≃ 1Hom(X′ ,G).

Do đó ta có Hom(X, G) ≃ Hom(X’, G). �

Định lí 1.2.6 Nếu X, X’ là hai phức tương đương đồng luân thì với mỗi n ∈ Z ta có

đẳng cấu nhóm giữa các nhóm đối đồng điều Hn(X, G) ∼= Hn(X′, G).

Chứng minh. Do X và X’ là hai phức tương đương đồng luân theo mệnh đề

1.2.5 ta có Hom(X, G) và Hom(X′, G) là hai phức tương đương đồng luân. Theo

hệ quả 1.2.3 suy ra Hn(X, G) ∼= Hn(X′, G). �
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Chương 2

Hàm tử Ext trong phạm trù các

không gian vectơ tôpô

Trong chương này, trước hết chúng tôi trình bày về không gian tôpô thuần

nhất, ánh xạ chính quy, vật xạ ảnh tương đối và vật tự do tương đối. Từ đó,

chứng minh được "tính đủ nhiều của các vật tự do tương đối sinh bởi các không gian

vectơ tôpô" qua nội dung định lý 2.1.13. Cuối cùng, chúng tôi trình bày cách xây

dựng hàm tử Ext trong phạm trù các không gian vectơ tôpô bằng phép giải xạ

ảnh tương đối.

2.1. Không gian tôpô thuần nhất và ánh xạ chính

quy

2.1.1. Không gian tôpô thuần nhất

Định nghĩa 2.1.1 Một tập hợp X khác rỗng, trong đó cố định một điểm gọi là

điểm gốc và kí hiệu là 0, được gọi là một không gian thuần nhất nếu có một phép

nhân ngoài từ trường số thực R vào X như sau: R× X → X : (r, x) 7→ rx thỏa

mãn các điều kiện: với mọi x ∈ X và mọi số thực r, s ta có:
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1) 0x = 0

2) (rs)x = r(sx)

3) 1x = x.

Từ định nghĩa không gian thuần nhất ta thấy, với mọi λ ∈ R thì λ0 = 0. Thật

vậy:

λ0 = λ(0. 0) = (λ. 0)0 = 0. 0 = 0

Ngoài ra, nếu A là tập con khác rỗng của không gian thuần nhất X và A đóng

kín với phép nhân ngoài, thì A cũng là không gian thuần nhất và ta gọi nó là

không gian thuần nhất con của X.

Ví dụ 2.1.1 1) Mọi không gian vectơ đều là không gian thuần nhất.

2) Cho tập hợp X = {a, b, 0}. Ta định nghĩa phép nhân ngoài từ R vào X như

sau: với mọi r ∈ R, ta đặt ra = a, rb = b, r0 = 0. Khi đó X là một không gian

thuần nhất nhưng không phải là không gian vectơ.

Trên không gian thuần nhất X ta định nghĩa một quan hệ∼ như sau: Với mọi

x1, x2 ∈ X thì x1 ∼ x2 nếu có số r ̸= 0 sao cho x1 = rx2.

Mệnh đề 2.1.1 Quan hệ ∼ là một quan hệ tương đương.

Chứng minh. Ta kiểm tra các điều kiện của một quan hệ tương đương:

1) Phản xạ: Ta có x = 1.x nên x ∼ x.

2) Đối xứng: Nếu x1 ∼ x2 thì ta có số r ̸= 0 sao cho x1 = rx2 nhân vào hai vế

của đẳng thức với r−1 ta có r−1x1 = x2 suy ra x2 ∼ x1.

3) Bắc cầu: Nếu x1 ∼ x2 và x2 ∼ x3 thì có các số r, s ̸= 0 sao cho x1 = rx2 và

x2 = sx3. Suy ra x1 = r(sx) = (rs)x nên x1 ∼ x3.

Vậy ∼ là một quan hệ tương đương.�

Khi đó quan hệ ∼ thực hiện một sự phân lớp trên không gian thuần nhất X.

Với mỗi x ∈ X, lớp các phần tử của X quan hệ ∼ với x được kí hiệu là x và được

xác định như sau:

x = {y ∈ X|∃r ∈ R∗ : y = rx} = R∗x và 0 = {0}
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với mỗi một lớp xi khác lớp 0 như trên ta chọn một đại diện và kí hiệu là ei. Như

vậy

X =
∪
i∈I

R∗ei
∪
{0} =

∪
i∈I

Rei và R∗ei ∩ R∗ej = ∅ nếu i ̸= j

Ta gọi họ {ei}i∈I là một cơ sở thuần nhất của X. Khi đó với mọi x ∈ X, tồn

tại duy nhất một i ∈ I sao cho x ∼ ei. Với mỗi i ta coi Rei là một đường thẳng

đi qua điểm gốc 0 thì X =
∪
i∈I

Rei có thể hình dung là một họ các đường thẳng

đồng quy tại 0.

Qua phần trình bày ở trên, ta thấy không gian thuần nhất luôn có một cơ

sở thuần nhất và hai cơ sở thuần nhất của cùng một không gian thuần nhất có

cùng một lực lượng. Hơn nữa, nếu e = {ei}i∈I và ε = {εi}i∈I là hai cơ sở thuần

nhất của cùng một không gian thuần nhất thì với mỗi ei ∈ e luôn tồn tại ε j ∈ ε

sao cho ei ∼ ε j và ngược lại.

Định nghĩa 2.1.2 Tập hợp con A của một không gian thuần nhất X được gọi là

cân nếu với mọi x thuộc A thì ta có λx ∈ A khi |λ| ≤ 1.

Tập hợp con A của một không gian thuần nhất X được gọi là hút nếu: với mọi

x ∈ X thì có λ > 0 sao cho: x ∈ µA với mọi µ thỏa mãn |µ| ≥ λ.

Dễ thấy, tập cân và hút trong không gian thuần nhất có một số tính chất

tương tự như trong không gian vectơ.

Mệnh đề 2.1.2 Cho A, B là các tập con của không gian thuần nhất X và α ∈ R. Khi

đó:

1) Nếu A là một tập cân thì αA là tập cân;

2) Nếu A là tập cân thì với mọi α ∈ K mà |α| = 1 thì αA = A. Với mọi α, β ∈ K

mà |α| ≤ |β| thì αA ⊂ βA;

3) Cho (Ai)i∈I là một họ các tập con cân của X thì A =
∩
i∈I

Ai cũng là tập cân;

4) Nếu A là tập hút thì αA là hút;

5) Cho (Ai)
n
i=1 là một họ các tập con hút của X thì A =

n∩
i=1

Ai cũng là tập hút;
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6) Nếu A là tập hút thì 0 ∈ A. Hơn nữa, nếu (rn)n là dãy số không bị chặn trong R

thì

X =
∞∪

n=1

rn A

Định nghĩa 2.1.3 Cho X và Y là hai không gian thuần nhất. Ánh xạ f : X → Y

được gọi là ánh xạ thuần nhất nếu với mọi số thực r và mọi x ∈ X thì f (rx) =

r f (x).

Tương tự như trong không gian vectơ, qua tác động của ánh xạ thuần nhất: ảnh

của tập cân là cân; ảnh ngược của tập cân, hút tương ứng là cân, hút; ảnh toàn

ánh của tập hút là hút.

Mệnh đề 2.1.3 Cho f: X→ Y là ánh xạ thuần nhất từ không gian thuần nhất X vào

không gian thuần nhất Y.

1) Nếu A ⊂ X và B ⊂ Y là cân thì f(A) và f−1(B) là cân;

2) Nếu B ⊂ Y là hút thì f−1(B) là hút;

3) Nếu A ⊂ X là hút và f là toàn ánh thì f(A) là hút.

Ánh xạ thuần nhất f : X → Y hoàn toàn được xác định nếu biết ảnh của một

cơ sở thuần nhất trong X. Ngoài ra, phép hợp thành của hai ánh xạ thuần nhất

cũng là ánh xạ thuần nhất.

Mệnh đề 2.1.4 Cho f: X → Y và g: Y → Z là các ánh xạ thuần nhất thì gf: X → Z

cũng là ánh xạ thuần nhất.

Ví dụ 2.1.2 1) Cho A là một không gian thuần nhất con của X. Khi đó ánh xạ

nhúng i: A → X được xác định: mỗi x ∈ A thì i(x) = x ∈ X là một ánh xạ thuần

nhất và ta gọi nó là ánh xạ nhúng thuần nhất.

2) Cho X, Y là các không gian thuần nhất, ánh xạ 0 : X → Y được xác định: với

mỗi x ∈ X thì 0(x) = 0 ∈ Y cũng là một ánh xạ thuần nhất và ta gọi nó là ánh xạ

thuần nhất tầm thường.

3) Cho f : X → Y là ánh xạ tuyến tính từ không gian vectơ X vào không gian

vectơ Y thì f là ánh xạ thuần nhất.
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Định nghĩa 2.1.4 Không gian thuần nhất X được gọi là không gian tôpô thuần

nhất nếu có một họ UX không rỗng những tập hợp con chứa điểm gốc 0 của X

thỏa các tính chất sau:

T1: Nếu U∈ UX , V ∈ UX , thì tồn tại W∈ UX với W⊂ U∩ V;

T2: Nếu U∈ UX thì αU ∈ UX với mọi α ̸= 0;

T3: Mỗi U∈ UX đều là cân và hút.

Họ UX như vậy được gọi là cơ sở lân cận của điểm gốc trong X. Mỗi tập hợp

U thuộc UX được gọi là một lân cận của gốc trong X hay đơn giản gọi là lân cận

trong X.

Ví dụ 2.1.3 Không gian vectơ tôpô là một không gian tôpô thuần nhất nhưng

một không gian tôpô thuần nhất thì chưa hẳn là không gian vectơ tôpô.

Định nghĩa 2.1.5 Một ánh xạ thuần nhất f : X → Y từ không gian tôpô thuần

nhất X đến không gian tôpô thuần nhất Y được gọi là ánh xạ thuần nhất liên tục

nếu với mỗi lân cận V ∈ UY thì tồn tại một lân cận U ∈ UX sao cho f (U) ⊂ V.

Ví dụ 2.1.4 Cho f: X → Y là một ánh xạ tuyến tính liên tục từ không gian vectơ

tôpô X vào không gian vectơ tôpô Y thì f là ánh xạ thuần nhất liên tục.

Mệnh đề 2.1.5 Cho f: X → Y và g: Y → Z là các ánh xạ thuần nhất liên tục thì ánh

xạ gf: X → Z cũng là ánh xạ thuần nhất liên tục.

Ánh xạ thuần nhất liên tục thì chưa hẳn là liên tục nhưng nếu ánh xạ thuần

nhất liên tục giữa các không gian vectơ tôpô mà tuyến tính thì liên tục.

Mệnh đề 2.1.6 Cho X và Y là các không gian vectơ tôpô. Nếu ánh xạ tuyến tính h :

X → Y là ánh xạ thuần nhất liên tục thì h liên tục.

Chứng minh. Do h là ánh xạ tuyến tính nên để chứng minh h liên tục ta chỉ cần

chứng minh h liên tục tại điểm gốc.

Gọi V là một lân cận bất kì trong Y. Khi đó do UY là cơ sở lân cận của gốc

trong không gian vectơ tôpô nên tồn tại lân cận V′ ∈ UY sao cho V′ ⊂ V. Theo



28

định nghĩa ánh xạ thuần nhất thì ta có U′ ∈ UX sao cho h(U′) ⊂ V′ ⊂ V. Vậy h

liên tục. �

2.1.2. Ánh xạ chính quy

Định nghĩa 2.1.6 Cho X và Y là hai không gian vectơ tôpô. Ta gọi ánh xạ tuyến tính

liên tục f : X → Y là một ánh xạ chính quy nếu có ánh xạ thuần nhất liên tục

f ′ : Y → X sao cho ff’f = f.

Từ đây khi nói ánh xạ chính quy f thì kí hiệu f’ là chỉ ánh xạ thuần nhất

liên tục tương ứng. Dễ thấy mọi đồng phôi đều là ánh xạ chính quy và ánh xạ

0 : X → Y cũng là ánh xạ chính quy.

Mệnh đề 2.1.7 Cho ánh xạ chính quy f : X → Y, khi đó ta có:

1) Nếu f là đơn ánh thì f’f = 1X .

2) Nếu f là toàn ánh thì ff’ = 1Y.

Chứng minh. 1) Giả sử f là đơn ánh. Khi đó với mọi x ∈ X ta có: f f ′ f (x) = f (x),

mà f là đơn ánh nên f ′ f (x) = x. Do đó f ′ f = 1X .

2) Giả sử f là toàn ánh. Khi đó với mọi y ∈ Y, tồn tại x ∈ X sao cho y = f (x).

Do f là ánh xạ chính quy nên ff’f(x) = f(x) suy ra f f ′(y) = y. Vậy f f ′ = 1Y.�

Mệnh đề 2.1.8 Cho f: X → Y và g: Y → Z là các ánh xạ chính quy.

1) Nếu f là toàn ánh thì gf: X → Z là ánh xạ chính quy;

2) Nếu g là đơn ánh thì gf: X → Z là ánh xạ chính quy.

Chứng minh. 1) Do f, g là ánh xạ chính quy và f là toàn ánh nên tồn tại các ánh

xạ thuần nhất liên tục tương ứng f’ và g’ sao cho ff’ = 1Y và gg’g = g. Do tích hai

ánh xạ thuần nhất liên tục là ánh xạ thuần nhất liên tục nên f’g’: Z → X cũng

là ánh xạ thuần nhất liên tục, ta sẽ chỉ ra rằng f’g’ là tương ứng với gf. Thật vậy:

(g f )( f ′g′)(g f ) = g( f f ′)g′(g f ) = (gg′g) f = g f .

Hơn nữa, dễ thấy gf là ánh xạ tuyến tính liên tục nên gf là ánh xạ chính quy.
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2) Do f, g là ánh xạ chính quy và g là đơn ánh nên tồn tại các ánh xạ thuần

nhất liên tục tương ứng f’ và g’ sao cho ff’f = f và g’g = 1Y. Do tích hai ánh xạ

thuần nhất liên tục là ánh xạ thuần nhất liên tục nên f’g’: Z → X cũng là ánh xạ

thuần nhất liên tục, ta sẽ chỉ ra rằng f’g’ là tương ứng với gf. Thật vậy, ta có:

(g f )( f ′g′)(g f ) = (g f ) f ′(g′g) f = g( f f ′ f ) = g f .

Hơn nữa, do gf là ánh xạ tuyến tính liên tục nên gf là ánh xạ chính quy. �

Mệnh đề 2.1.9 Cho f: X → Y, g: Y → Z là các ánh xạ chính quy và Kerg ⊂ Im f thì

g f : X → Z là ánh xạ chính quy.

Chứng minh. Do f: X → Y, g: Y → Z là các ánh xạ chính quy nên tồn tại các ánh

xạ thuần nhất liên tục g′ : Z → Y và f ′ : Y → X thỏa mãn f f ′ f = f và gg′g = g.

Do tích của hai ánh xạ thuần nhất liên tục là ánh xạ thuần nhất liên tục nên f ′g′

là ánh xạ thuần nhất liên tục. Ta sẽ chứng minh, f ′g′ là ánh xạ thuần nhất liên

tục tương ứng với g f : X → Z, hay (g f )( f ′g′)(g f ) = g f . Thật vậy, xét biểu đồ :

X
f

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
f // Y

g // Z

g′
��

Y

g
��

f ′ // X
f // Y

g
wwooo

ooo
ooo

ooo
oo

Z

Với mọi x ∈ X, đặt f (x) = y, g(y) = z và g′(z) = y′. Do gg′g(y) = g(y)

nên g(y′) = z. Mặt khác, g(y) = z và g tuyến tính nên g(y′ − y) = 0. Do đó,

y′ − y ∈ Kerg ⊂ Im f . Từ đó, tồn tại x′ ∈ X sao cho f (x′) = y′ − y. Suy ra

y′ = y + f (x′) = f (x) + f (x′) = f (x + x′) = f f ′ f (x + x′) = f f ′(y′)

Suy ra, ta có

(g f )( f ′g′)(g f )(x) = g( f f ′)(g′(z)) = g( f f ′)(y′) = g(y′) = z = g f (x)

Vậy (g f )( f ′g′)(g f ) = g f . �

Mệnh đề 2.1.10 Cho X là không gian vectơ tôpô và A là không gian con của X. Khi

đó ánh xạ nhúng liên tục i : A→ X là ánh xạ chính quy.
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Chứng minh. Ta xây dựng ánh xạ i’: X → A như sau: Với mỗi x ∈ X, nếu x ∈ A

ta đặt i’(x) = x, nếu x /∈ A ta đặt i’(x) = 0. Dễ thấy i’ là ánh xạ thuần nhất (không

phải là ánh xạ tuyến tính) và ii’i = i. Do đó để chứng minh i’ là ánh xạ chính

quy ta chỉ cần chứng minh i’ là ánh xạ thuần nhất liên tục.

Thật vậy, với mọi V ∈ UA. Do tôpô trên A là cảm sinh từ X nên tồn tại lân cận

U trên X sao cho V = U ∩ A. Ta có với mọi x ∈ U\A ta có i’(x) = 0 ∈ V, suy ra

i’(U) ⊂ V. Mặt khác, tồn tại U’ thuộc cơ sở lân cận UX của X sao cho U’ ⊂ U. Do

đó i’(U’) ⊂ i’(U) ⊂ V. Từ đó suy ra i’ là ánh xạ thuần nhất liên tục. �

Mệnh đề 2.1.11 Nếu f: A→ B là ánh xạ chính quy và có dạng phân tích qua ảnh là:

f : A
f // f (A)

i // B

thì f và i là các ánh xạ chính quy, hơn nữa f là toàn ánh và i là đơn ánh.

Chứng minh. Ta xây dựng f : A → f (A) như sau: với mọi x ∈ A đặt f (x) =

f (x) và i : f (A)→ B là ánh xạ nhúng. Dễ thấy, f là toàn ánh tuyến tính liên tục

và i là đơn ánh chính quy, ta chỉ còn phải chứng minh f là ánh xạ chính quy.

Thật vậy, do f: A → B là ánh xạ chính quy nên tồn tại ánh xạ thuần nhất liên

tục f ′ : B→ A sao cho ff’f = f, đặt f ′ = f’i : f(A)→ A thì f ′ là ánh xạ thuần nhất

liên tục. Ngoài ra, với mọi a ∈ A, ta có:

( f f ′ f )(a) = ( f f ′i f )(a) = ( f f ′ f )(a) = f ( f ′ f (a)) = f f ′ f (a) = f (a) = f (a).

Vậy f là ánh xạ chính quy. �

2.1.3. Vật xạ ảnh tương đối và vật tự do tương đối

Định nghĩa 2.1.7 Trong phạm trù TVS, không gian vectơ tôpô P được gọi là vật

xạ ảnh nếu với mọi toàn xạ σ : X → Y, mỗi cấu xạ f : P→ Y thì tồn tại một cấu

xạ φ : P → X sao cho f = σφ. Nghĩa là tồn tại cấu xạ φ để biểu đồ sau giao

hoán:

P

f
��

∃ φ

����
��
��
��

X σ // Y
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Người ta đã chứng minh được rằng, phạm trù các không gian vectơ tôpô

"không đủ nhiều" các vật xạ ảnh. Vì thế, ta đưa ra khái niệm vật xạ ảnh tương

đối và sẽ chứng minh các vật xạ ảnh tương đối "đủ nhiều" trong phạm trù các

không gian vectơ tôpô.

Định nghĩa 2.1.8 Trong phạm trù TVS, Không gian vectơ tôpô P được gọi là vật

xạ ảnh tương đối nếu với mọi toàn xạ chính quy σ : X → Y, mỗi cấu xạ f : P→ Y

thì tồn tại một cấu xạ φ : P → X sao cho f = σφ. Nghĩa là tồn tại cấu xạ φ để

biểu đồ sau giao hoán:

P

f
��

∃ φ

����
��
��
��

X σ // Y

Định nghĩa 2.1.9 Cho X là một không gian tôpô thuần nhất. Một không gian

vectơ tôpô được gọi là vật tự do tương đối sinh bởi X, kí hiệu là L(X), nếu có ánh

xạ nhúng thuần nhất liên tục jX : X → L(X) có tính phổ dụng đối với mọi ánh

xạ thuần nhất liên tục f : X → Y, trong đó Y là không gian vectơ tôpô. Nghĩa

là, mọi ánh xạ thuần nhất liên tục f : X → Y đều có thể mở rộng tới duy nhất

ánh xạ tuyến tính liên tục φ : L(X) → Y sao cho f = φjX . Đẳng thức cuối tương

đương với điều kiện biểu đồ sau giao hoán:

X
jX //

f
��

L(X)

φ
}}zz
zz
zz
zz

Y

Mệnh đề 2.1.12 Mọi không gian tôpô thuần nhất X đều có duy nhất vật tự do tương

đối sinh bởi nó.

Chứng minh. Cho X là một không gian tôpô thuần nhất với UX là cơ sở lân

cận của điểm gốc. Gọi e = {ei}i∈I là một cơ sở thuần nhất của X thì X =
∪
i∈I

Rei.

Đặt L(X) =
⊕
i∈I

Rei có các phần tử là các bộ (riei)i∈I trong đó có hữu hạn các

ri ̸= 0 còn lại hầu hết là bằng 0. Trên L(X) ta xây dựng hai phép toán là phép

cộng và phép nhân ngoài như sau:
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• Phép cộng ⊕ : L(X) × L(X)→ L(X) được xác định: với (riei)i∈I và (siei)i∈I

thuộc L(X) thì

(riei)i∈I ⊕ (siei)i∈I = ((ri + si)ei)i∈I

• Phép nhân ngoài . : R× L(X) → L(X) được xác định: với (riei)i∈I thuộc

L(X) và s ∈ R thì

s.(riei)i∈I = ((s.ri)ei)i∈I

Ta xây dựng ánh xạ nhúng thuần nhất:

jX : X → L(X)

được xác định qua ảnh của hệ cơ sở thuần nhất như sau: với mỗi ei ∈ e, ta đặt:

jX(ei) = (xj)j∈I , trong đó

xj =

{
ei nếu j = i

0 nếu j ̸= i

Khi đó L(X) cùng với 2 phép toán trên là một không gian vectơ có cơ sở tuyến

tính là jX(e) = {jX(ei)}i∈I .

Bây giờ, ta sẽ xây dựng trên không gian vectơ L(X) một tôpô tương thích với

cấu trúc đại số để L(X) trở thành một không gian vectơ tôpô. Ta cần xây dựng

trên L(X) một họ gồm các tập con của L(X), kí hiệu là UL thỏa mãn các điều kiện

C1, C2, C3, C4. Họ UL gồm các phần tử là các tập hợp được xác định như sau:

U = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ jX(U3)) · · ·

· · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ jX(U3)⊕ · · · ⊕ jX(Un)) ∪ · · ·

Với các dãy {Un}∞
n=1 nào đó các phần tử của cơ sở lân cận trong không gian

tôpô thuần nhất X.

Ta cần chứng minh các điều sau:

1) Tập UL thỏa mãn điều kiện C2) của định lý 1.1.8, nghĩa là với U, V là hai

tập thuộc UL tồn tại W ∈ UL sao cho W ⊂ U∩V. Thật vậy, nếu:

U = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ jX(U3)) · · ·

· · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ jX(U3)⊕ · · · ⊕ jX(Un)) ∪ · · ·
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V = jX(V1) ∪ (jX(V1)⊕ jX(V2)) ∪ (jX(V1)⊕ jX(V2)⊕ jX(V3)) · · ·

· · · ∪ (jX(V1)⊕ jX(V2)⊕ jX(V3)⊕ · · · ⊕ jX(Vn)) ∪ · · ·

là hai tập hợp thuộc UL. Trong đó Ui và Vi là các tập thuộc UX . Với mỗi i, tồn tại

Wi ∈ UX sao cho Wi ⊂ Ui ∩Vi. Đặt:

W = jX(W1) ∪ (jX(W1)⊕ jX(W2)) ∪ (jX(W1)⊕ jX(W2)⊕ jX(W3)) · · ·

· · · ∪ (jX(W1)⊕ jX(W2)⊕ jX(W3)⊕ · · · ⊕ jX(Wn)) ∪ · · ·

Dễ thấy, W ∈ UL và W⊂ V∩V.

2) Tập UL thỏa mãn điều kiện C1) của định lý 1.1.8, nghĩa là với tập U bất kì

thuộc UL tồn tại W ∈ UL sao cho W ⊕W ⊂ U. Thật vậy:

Với bất kì U = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)) ∪ · · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ · · · ⊕
jX(Un)) ∪ · · · thuộc UL. Ta xây dựng hai tập W1, W2 thuộc UL như sau:

W1 = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U3)) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U3)⊕ jX(U5)) · · ·

· · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U3)⊕ jX(U5)⊕ · · · ⊕ jX(U2n+1)) ∪ · · ·

W2 = jX(U2) ∪ (jX(U2)⊕ jX(U4)) ∪ (jX(U2)⊕ jX(U4)⊕ jX(U6)) · · ·

· · · ∪ (jX(U2)⊕ jX(U4)⊕ jX(U6)⊕ · · · ⊕ jX(U2n)) ∪ · · ·

Ta thấy W1 và W2 là hai tập thuộc UL và hơn nữa W1 ⊕W2 ⊂ U. Mặt khác,

theo chứng minh trên tồn tại W ⊂ W1 ∩W2. Do đó, tồn tại W ∈ UL thỏa mãn

W⊕W ⊂W1 ⊕W2 ⊂ U.

3) Tập UL thỏa mãn điều kiện C3) của định lý 1.1.8, nghĩa là mọi tập thuộc

UL là cân và hút.

Với bất kì U = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)) ∪ · · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ · · · ⊕
Un) ∪ · · · thuộc UL, ta chứng minh U là cân và hút.

• Với mọi x ∈ U thì x = jx(x1) ⊕ jX(x2) ⊕ · · · ⊕ jX(xn), trong đó xi ∈ Ui

với mọi i = 1, n. Do Ui cân trong X nên αxi ∈ Ui với mọi |α| ≤ 1, suy ra

αx ∈ U với mọi |α| ≤ 1. Do đó U là cân.

• Với mọi x ∈ L(X) thì x = (r1e1, r2e2, · · · , rnen, 0, 0, · · · ), trong đó ri ∈ R

với mọi i = 1, n. Do Ui hút trong X và riei ∈ X với mọi i = 1, n nên tồn
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tại αi sao cho riei ∈ αiUi. Chọn α = Max{α1, α2, · · · , αn} thì riei ∈ αUi

với mọi i = 1, n, suy ra x = (r1e1, r2e2, · · · , rnen, 0, 0, · · · ) ∈ αjX(U1) ⊕
αjX(U2)⊕ · · · ⊕ αjx(Un) hay x ∈ αU. Vậy U là hút.

4) Tập UL thỏa mãn điều kiện C4) của định lý 1.1.8. Thật vậy với mọi tập

U = jX(U1) ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)) ∪ · · · ∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ · · · ⊕Un) ∪ · · ·
thuộc UL thì

αU = αjX(U1) ∪ (αjX(U1) ⊕ αjX(U2)) ∪ · · · ∪ (αjX(U1) ⊕ αjX(U2) ⊕ · · · ⊕
αUn) ∪ · · · cũng thuộc UL với mọi α ̸= 0.

Từ 1, 2, 3, 4 ta có L(X) là không gian vectơ tôpô có một cơ sở lân cận là UL.

5) jX là ánh xạ nhúng thuần nhất liên tục có tính chất phổ dụng đối với mọi

ánh xạ thuần nhất liên tục f : X → Y, trong đó Y là không gian vectơ tôpô.

Theo cách xây dựng jX và họ cơ sở lân cận trong L(X) dễ thấy jX là ánh xạ

nhúng thuần nhất liên tục.

Bây giờ ta cần chứng minh L(X) được xây dựng như trên có tính chất phổ

dụng đối với mọi ánh xạ thuần nhất liên tục f : X → Y, nghĩa là cần chứng

minh với bất kì Y là một không gian vectơ tôpô và với bất kì ánh xạ thuần nhất

liên tục f : X → Y thì tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính liên tục φ làm cho biểu

đồ dưới đây là giao hoán:

X
jX //

f
��

L(X)

∃! φ}}zz
zz
zz
zz

Y

Vì không gian vectơ tôpô L(X) có một cơ sở là {jX(ei)}i∈I nên với mỗi i ∈ I

đặt:

φ(jX(ei)) = f (ei)

Do biết được ảnh của cơ sở nên ta xác định được duy nhất ánh xạ tuyến tính

φ : L(X)→ Y, dễ thấy φjX = f . Cuối cùng ta chứng minh φ liên tục, thật vậy:

Với mọi V ∈ UY, với UY là cơ sở lân cận của Y thì theo C1 tồn tại V1 ∈ UY sao

cho V1 + V1 ⊂ V. Vì V1 ∈ UY nên tồn tại V2 ∈ UY sao cho V2 + V2 ⊂ V1. Cứ

tiếp tục quá trình như trên ta có dãy {Vi}∞
i=1 các tập thuộc cơ sở lân cận của Y
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thỏa mãn

Vi + Vi ⊂ Vi+1∀ i

Ta có: V1 + V2 + V3 ⊂ V1 + V2 + V2 ⊂ V1 + V1 ⊂ V. Từ đó bằng quy nạp với

mọi số tự nhiên n, ta có V1 + V2 + V3 + · · ·+ Vn ⊂ V. Do đó:

V1 ∪ (V1 +V2)∪ (V1 +V2 +V3)∪ · · · ∪ (V1 +V2 +V3 + · · ·+Vn)∪ · · · ⊂ V

Mặt khác, do f là ánh xạ thuần nhất liên tục nên với mỗi i tồn tại Ui ∈ UX sao

cho f (Ui) ⊂ Vi, đặt

U = jX(U1)∪ (jX(U1)⊕ jX(U2))∪ (jX(U1)⊕ jX(U2)⊕ jX(U3))∪ · · · ∪ (jX(U1)⊕
jX(U2)⊕ jX(U3)⊕ · · · ⊕ jX(Un)) ∪ · · ·

thì U là một tập thuộc cơ sở lân cận của L(X). Do φ là tuyến tính nên ta có:

φ(U) ⊂ V1 ∪ (V1 + V2) ∪ · · · ∪ (V1 + V2 + · · ·+ Vn) ∪ · · · ⊂ V

Do đó φ là ánh xạ tuyến tính liên tục.

Hơn nữa, vật tự do tương đối sinh bởi không gian tôpô thuần nhất X là duy

nhất theo nghĩa nếu F cũng là vật tự do tương đối sinh bởi X thì F và L(X) là

đẳng xạ với nhau. Thật vậy, F là vật tự do tương đối sinh bởi X thì tồn tại ánh

xạ nhúng thuần nhất liên tục có tính phổ dụng với ánh xạ thuần nhất liên tục

jX : X → L(X); nghĩa là tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính liên tục φ : F →
L(X) sao cho φj = jX . Ngược lại cũng tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính liên

tục ψ : L(X)→ F sao cho ψjX = j. Tức là biểu đồ dưới dây giao hoán

X
jX //

j
��

L(X)

ψ
}}zz
zz
zz
zz

F

φ
==zzzzzzzz

Suy ra ψφj = j với ψφ : F → F là ánh xạ tuyến tính liên tục. Mặt khác ta

cũng có 1F j = j. Hơn nữa theo tính phổ dụng của ánh xạ j: X → F đối với ánh

xạ thuần nhất liên tục j : X → F thì tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính liên tục

α : F → F sao cho biểu đồ sau giao hoán:

X
j //

j
��

F

∃! α����
��
��
��

F
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Do tính duy nhất của ánh xạ tuyến tính liên tục α nên ta có

ψφ = 1F = α

Chứng minh tương tự, ta cũng có

φψ = 1L(X)

Vậy F và L(X) đẳng xạ với nhau. �

Nội dung định lý dưới đây khẳng định "tính đủ nhiều của các vật tự do tương

đối sinh bởi các không gian vectơ tôpô".

Định lí 2.1.13 Mỗi không gian vectơ tôpô X đẳng xạ với không gian thương của một

vật tự do tương đối nào đó.

Chứng minh.

Gọi L(X) là vật tự do tương đối của không gian vectơ tôpô X với ánh xạ nhúng

thuần nhất là jX : X → L(X). Do jX có tính phổ dụng đối với 1X : X → X nên

tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính liên tục φ : L(X)→ X sao cho φjX = 1X , hay

biểu đồ sau là giao hoán:

X
jX //

1X
��

L(X)

φ
}}zz
zz
zz
zz

X

Bây giờ, ta sẽ chứng minh X đẳng xạ với L(X)/Kerφ bằng cách xây dựng cấu

xạ h : X → L(X)/Kerφ và cấu xạ g : L(X)/Kerφ→ X thỏa mãn hg = 1L(X)/Kerφ

và gh = 1X .

• Ta xây dựng g : L(X)/Kerφ→ X như sau: với mọi x ∈ L(X)/Kerφ, đặt

g(x) = φ(x).

Trước hết ta chứng minh g được định nghĩa như trên là một ánh xạ. Thật

vậy: nếu x1 = x2 thì x1 − x2 ∈ Kerφ, do đó

φ(x1) = φ(x2) hay g(x1) = g(x2).
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Hơn nữa, do φ là ánh xạ tuyến tính nên g cũng là ánh xạ tuyến tính.

Cuối cùng, ta sẽ chỉ ra g được xây dựng như trên cũng là liên tục. Thật

vậy: với V là một lân cận bất kì trong X, do φ tuyến tính liên tục nên tồn

tại lân cận U trong L(X) sao cho φ(U) ⊂ V, do đó g(U) = φ(U) ⊂ V. Như

vậy, ta đã xây dựng được cấu xạ g.

• Ta xây dựng h : X → L(X)/Kerφ như sau: với mọi x ∈ X, đặt h(x) = j(x).

Trước hết, ta sẽ chứng minh h là ánh xạ tuyến tính. Thậy vậy, với mọi

x, y ∈ X và với mọi a, b ∈ R ta có : φjX(ax + by) = 1X(ax + by) = ax +

by = 1X(ax) + 1X(by) = φjX(ax) + φjX(by). Từ đó ta có

jX(ax + by)− [jX(ax) + jX(by)] ∈ Kerφ

Suy ra h(ax + by) = jX(ax + by) = jX(ax) + jX(by) = jX(ax) + jX(by) =

ah(x) + bh(y). Do đó h tuyến tính. Hơn nữa, do jX là thuần nhất liên tục

nên dễ thấy h cũng là thuần nhất liên tục. Vậy h là ánh xạ tuyến tính liên

tục.

• Bây giờ, với mọi x ∈ X, gh(x) = g(h(x)) = g(jX(x)) = φjX(x) = 1X(x) = x.

Do đó gh = 1X .

• Cuối cùng, với mọi x ∈ L(X)/Kerφ, hg(x) = h(φ(x)) = jX(φ(x)).

Mặt khác, ta có φ(jX(φ(x))) = φjX(φ(x)) = 1X(φ(x)) = φ(x) nên jX(φ(x))−
x ∈ Kerφ. Do đó jX(φ(x)) = x. Vậy hg = 1L(X)/Kerφ. �

Mệnh đề 2.1.14 Vật tự do tương đối của một không gian tôpô thuần nhất là vật xạ

ảnh tương đối.

Chứng minh. Gọi L(X) là vật tự do tương đối của không gian tôpô thuần nhất

X với j: X → L(X) là ánh xạ nhúng thuần nhất liên tục. Với mọi toàn ánh

chính quy σ : Y → Z và mọi ánh xạ tuyến tính f : L(X) → Z, trong đó Y và

Z là các không gian vectơ tôpô, ta cần chứng minh tồn tại ánh xạ tuyến tính

φ : L(X) → Y sao cho σφ = f , đẳng thức cuối tương đương với điều kiện để

biểu đồ sau giao hoán:

L(X)

f
��

∃ φ

}}{{
{{
{{
{{

Y σ // Z
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Do σ : Y → Z là toàn ánh chính quy nên tồn tại ánh xạ thuần nhất liên tục

σ′ : Z → Y sao cho σ′σ = 1Y. Do đó ta có ánh xạ thuần nhất liên tục g = σ′ f jX :

X → Y. Do tính phổ dụng của ánh xạ nhúng thuần nhất jX : X → L(X) nên tồn

tại ánh xạ tuyến tính liên tục φ : L(X)→ Y sao cho φjX = g. Thế nên trong biểu

đồ dưới đây ta có tam giác lớn và tam giác nhỏ ở trên, bên phải là giao hoán ta

cần chứng minh tam giác nhỏ ở dưới, bên trái cũng giao hoán:

X

jX
��

g=σ′ f jX

��1
11
11
11
11
11
11
11

L(X)

f
�� ∃ φ !!C

CC
CC

CC
C

φ

}}{{
{{
{{
{{

Y
σ

// Z
σ′

// Y

Thật vậy, do φjX = g = σ′ f jX suy ra σφjX = σσ′ f jX = f jX . Khi đó với mọi ei

thuộc cơ sở thuần nhất của X ta có

σφjX(ei) = f jX(ei)

Từ đó suy ra

σφ(jX(ei)) = f (jX(ei))

Như vậy σφ và f là hai ánh xạ tuyến tính từ L(X) vào Y và có ảnh bằng nhau

trên cơ sở nên bằng nhau. Vậy σφ = f . �

Mệnh đề 2.1.15 Mỗi không gian vectơ tôpô X cảm sinh một dãy khớp ngắn:

0 // Y i // L(X)
π // X // 0

trong đó i và π còn là các ánh xạ chính quy

Chứng minh. Gọi L(X) là vật tự do tương đối sinh bởi X và jX : X → L(X) là

ánh xạ nhúng thuần nhất liên tục. Do tính phổ dụng của ánh xạ nhúng thuần

nhất liên tục jX : X → L(X) đối với ánh xạ 1X : X → X nên tồn tại ánh xạ tuyến

tính liên tục π : L(X) → X sao cho π jX = 1X , đẳng thức cuối tương đương với

điều kiện biểu đồ dưới đây là giao hoán:

X
jX //

1X
��

L(X)

π
}}zz
zz
zz
zz

X



39

Đặt Y = Kerπ thì Y là không gian vectơ tôpô con của L(X), gọi i: Kerπ → L(X)

là ánh xạ nhúng.

Dễ thấy π là toàn ánh chính quy, i là ánh xạ nhúng nên cũng là đơn ánh chính

quy và Imi = Kerπ nên ta có dãy khớp ngắn:

0 // Y i // L(X)
π // X // 0

Trong đó, i là đơn ánh chính quy và π là toàn ánh chính quy. �

Mệnh đề 2.1.16 Trong phạm trù các không gian vectơ tôpô, cho biểu đồ:

A

f
��

X α // Y
β // Z

Trong đó dòng dưới là khớp; α là ánh xạ chính quy và A là vật xạ ảnh tương đối.

Hơn nữa β f = 0. Khi đó tồn tại cấu xạ g : A→ X sao cho biểu đồ giao hoán, nghĩa là

αg = f .

Chứng minh. Do α : X → Y là ánh xạ chính quy nên α có sự phân tích qua

ảnh là:

α : X α // α(X)
i // Y

Trong đó α là toàn ánh chính quy. Mặt khác, do β f = 0 và do X → Y → Z

khớp nên f(A) ⊂ Ker β = α(X). Do đó tồn tại ánh xạ tuyến tính

f ′ : A→ α(X)

được xác định như sau: với mọi a ∈ A thì f’(a) = f(a).

Ta thấy f’ cũng là liên tục, thật vậy với U là lân cận bất kì trong α(X) thì tồn

tại lân cận V trong Y sao cho U = α(X)∩ V, lại do f liên tục nên tồn tại lân cận W

trong A sao cho f(W) ⊂ V. Hiển nhiên f(W) ⊂ f(A) ⊂ α(X). Khi đó ta có f’(W) =

f(W) ⊂ α(X)∩ V = U. Do đó f’ cũng liên tục.

Như vậy, ta có biểu đồ:

A

f ′
��

∃g

}}{{
{{
{{
{{
{

X α // α(X)
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Trong đó α là toàn ánh chính quy; f’ là ánh xạ tuyến tính liên tục và A là vật

xạ ảnh tương đối. Do đó tồn tại cấu xạ g: A → X thỏa mãn αg = f ′. Hơn nữa,

với mọi a∈ A :

αg(a) = α(g(a)) = α(g(a)) = αg(a) = f ′(a) = f (a)

Vậy αg = f . �

Mệnh đề 2.1.17 Trong phạm trù các không gian vectơ tôpô, cho biểu đồ có hình vuông

giao hoán:

X1
α1 // Y1

β1 //

f
��

Z1

g
��

X2
α2 // Y2

β2 // Z2

Trong đó dòng trên khớp, dòng dưới khớp với α2 là ánh xạ chính quy. X1 là vật xạ ảnh

tương đối. Khi đó tồn tại cấu xạ h : X1 → X2 làm cho biểu đồ trên giao hoán, nghĩa là

α2h = f α1.

Chứng minh.

Do dòng trên khớp nên ta có β1α1 = 0, tác động g vào thì gβ1α1 = 0. Mặt

khác, do biểu đồ giao hoán nên gβ1 = β2 f . Do đó β2 f α1 = 0, vậy ta có biểu đồ

X1

α1

��
Y1

f
��

X2
α2 // Y2

β2 // Z2

Trong đó: dòng dưới khớp; α2 là ánh xạ chính quy; X1 là vật xạ ảnh tương

đối và β2 f α1 = 0 . Do đó theo mệnh đề 1.1.12 tồn tại cấu xạ h: X1 → X2 sao cho

α2h = f α1. Vậy ta có biểu đồ dưới đây là giao hoán:

X1

h
��

α1 // Y1
β1 //

f
��

Z1

g
��

X2
α2 // Y2

β2 // Z2

�
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2.2. Hàm tử Ext trong phạm trù các không gian vectơ

tôpô

2.2.1. Phép giải xạ ảnh tương đối

Định nghĩa 2.2.1 Cho A là một không gian vectơ tôpô tùy ý, ta gọi phép giải xạ

ảnh tương đối (phép giải tự do tương đối) của A là một dãy khớp các vật xạ ảnh

tương đối (vật tự do tương đối) và các ánh xạ chính quy:

· · · // Xn
∂n // Xn−1 // · · · // X1

∂1 // X0
∂0 // A // 0

Định lý dưới đây khẳng định sự tồn tại của phép giải xạ ảnh tương đối.

Định lí 2.2.1 Mọi không gian vectơ tôpô A đều có một phép giải tự do tương đối.

Chứng minh. Ta đã biết với mỗi không gian vectơ tôpô đều cảm sinh một dãy

khớp ngắn:

0 // X0
α0 // L0

β0 // A // 0

trong đó L0 là vật tự do tương đối sinh bởi A và α0, β0 là các ánh xạ chính quy.

Lại vì X0 cũng là không gian vectơ tôpô nên cảm sinh dãy khớp ngắn:

0 // X1
α1 // L1

β1 // X0 // 0

trong đó L1 là vật tự do tương đối sinh bởi X0 và α1, β1 là các ánh xạ chính quy.

Bằng quy nạp toán học ta có dãy khớp ngắn:

0 // Xn
αn // Ln

βn // Xn−1 // 0

với mọi số nguyên n > 0, trong đó Ln là vật tự do tương đối và αn, βn là các ánh

xạ chính quy.

Bây giờ ta lập dãy

· · · // Ln+1
∂n+1 // Ln

∂n // Ln−1 // · · · // L1
∂1 // L0

∂0 // A // 0 (1)

Trong đó Ln là các vật tự do tương đối được xây dựng như trên, còn

∂n =

{
β0 nếu n = 0

αn−1βn nếu n ≥ 1
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Để chứng minh dãy (1) là phép giải tự do tương đối của A ta cần chứng minh

các điều sau:

1. Chứng minh (1) là dãy khớp. Thật vậy do tính khớp của dãy khớp ngắn

ta có αn là các đơn ánh chính quy và βn là các toàn ánh chính quy với mọi

n≥ 0 nên ta có:

Im∂n+1 = Im(αnβn+1) = Imαn = Kerβn = Kerαn−1βn = Ker∂n

Nghĩa là Im∂n+1 = Ker∂n với mọi n ≥ 0. Do đó dãy (1) là khớp.

2. Chứng minh ∂n là ánh xạ chính quy với mọi n. Thật vậy, như ta đã biết

nếu f: X → Y, g: Y → Z là các ánh xạ chính quy và g là đơn ánh hoặc f

là toàn ánh thì ta có gf: X → Z cũng là ánh xạ chính quy. Mặt khác, lại có

αn−1 là đơn ánh chính quy và βn là toàn ánh chính quy nên αn−1βn cũng

là ánh xạ chính quy với mọi n > 0. Hơn nữa, β0 cũng là ánh xạ chính quy.

Vậy nên ∂n là ánh xạ chính quy với mọi n. �

Theo định lý trên, chúng ta đã chứng minh được sự tồn tại của phép giải xạ

ảnh tương đối. Trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ chứng minh tính duy nhất

của phép giải xạ ảnh tương đối theo nghĩa hai phép giải xạ ảnh tương đối bất

kì của cùng một không gian vectơ tôpô đều tương đương đồng luân. Trước hết,

chúng ta thiết lập hai mệnh đề sau

Mệnh đề 2.2.2 Cho h : A→ B là ánh xạ tuyến tính liên tục từ không gian vectơ tôpô

A vào không gian vectơ tôpô B bất kì và

X : · · · // Xn
∂n // Xn−1 // · · · // X1

∂1 // X0
∂0 // A // 0

là một phép giải xạ ảnh tương đối bất kì của A.

Y : · · · // Yn
∂′n // Yn−1 // · · · // Y1

∂′1 // Y0
∂′0 // B // 0

là một phép giải xạ ảnh tương đối bất kì của B. Khi đó, tồn tại các ánh xạ tuyến tính

liên tục

fn : Xn → Yn, n ≥ 0

sao cho biểu đồ sau đây là giao hoán
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· · · // Xn
∂n //

fn

��

Xn−1 //

fn−1
��

· · · // X1
∂1 //

f1
��

X0
∂0 //

f0
��

A //

h
��

0

· · · // Yn
∂′n // Yn−1 // · · · // Y1

∂′1 // Y0
∂′0 // B // 0

Các ánh xạ tuyến tính liên tục fn, n ≥ 0 và h lập thành phép biến đổi dây chuyền

X → Y.

Chứng minh. Do X0 là vật xạ ảnh tương đố và ∂′0 : Y0 → B là một toàn ánh chính

quy nên theo định nghĩa vật xạ ảnh tương đối, tồn tại đồng cấu f0 : X0 → Y0

sao cho biểu đồ sau đây giao hoán

X0
∂0 //

f0
��

A //

h
��

0

Y0
∂′0 // B // 0

nghĩa là ∂′0 f0 = h∂0.

Giả sử với mọi 0 ≤ m < n ta đã xây dựng được các đồng cấu fm : Xm → Ym

sao cho biểu đồ dưới đây giao hoán

Xm
∂m //

fm
��

Xm−1

fm−1
��

Ym
∂′m // Ym−1

trong đó f−1 = h, X−1 = A, Y−1 = B.

Xét biểu đồ

Xn
∂ // Xn−1

∂ //

fn−1
��

Xn−2

fn−2
��

Yn
∂′ // Yn−1

∂′ // Yn−2

Vì Xn là vật xạ ảnh tương đối, các dòng là khớp và ∂′ là ánh xạ chính quy nên

theo mệnh đề 2.1.17 tồn tại ánh xạ tuyến tính liên tục fn : Xn → Yn sao cho biểu

đồ trên giao hoán. �

Như vậy, ta đã xây dựng được biến đổi dây chuyền từ X vào Y. Ngoài ra,

chúng ta có
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Mệnh đề 2.2.3 Cho X và Y là các phép giải xạ ảnh tương đối của các không gian vectơ

tôpô A, B và f = { fn, h|n ≥ 0} là các phép biến đổi dây chuyền từ X vào Y. Khi đó f đồng

luân với g.

Chứng minh. Ta phải xây dựng các ánh xạ tuyến tính liên tục

kn : Xn → Yn+1

sao cho ∂′kn + kn−1∂ = fn − gn với mọi n.

Trước hết ta đặt k−1 = 0 : A→ Y0.

Giả sử với n ≥ 0 và giả thiết đã xây dựng được các ánh xạ tuyến tính liên tục

km : Xm → Ym+1, 0 ≤ m < n

sao cho

∂′km + km−1∂ = fm − gm.

Xét biểu đồ

Xn

j
��

Yn+1
∂′ // Yn

∂′ // Yn−1

trong đó j là ánh xạ tuyến tính liên tục

j = fn − gn − kn−1∂n

Khi đó ta có

∂′n j = ∂′n fn − ∂′ngn − ∂′nkn−1∂n

= ∂′n fn − ∂′ngn − ( fn−1 − gn−1 − kn−2∂n−1)∂n

= (∂′ fn − fn−1∂)− (∂′gn − gn−1∂) + kn−2∂n−1∂n

= 0.

Do dòng dưới khớp, ∂′n+1 là ánh xạ chính quy, ∂′n j = 0 và Xn là vật xạ ảnh

tương đối nên theo mệnh đề 2.1.16 tồn tại ánh xạ tuyến tính liên tục

kn : Xn → Yn+1
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sao cho

∂′kn = j = fn − gn − kn−1∂.

Suy ra

∂′kn + kn−1∂ = fn − gn.

Vậy f đồng luân với g. �

Từ hai mệnh đề trên ta có được kết quả sau

Mệnh đề 2.2.4 Hai phép giải xạ ảnh tương đối bất kì của cùng một không gian vectơ

tôpô A đều tương đương đồng luân.

Chứng minh. Giả sử

X : · · · // Xn
∂n // Xn−1 // · · · // X1

∂1 // X0
∂0 // A // 0

và

X′ : · · · // X′n
∂′n // X′n−1

// · · · // X′1
∂′1 // X′0

∂′0 // A // 0

là hai phép giải xạ ảnh tương đối của cùng một không gian vectơ tôpô A.

Khi đó, tồn tại các phép biến đổi dây chuyền

f = { fn : Xn → X′n|n ≥ −1}

g = {gn : X′n → Xn|n ≥ −1}

trong đó X−1 = A = X′−1 và f−1 = g−1 = 1A.

Khi đó theo mệnh đề 2.2.3 ta có gf đồng luân với 1X và fg đồng luân với 1X′ .

Vậy X và X’ là tương đương đồng luân. �

2.2.2. Xây dựng hàm tử Ext bằng phép giải xạ ảnh tương đối

Định nghĩa 2.2.2 Cho A và B là các không gian vectơ tôpô và

X : · · · // Xn
∂n // Xn−1 // · · · // X1

∂1 // X0
∂0 // A // 0

là phép giải xạ ảnh tương đối của A. Phức thu gọn tương ứng với X là

X : · · · // Xn
∂n // Xn−1 // · · · // X1

∂1 // X0
∂0 // 0
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Xét dãy nửa khớp

Hom(X, B) : 0 // Hom(X0, B) δ // Hom(X1, B) // · · ·

· · · // Hom(Xn, B) δ // Hom(Xn+1, B) // · · ·

Trong đó, các đồng cấu δ = Hom(∂, i), với i là tự đồng cấu đồng nhất của

không gian vectơ tôpô B. Với mỗi số nguyên dương n, nhóm đối đồng điều

Hn(Hom(X, B)) được gọi là tích mở rộng n-chiều của các không gian vectơ tôpô

A và B đã cho và được kí hiệu là

Extn(A, B).

Với n = 1, ta kí hiệu là

Ext(A, B)

và gọi nó là tích mở rộng của các không gian vectơ tôpô A và B. Ngoài ra ta

cũng định nghĩa Ext0(A, B) = Hom(A, B).

Để chứng minh định nghĩa tích mở rộng như trên là hợp lý ta phải chứng

minh các nhóm đối đồng điều Hn(Hom(X, B)) không phụ thuộc vào cách chọn

phép giải xạ ảnh tương đối của không gian vectơ tôpô A, nghĩa là nếu X’ cũng

là phép giải xạ ảnh tương đối của A thì

Hn(Hom(X, B)) ∼= Hn(Hom(X′, B)).

Thật vậy, vì X và X’ là hai phép giải xạ ảnh tương đối của không gian vectơ

tôpô A nên theo mệnh đề 2.2.4 thì X và X’ là tương đương đồng luân, từ đó suy

ra X và X′ là tương đương đồng luân. Từ đó theo định lý 1.2.6 ta có các nhóm

đối đồng điều

Hn(Hom(X, B)) ∼= Hn(Hom(X′, B)).

Định nghĩa 2.2.3 Cho A là một không gian vectơ tôpô cố định, hàm tử Extn(A,−)
là hàm tử từ phạm trù các không gian vectơ tôpô đến phạm trù các nhóm Aben

được xây dựng bằng cách cho tương ứng:

• Mỗi không gian vectơ tôpô B với một nhóm Extn(A, B).
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• Mỗi ánh xạ tuyến tính liên tục α : B→ B′ với một đồng cấu

α∗ : Extn(A, B)→ Extn(A, B′)

mà α∗(clsc) = cls(αc) với mỗi clsc ∈ Extn(A, B).

Mệnh đề 2.2.5 Hàm tử Extn(A,−) là hàm tử hiệp biến, tức là nó thỏa mãn hai tính

chất:

1) (1B)∗ = 1Extn(A,B).

2) (α2α1)∗ = (α2)∗(α1)∗.

Chứng minh. Với mỗi clsc ∈ Extn(A, B) thì (1B)∗(clsc) = cls(1Bc) = clsc.

Do đó

(1B)∗ = 1Extn(A,B)

Cho các ánh xạ tuyến tính liên tục

B
α1 // B2

α2 // B3

Khi đó với mỗi clsc ∈ Extn(A, B), ta có:

(α2α1)∗(clsc) = cls(α2α1c) = (α2)∗(cls(α1c)) = (α2)∗(α1)∗(clsc).

Vậy hàm tử Extn(A,−) là hàm tử hiệp biến. �

Định nghĩa 2.2.4 Cho A là một không gian vectơ tôpô cố định, hàm tử Extn(−, B)

là hàm tử từ phạm trù không gian vectơ tôpô đến phạm trù các nhóm Aben

được xây dựng bằng cách cho tương ứng:

• Mỗi không gian vectơ tôpô A với một nhóm Extn(A, B).

• Mỗi ánh xạ tuyến tính liên tục γ : A′ → A với một đồng cấu

γ∗ : Extn(A, B)→ Extn(A′, B)

mà γ∗(clsc) = cls(cγ) với mỗi clsc ∈ Extn(A, B).

Mệnh đề 2.2.6 Hàm tử Extn(−, B) là hàm tử phản biến, tức là nó thỏa mãn hai tính

chất:
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1) (1A)
∗ = 1Extn(A,B).

2) (γ2γ1)
∗ = (γ1)

∗(γ2)
∗.

Chứng minh.Với mỗi clsc ∈ Extn(A, B) thì (1A)
∗(clsc) = cls(c1A) = clsc.

Do đó

(1A)
∗ = 1Extn(A,B)

Cho các ánh xạ tuyến tính liên tục

A1
γ1 // A2

γ2 // A

Khi đó với mỗi clsc ∈ Extn(A, B), ta có:

(γ2γ1)
∗(clsc) = cls(cγ2γ1) = (γ1)

∗(cls(cγ2)) = (γ1)
∗(γ2)

∗(clsc).

Vậy hàm tử Extn(−, B) là hàm tử phản biến. �
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KẾT LUẬN

Sau khi nghiên cứu phạm trù các không gian vectơ tôpô cho việc xây dựng

hàm tử Ext, chúng tôi đã thu được một số kết quả sau:

1. Phạm trù các không gian vectơ tôpô là phạm trù tiền Aben và chỉ ra được

ví dụ chứng tỏ phạm trù các không gian vectơ tôpô không có tính Aben.

2. Xây dựng được khái niệm đồng điều, đối đồng điều và chứng minh được

một số tính chất của chúng trong phạm trù các không gian vectơ tôpô.

3. Tập Hom(X, Y) các ánh xạ tuyến tính liên tục từ không gian vectơ tôpô

X vào không gian vectơ tôpô Y là một nhóm Aben. Từ đó, chỉ ra được

Hom(X, -) là hàm tử hiệp biến và Hom(- , Y ) là hàm tử phản biến.

4. Đưa ra các khái niệm không gian thuần nhất, ánh xạ thuần nhất, không

gian tôpô thuần nhất, toán tử chính quy và xây dựng một số ví dụ minh

họa cũng như nhận xét một số tính chất của chúng.

5. Đưa ra các khái niệm vật xạ ảnh tương đối, vật tự do tương đối. Sau đó

chứng minh được "tính đủ nhiều của các vật tự do tương đối" từ đó dẫn đến

tính đủ nhiều của vật xạ ảnh tương đối nhờ mệnh đề 2.1.12, Định lý 2.1.13 và

mệnh đề 2.1.14. Trên cơ sở đó, xây dựng được hàm tử Ext.
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