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LOI NOI PAU

Ly thuyét dai sb déng diéu dang tran ngap hau khép cac linh vuc toan hoc
trong may thap ky trd lai day. Ham tir Ext cing vdi cac ham tr Hom, ham tu
Ten xo va ham t Torn 1a bén tru c6t trong ly thuyét dai s6 dong diéu. Dé tng
dung dugce ly thuyét dai s6 dong diéu cho mot pham trtt nao d6 ching ta phai
xay dung cho dugc cadc ham tl trén trong pham tru d6. Trong bon tru cot do,
t6i quan tdm tGi ham tir Ext. Trong pham trtt médun c6 nhiéu cach xay dung
ham tir Ext: bE’mg cach phan hoach céc day khop ngén, bé“mg phép giai xa anh,
bang phép giai noi xa. D& xdy dung dugc bang phép gidi xa anh trong pham
trtt moédun ta can dua vao tinh dd nhiéu cta cac vat tu do.

Trong luan van nay, t6i mong mudn xay dung ham tir Ext trong pham tru cac
khong gian vecto Topo. Pham tru khong gian vecto Topo véi vat la cac khong
gian vecto Topo va xa la cac anh xa tuyén tinh lién tuc l1a pham tru tién Abel,
hon nita trong pham trt nay cting khong da nhiéu cac vat tu do. Do do, t6i
xay dung vat tu do tuong dbi va chitng minh duoc tinh du nhiéu ctia né trong
pham tru cac khong gian vecto topo. Trén co s& d6 xay dung dugc ham tir Ext.

B6 cuc luan van gom 2 chuong:

Chuong 1: Trinh bay vé pham trt cac khong gian vecto topd, dong diéu, dbi

dong diéu trong pham tru cac khong gian vecto topo.

Chuong 2: Trudc hét trinh bay veé khong gian top6 thuan nhat va anh xa chinh
quy, bao gom khai niém, cac vi du, tinh chat. Sau d6, dua ra khai niém vat
xa anh tuong d6i, vat tu do tuong ddi va chiing minh dugc tinh du nhiéu
ctia vat t do tuong doi trong pham trti cac khong gian vecto topo. Tir d6
xay dung dugc ham tir Ext trong pham tru do.

Tuy da c6 nhiéu cb gang nhung do thoi gian va kha ndng c6 han nén cac van
dé trong luan vin van chua dugc trinh bay sau sac va khong thé tranh khéi co
nhirng sai sét trong cach trinh bay. Mong dugc su gop y xdy dung cta thay cod

va cac ban. Téi xin chan thanh cam on!



Chuong 1

Dong diéu trong pham tri1 cac

khong gian vecto topo

Trong chuong nay, ta trinh bay nhitng ndi dung co ban nhat vé khong gian
vecto topd, xdy dung khai niém dong diéu va d6i dong diéu trong pham tru cac
khong gian vectd topo. Trong do, chung toi mudn néi tdi dinh ly 1.1.8 ve tiéu
chuén ctia hé co sd1an can trong khong gian vecto top6. Dya vao tiéu chuan do,
trong chuong tiép theo chung t6i xay dung dugc vat tu do tuong dbi sinh boi

mot khong gian topd thuan nhét.

1.1. Pham tru cac khong gian vecto topo

1.1.1. Tap can va tap hut trong khong gian vecto

Dinh nghia 1.1.1 Cho A Ia mét tap con cta khong gian vecto X trén truong K.

Tap hop A duoc goi la cin néu véi moi x thudc A thi ta cé Ax € A véi moi
Al < 1.

Tap hop A duoc goi la hiit, néu véi moi x € X déu ton tai A > 0 sao cho
x € A v6i moi u thoa man diéu kién |u| > A.



Tir dinh nghia ta thay: A 1a tdp con can cta X khi va chi khi e A C A v6i moi

 thda man diéu kién a € K va |a| < 1.
Vidu 1.1.1 1) Trong khong gian vecto R trén truong R. V6i moi r > 0 khoang
(-1, r) la mot tap can va hat, khoang (-r, r+1) la hut nhung khong can.

2) Trong khéng gian vecto R? trén truong R. Véi mdi r > 0 tap hop
{(x;0) e R?>: —r<x <71}

la tdp can nhung khong hut.

Mot s6 tinh chat vé tap can va hit trong khong gian vectg dugce nhac lai trong
hai ménh dé dudi day

Ménh dé 1.1.1 Cho A, B la cic tdp con ciia khong gian vecto X trén truomg K va
« € K. Khi do:

1) Néu A la mét tdp can thi a A la tdp can. Néu B la tdp can thi A + B la tdp can;
2) Néu A la tdp can thi vdi moi « € Kma |a| = 1thi e A = A. Vdimoi a, B € K
ma || < |B| thi e A C BA;
3) Cho (A;)icr la mot ho cic tdp con cin cia X thi A = () A; ciing la tdp can;
il

4) Néu A la tdp hiit thi w A la hit. Néu B la tdp con ciia X chita 0 thi A + B la hiit;

n
5) Cho (A;)"_; la mot ho cdc tdp con hiit ciia X thi A = ‘ﬂl A; ciing la tdp hut;

1=

6) Néu A la tdp hit thi 0 € A. Hon nita, néu (ry)y, la day so khong bi chin thi

X={JmA
n=1

Chung minh. Duéi day ta chi trinh bay chiing minh 2) va 6).

2) Néu A can va |a| = 1. Khid6 |a] = [a™'| =1 < 1nénaA C A va
a A C A.Dodo, nA = A.

Bay gid gid st A 1a tap con can ctia X va |a| < |B|. Néu B = 0 thia = 0 do do

ocAC,BA.Néu,B;éOthi\%\ <1nén A C A.Vay aA C PA.



6) Hién nhiéntacé |J A C X.

n=1
Nguogc lai, v6i moi x € X. Do A hut nén ton tai t > 0 sao cho x € sA véi
moi s € K ma |s| > t. Mt khac do day {r, } khong bi chan ton tai 1y sao cho
oo
*ny| > tnénx € ryyA. Vaynén X C U r,A.
n=1
Ménh dé 1.1.2 Cho f: X — Y la dnh xa tuyén tinh tir khong gian vecto X vao khong
gian vecto' Y.

1) Néu A C Xva B C Y lacin thi f(A) va f~1(B) la cin;
2) Néu B C Y la hiit thi f~Y(B) la hiit;

3) Néu A C X la hiit va f la toan dnh thi f(A) la hiit.

Chitng minh. 1) Néu A C X va A can thi AA C A véi moi |A| < 1. TAc dong anh
xa tuyén tinh f vao ta co Af(A) C f(A). Do d6 f(A) can.

Néu B C Yla can thi AB C B véimoi |A| < 1.Suyra f1(AB) C f~1(B),dof
tuyén tinh nén A f~1(B) C f~(B). Do d6 f~1(B) can.

2) Véi moi x € X thi f(x) € Y. Do B htit trong Y nén ton tai t > 0 sao cho f(x)
€ sBvéi moi |s| > t. Suy rax € sf~1(B). Vay f~(B) 1a hut.

3) V&imoiy € Y, do fla toan anh nén ton tai x € X sao cho f(x) = y. Lai do A hut
trong X nén ton tai t > 0 sao cho x € sA vdi moi [s| > t.Suy raf(x) =y € sf(A).
Vay f(A) 1a hut. B

1.1.2. khong gian vecto topo

Pinh nghia 1.1.2 Cho X 1a mdt khong gian vecto trén truong K (K 1a truong sd
thuc hodc phuc). Mot topo T trén khong gian vecto X dugc goi la tuong thich vdi
cdu triic dai s0 néu cac phép toan dai s6 trong X 1a lién tuc trén top6 d6. Noi cach
khéc, cac diéu kién sau can dugc théa man:

" "

Ty : Phép cong "+": X x X — X ((x, y) — x + y ) lién tuc. Nghia 1a, moi
lan can V cta diém x + y déu c6 1an can U, cta x va lan can Uy cua y sao cho
U, + Uy, CV.



T; : Phép nhan ngoai "." : K x X — X ((A, x) — A.x) lién tuc. Nghia 1a,
v6i moi 1an can V cta A.x déu c6 mot s € > 0 va mdt lan can U cda x sao
cho VA/,|A — A| < e thitacé .U C V (ta thuong viét gon phép nhan ngoai
Ax = Ax).

Mot khong gian vecto X trén d6 c6 mot t6po tuong thich véi cau tric dai sb

goi la khong gian vecto topo.

Trong khong gian vecto topo ta c6 hai phép toan: phép cong va phép nhan

ngoai la lién tuc nén ta cé mot so ket qua sau:

Dinh 1i 1.1.3 Vdimbia € X, phép tinh tién f : X — X; f(x) = x + a la mot phép dong
phoi ciia X 1én chinh nd. Dic biét, néu U la mot co s lan can ciia diém goc thi U + a

la mét co so lin cin cua a.

Do d6 toan bo cu truc t6p6 cia X dugc xac dinh bsi mot co sd 1an can cia
diém gbc. Nhu vay ta sé lam viéc chti yéu véi cac 1an can cta diém gbc va néu

khong xay ra sy hiéu 1am thi ta sé goi 1an can ctia diém gdc van tat la "lan can".

Néu U 1a mot 1an can (cta diém goc) thi U + a 1a 1an can tuong tng cua a, va
x€U+akhivachikhix-aeU.

Dinh li 1.1.4 V&i méi s6 khdc khong o € K, dnh xa f : f(x) = ax la mot phép dong
phoi ctia X lén chinh nd. Dic biét, néu U la mot lan cn, thi vdi moi & # 0, aU la mot

lan can.

Chitng minh. Néu f(x) = a x = y thi f1(y) = x = a~!y. Do d6 f la dong phdi
ctia X 1én chinh né. Ma f(U) = aU nén néu U la moét 1an can thi véi moi a # 0, ta

co «U la mét 1lan can. B

Trong khong gian topo dé kiém tra tinh lién tuc ctia mot anh xa thi ta phai
kiém tra n6 lién tuc tai moi diém. Tuy nhién trong khong gian vecto t6p6 néu
anh xa da cho la tuyén tinh thi ta chi can kiém tra né lién tuc tai diém géc 0, do

la n6i dung cua dinh ly sau:

Dinh 1i 1.1.5 Cho f : X — Y la dnh xa tuyén tinh tir khong gian vecto tépd X vio
khong gian vecto topd Y, thi f la lién tuc trén X khi va chi khi f lién tuc tai diém goc.



Chirng minh. Gia st f lién tuc tai diém gbc 0. Goi x 1a phan tr bat ki cia X va 'V
1a 1an can bat ki cda f(x) trong Y. Do f tuyén tinh nén ta c6 V - f(x) ={y — f(x)|y €
V}lalan can cta 0 trong Y, lai vi f lién tuc tai 0 nén ton tai lan can U cta 0 trong
X sao cho f(U) C V — f(x) hay f(U)+f(x) C V. Vay ta c¢6 U+x la mot 1an can
cta x théoa man f(U+x) C V.

Ménh dé 1.1.6 Néu Uy la mot co s lan cdn (ctia diém goc) trong khong gian vecto
topo X thi ta cé véi moi U € Uy:

1) U la hut,

2) Ton tai V € Ux sao choV +V C U;

3) Ton tai mot lan cén can W C U .

Chung minh.

1) V&i moi x € X. Do phép nhan ngoai Ax lién tuc tai (0, x) nén ton tai lan
can {A : |A| < e} ctia 0 trong K sao cho Ax € U, do d6 x € uU khi |u| > e~ 1.

2) V6i méi U € Uy. Do phép cong x + y lién tuc tai (0,0) nén ton tai hai 1an
can V; va Vy sao cho V14V, C U. Mat khdc, ton tailan can V. C V 1N V.

Vay ton tai lan cdn VsaochoV+V C U.

3) V6i moi U € Uy. Do phép nhan ngoai lién tuc tai (0, 0) nén ton tai & > 0
va lan can V cta 0 trong X sao cho AV CU véi moi [A| < e. Do d6 eVC pU khi

| >1.Néntac6e VCW= O uU.
|u[=1

Vi eV 1a mot 1an can nén W ciing 1a mot 1an can. Lay x eWva 0 < |[A] < 1ta
c6 x € LU, nén Ax € pU khi |A| < 1. Suy ra Ax €W. Vay W la lan can can dugc
chia trong U. W

Bay giy, chung ta sé nhdc lai cac tién dé vé tap hop tat ca cac 1an can cia mot

khong gian topo:

Ménh dé 1.1.7 Néu U, la ho tét cé cdc lan cdn ciia diém x thudc khong gian topo X,

thi Uy c6 cdc tinh chit sau:

N1: x € Uwvdimoi U € Uy;
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N2:néuU e U, vaV € Uy, hiUNV € Uy;

N3:néuU € Uy va U C V, thiV € Uy;

N4: U € Uy, thi ton tai V € Uy sao cho U € Uy vdimoiy € V.

Ngugc lai, gid st X la mot tap hop tiry v va vi mdi phan tir x € X chi ra duoc mot

ho khong réng Uy nhiing tdp con ciia X chita x. Khi dé néu cdc diéu kign N1 - N4 dugc

théa man, ta co thé xdic dinh dugc mot topod duy nhat trén X.

Dinh 1i 1.1.8 Trong mdi khong gian vecto topd X ton tai mot co s lan cdn Uy cita goc

0 sao cho:
C1) Véi mbi V € Uy, ton tai W € Uyx sao cho W + W C V;
C2) Vi6i mbi cidp V1, Vo € Ux ton tai V € Uy sao cho V. C V1 N Vy;
C3) Méi V € Ux la cdn va hit;
C4) Néu V € Ux thi aV € Ux véi moi x # 0.

Ngugc lai, néu X la mot khong gian vecto va Uy 1a mot ho cdc tdp khdc rong cdc tap
con ctia X chita 0 théa man cic diéu kién tir C1 - C4, thi ton tai duy nhat mot topo T
trén X sao cho (X, T) la mot khong gian vecto tépd vdi co s§ lan cin ciia diém goc la
Ux.

Chirng minh. Chiéu thuan cta dinh ly trén 1a hién nhién. bay gio ta sé ching

minh chiéu nguagc lai.

Véi mdi x € X, goi V 1a tap tit ca cac tap con ctia X chita mot tap hop ctia Uy
va vdi mdi x €X1ay Vy = {x + V|V € V} lam tap hgp cac l1an can ctia x. Ta can

ching minh cac diéu sau:
1) V, théa man cac diéu kién N1 - N4:

Dé thay cac diéu kién N1 va N3 la thda man, diéu kién N2 dung do C2). Ta
kiém tra diéu kién N4: néu x + V € V), thi ton tai U€ Uy sao cho UCV. Do U
€ Ux nén theo C1) ton tai We Uy sao cho W + W CU. Ta sé chiing minh x4V
1a mot 1an can ctia moi diém thudc x+W. That vay, véi moi y € x+W thi ta co
y+Wlamétlancanciayvadoy € x+Wsuyray —x eW. T do, y-x+ W C
W+WcCUCVsuyray+W C x+V.
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Vay x + Vla lan can ctaay.
2) Phép cong x + y lién tuc:

Ta chitng minh phép cong lién tuc tai (x, y). Ldy U € Uy thi theo C1) ton
tai WE Ux sao cho W+ W C U. Thé thi (x + W) + (y + W) =x +y + W + W
C x + y+U. Do do6 phép cong lién tuc.

3) phép nhan ngoai Ax lién tuc:

Goi U la 1an can thi wa+ U la 1an can cta aa. Theo C1) ton tai WE Ux sao cho
W+ W C U.Do W Ia tap hat nén ton tai t >0 sao cho a € tW.

Dé chiing minh phép nhan ngoai Ax lién tuc tai (a,4), ta can chon 77 va J sao
chomoi A, |A —a| < 7 vamoix € § W+a thi Ax — aa € U. Trong trinh bay dudi
day, ta can t6i tinh can ctia W va C4): Taco Ax —aa = A(x —a) + (A —a)a €
(|| + 77)6W-+ntW. Bay gio ta sé chon 7 = t71vaé = (Ja| +¢71)71 thi ta c6
Ax—aa eEW+WCU R

Tir day vé sau, trong cudn luan van nay ta goi C1, C2, C3, C4 1a bon tién de veé
hé co sd lan can trong khong gian vecto topo. Lién quan dén cac anh xa tuyén

tinh lién tuc, ching ta c6 mot sd két qua sau:

Ménh dé 1.1.9 Chof: X — Yova g : Y — Z la dnh xa tuyén tinh lién tuc giita cdc
khong gian vecto topd. Khi do dnh xa hop thanh gf = X — Z ciing la dnh xa tuyén tinh
lién tuc.

Ménh dé 1.1.10 Cho f, g: X — Y la hai dnh xa tuyén tinh lién tuc tir khong gian
vecto topd X vio khong gian vecto topd Y. Khi do dnh xa tong f + ¢ : X — Y dugc xdc
dinh nhu sau: voi moi x € X thi

(f +8)(x) = f(x) +g(x)

cting la dnh xa tuyén tinh lién tuc.

Chitng minh. Do t6ng hai 4nh xa tuyén tinh 1a 4nh xa tuyén tinh nén ta c6 f + ¢
1a 4nh xa tuyén tinh. Tir 46, dé ching minh f + ¢ lién tuc ta chi can chiing minh
no lién tuc tai 0. That vay, voi moi U la lan can trong Y thi ton tai lan can W
trong Y sao cho:

W+WcCU
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Do f, g lién tuc va do C2) nén ton tai 1an can V sao cho
f(V)cWvag(V)CcW
Khi do, ta co
f+(V)=f(V)+g(V)CW+WCU
Vay f + ¢ la dnh xa tuyén tinh lién tuc. B
Ménh dé 1.1.11 Cho f: X — Y la dnh xa tuyén tinh lién tuc giita hai khong gian

vecto topd X va Y thi dnh xa (- f): X — Y duoc xdc dinh (- f)(x) = - f(x) véi moi x € X

ciing la dnh xa tuyén tinh lién tuc.
Chirng minh. Dé thay (- f) cling la 4nh xa tuyén tinh nén dé ching minh tinh
lién tuc cta (- f) ta chi can kiém tra tinh lién tuc ctia n6 tai goc 0.

Goi Uy, Uy lan luot 1a co sé 1an can cta X va Y thoa man cac diéu kién tir C1)
dén C4). V6i V 1a lan can bat ki thudc Uy, do f tuyén tinh lién tuc nén ton tai U
€ Uy sao cho f(U) C V. Mat khéc, do tinh chat C4) nén - U € Uy. Tt d6, ta co:

(=N(E=0)=fU) CV

Vay (- f) 1a anh xa tuyén tinh lién tuc. &

Vi du 1.1.2 1) Cho X1a mét khong gian vecto topo va A la mot khong gian vecto

con cua X. Khi d¢ ta co:

A la khong gian vecto top6 véi topo cam sinh 74 = {A N G|G € 1} va anh
xanhungi: A — X la anh xa tuyén tinh lién tuc.

X/ A 1a khong gian vecto topo v6i topd cadm sinh 7,4 = {G|G € Tx} va dnh
xa chiéu 77 : X — X/ A la 4nh xa tuyén tinh lién tuc.

2) Cho X va Y la hai khong gian vecto topo trén cung moét truong K (truong
cac s6 thuc hodc phiic). Anh xa 0 : X — Y bién moi phan tr ctia X thanh phan

tr 0 cia Y 1a anh xa tuyén tinh lién tuc.

3) Cho X la mét khong gian vecto top6 thi anh xa dong nhat 1y : X — X la

anh xa tuyén tinh lién tyc.
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Cho f: X — Y 1a mét anh xa tuyén tinh lién tuc tir khong gian vecto topo X vao
khong gian vecto topd Y. Khi d6 Kerf = f~1(0) va Imf = f(X) la cac khong

gian vecto topo vdi topo cam sinh.

1.1.3. Pham tru cac khong gian vecto topo
Trudc hét ching ta nhac lai khai niém vé pham tru

Dinh nghia 1.1.3 Mot pham tru P duoc cau thanh bdi mot 16p cac déi tugng
nao dé ma ta goi hinh thtc la cac vat, sao cho mdi cap sép tha tu cac vat (A, B)
xac dinh dugc duy nhat mot tap hop dugc ki hiéu la Mor(A, B) cac cau xa co
nguén A va dich 1a B. Déng thoi véi bo ba 6 thit tu bat ki cac vat (A, B, C) mot
luat hgp thanh duoc xac dinh cho cac ciu xa cia Mor(A, B) va Mor(B, C), cu
thé vai bat ki cap cau xa (f, g) € Mor(A, B) x Mor(B, C) xac dinh dugc tich gf €

Mor(A, C). Ngoai ra cac diéu kién sau can duogc théa man:

PT1: Néu hai cap vat (A, B) va (A, B’) 1a khac nhau thi hai tap hgp cau xa
Mor(A, B) va Mor(A, B’) 1a roi nhau;

PT2: Di v6i mbi bo ba cau xa (f, g, 1) € Mor(A, B) x Mor(B, C) x Mor(C, D)
luat hgp thanh c6 tinh chat két hgp, nghia 1a h(gf) = (hg)f;

PT3: Ton tai cau xa déng nhat 14 cho méi vat A, 1 cadu xa ma véi moi f e
Mor(A, B), g € Mor(C, A) taluénco fly = fvalag = g.

Ta dé dang kiém tra dugc 16p tat ca cac khong gian vecto top6 va cac anh xa
tuyén tinh lién tuc thda man céc tién dé ve pham tru va ta goi no6 la pham tru cdc
khong gian vecto topd. Trong do, 16p cac vat l1a cac khong gian vecto topo va cac
cau xa la cac anh xa tuyén tinh lién tuc va luat hop thanh la phép lay tich hai

cau xa. Pham trti cac khong gian vecto topo dugc ki hiéu 1a TVS.

Trong pham tru cac khong gian vecto topo, don anh la don xa, toan anh la
toan xa. Tuy nhién, hai khai niém song xa va dang xa khong triing nhau. Hay 1o
hon thi cidu xa fla song xa khi va chi khi n6 la tuyén tinh lién tuc va song anh; f
1a dang xa khi va chi khi n6 1a tuyén tinh va déng phoi. Cac nhan xét trén dugc

trinh bay ro hon trong ménh dé va vi du dudi day:
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Ménh dé 1.1.12 Cho cdu xa f : A — B tir khong gian vecto topé A vio khong gian
vecto topo B trong pham tru TVS. Khi do ta co:

1) Cau xa f la don xa khi va chi khi né la don dnh.

2) Ciu xa fla toan xa khi va chi khi no la toan dnh.

Vi du 1.1.3 Trudng s6 thuc R 1a khong gian vecto top6 véi topd tam thuong 1
ma cung la khong gian vecto topd vdi topd thong thuong 1> trén R. Ta xét anh
xa dong nhat: i : (R, ) — (R, 11) dugc xac dinh: i(x) = x v&i moi x € R.

Dé thay i la song anh tuyén tinh va 1, 1a tdp6 manh hon 7; nén i la lién tuc.

Do doila song xa.

Mit khac do i 1a song anh tuyén tinh nén ton tai duy nhati~! : (R,7y) —
(R, 72) dugc xac dinh: i1 (x) = x véi moi x € R. Tuy nhién do 7, manh hon 7

nén i~ khong lién tuc nén i khong phai la dang xa.

Qua vi du trén ta thay pham trt cac khong gian vecto topd khong phai la
pham tru Aben, tuy nhién chiing ta hoan toan c6 thé kiém tra dugc pham tru
cac khong gian vecto topo 1a pham trt tién Aben. Dac biét, vdi X, Y 1a hai khong
gian vecto topo bat ki trén cung mot truong K dat Hom(X, Y) la tap tat ca cac
anh xa tuyén tinh lién tuc tir X vao Y. Do tong hai anh xa tuyén tinh lién tuc
thudéc Hom(X, Y) cting 1a mot anh xa tuyén tinh lién tuc thudc Hom(X, Y), tong
hai 4nh xa tuyén tinh lién tuc c6 tinh giao hoan, két hop nén Hom(X, Y) cing
vdi phép cong gitra hai anh xa tuyén tinh lién tuc 1ap thanh mot nhém Aben véi
phan tt0laanhxa0: X — Yvaphantirddicta f: X - Y1a—f: X — Y.
Tir d6 ta c6, ham t& Hom( X, -) 1a ham tr hiép bién tir pham tri cac khong gian
vecto topd vao pham tru cac nhém Aben va ham t& Hom(-, X) la ham t@ phan

bién tir pham trti cac khong gian vecto t6p6 vao pham trti cic nhém Aben.

Dinh nghia 1.1.4 Trong pham tru cac khong gian vecto top6 TVS8, mot day cac

cau xa

At g 38

C (1)
duoc goi la khdp tai khong gian vecto topd B néu Imf = Ker g.

Mot khong gian vecto topo dugc goi la vt trung gian, néu tai d6 vira c6 cau
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Xa vao, vira co cau xa ra.
Day cac cau xa (1) duoc goi la day khop néu né khdp tai moi vat trung gian.

Dinh nghia 1.1.5 Ddy khdp ngan 1a day khép c6 dang:

0 At g 38

C 0

1.2. Phic va dong diéu trong pham tru cac khéong

gian vecto topo

Trong ph:?m nay, chung t6i trinh bay ve phtc, déng diéu, dbi déng diéu trong
pham trit cac khong gian vecto top6. Tir d6, thu duoc két qua 1a dinh 1y 1.2.6 "
Néu hai phtc tuong duong dong luan thi cac nhém doi dong diéu tuong ting
cta chung déng cau vdi nhau'". Dya vao dinh Iy nay va mot s6 két qua khac nita
duoc trinh bay trong chuong 2, chung t6i chirng minh dugc tinh hgp ly trong
cach dinh nghia ham tir Ext.

1.2.1. Pham tru cac phuc

Dinh nghia 1.2.1 Mgt phiic hgp diy chuyén X cdc khong gian vecto topélaho { Xy, 9, }
gdm cac khong gian vecto topd X, va cac anh xa tuyén tinh lién tuc 9y, : X, —

X,_1, duagc cho theo tat cd cac s6 nguyénn, —oo < 1 < oo, honntra 9,0, 41 = 0.

Nhu vay phitc hop X la day vo tan vé hai dau:
Xivoo =X 94X 1 Xg X1 Xpé -+

Trong do tich ctia hai anh xa tuyén tinh lién tuc noi tiép nhau thi bfing 0. T day
cho dén hét noi dung cua luan van nay, chung ta sé goi phuc hop day chuyén
cac khong gian vecto top6 va cac anh xa tuyén tinh lién tuc 1a phitc (néu khong

co giai thich gi thém).

Pinh nghia 1.2.2 Cho X va X’ la cac phttc, mot bién doi day chuyén f : X — X’
1a mot ho cc anh xa tuyén tinh lién tuc {f, : X, — X/,,n € Z} sao cho 9/, f,, =

fn_19, dbi voi moin.
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Nhu vay bién déi day chuyén f : X — X’ 1a ho cac anh xa tuyén tinh lién tuc
{fu: Xn — X},} sao cho @, f, = f,_19,. Dang thiic cudi twong duong véi diéu
kién biéu do sau giao hoan

an an+1

X =—— Xn—l < Xn < Xn—|—1
o fn fur1
) 0,
! Y y . ndl !
X, e +— Xn—l < Xi’l < XTl—‘rl

Khi d6 16p tat ca cac phitc lap thanh mot pham trt1 vdi ciu xa 1a cac bién déi
day chuyen va ta goi n6 l1a pham tril cic phitc. That vy, ta c6 thé kiém tra céc

diéu kién ctia pham trtt nhu dudi day:

1) Trudc hét, ta thay voi hai phire X, Y bat ki. Dé thay, ho cac anh xa tuyén
tinh lién tuc f = {f,} 1a mot bién d6i day chuyén tir X vao Y, trong d6 f, = 0 :
Xn — Yy, . Do d6, ta ludn xac dinh dugce tap Mor(X, Y) cac cau xa c6 ngudn la X
vadichla.

2) Tich céc bién d6i day chuyén 1a mot bién d6i day chuyén do tich ctia hai
anh xa tuyén tinh lién tuc 1a mot anh xa tuyén tinh lién tuc. Mat khéc, Ta c6 tich
cua cac anh xa tuyén tinh lién tuc c6 tinh chat két hgp nén tich cac bién déi day

chuyén c6 tinh chat két hop.

3) Cudi cting, véi mdi phire X = X, 9, thi ho cac anh xa tuyén tinh lién tuc
1x = {1x, : Xn — Xy} la mot bién do6i day chuyen c6 tinh chat 1x.f = f va
¢.1x = g néu cac tich 1x.f, ¢.1x la xac dinh.

1.2.2. Doéng luan day chuyén

DPinh nghia 1.2.3 Cho céc bién déi day chuyeén f,¢ : X — X' ti phiic X =
{Xy,9,} t6i phic X' = {X/,9)}. Ho cac anh xa tuyén tinh lién tuc s = {s, :
Xy — X 1 tnez duogc goila mot dong ludn diy chuyén giita hai bién doi day chuyén
f, ¢ néu thoéa man diéu kién

a:H_lsn + 5,19y = fn — 8n

Khi do, ta viét: s : f ~ g.
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Nhén xét: Quan hé dong luan day chuyen gitta cac bién d6i day chuyén tir phic
X t6i phitc X’ 1a mot quan hé tuong duong.
That vay, dudi day ta sé kiém tra cac diéu kién ctia quan hé tuong duong:

1) (Phan xa) V&i méi bién déi day chuyén f : X — X’ thi ho cac anh xa tuyén
tinh lién tuc {0 : X, — X/, } chinh la mét dong luan day chuyén 0 : f ~ f.

2) (D6i xting) VGi s = {s,} : f ~ ¢ la dong luan day chuyén gitta f va g thi
—s = {—s,} : ¢ =~ f la dong luan day chuyeén gitra g va f.

3) (Bac cau) Cudi cing néus = {s,} : f ~ gvat =t, : g ~ h thi ta sé c6
s+t={sy+ty:f~h} thaitvaydos: f ~ gvat: g~ hnén theo dinh nghia
ta co

a;+45n + 5,10y ::fh — 8n,
a:,l+1tn + tnflan — gn — hn.
Cong vé véi vé hai dang thiic trén ta dugc
a:fz—kl (sﬂ + tn) + (Sn—l + tn—l)an - fn - hn-
Mat khéc, do tong ctia hai 4nh xa tuyén tinh lién tuc la mo6t anh xa tuyén tinh

lién tucnén s + ¢ : f ~ h la dong luan day chuyén gitta f va h.

Dinh 1i 1.2.1 Néus : f ~ g la dong ludn diy chuyen gitta f,g : X — X' vas' : f' ~
¢’ 1a dong luan day chuyén giita f',¢' : X' — X" thidnhxa f's +s'g: f'f ~¢'gla
dong ludn day chuyen giia f'f,¢'¢ : X — X'

Ching minh. Xét biéu do sau

d d

Xiviie— X, 1 X, Xpoq = - -
X"---<—X’ o' XI o’ X/ - .

: n—1 n n+1

S Sh
Flle

X" ... X! 9" X" 0" X )

: n—1 n n+1

theo gia thiéts = {s,} : f ~ ¢ nén ta co:

sy +s, 10=f—g
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vados' = {s,}: f' ~ ¢ nénta cé:
35,45y 1 = f =
tu do, suy ra

f'f—¢'g=fosu+ f'sy_10+0"s;8+s, 19'g
= 3" f'sy+ f'sn-19+3"s,8 + 57,189
= 0" [fsn + 5,8 + [f'su—1 + 5,180

Mat khac, do tich hai anh xa tuyén tinh lién tuc la mét anh xa tuyén tinh lién
tuc va tong ctia hai anh xa tuyén tinh lién tuc la mét anh xa tuyén tinh lién tuc
nén f's + s'g = {f’s, + s,,¢} 1a mot anh xa tuyén tinh lién tuc. Do do, f's + s'g 1a

mot dong luan day chuyén gitra f'f va g’g, nghia la:
flst+sg:fif=gs M

Pinh nghia 1.2.4 Cho X, X’ 1a cac phtc. Bién d6i day chuyeén f : X — X’ dugc
goi 1a mot tuong duong diy chuyén néu ton tai bién ddi day chuyén i : X' — Xva
cac dong luan day chuyéns : hf ~ 1xvat: fh ~ 1.

Hai phuc X va X’ dugc goi la tuong duong dong ludn voi nhau néu ton tai mot
tuong duong day chuyén f : X — X'. Khi d6 ta viét: X ~ X'.

1.2.3. Cac ham tir dong diéu

Pinh nghia 1.2.5 Cho phitc X = {X,,, 9, }, dong dieu H(X) 1a ho cac khong gian
vecto topo:
H,(X) = Kerdy, /Imad, 1

Khong gian vecto topd thuong H, (X) duge goi 1a khong gian vectd topd dong
diéu thit n ctia phuc X.

Cac phan tir ctia khong gian vecto top6 con C,(X) = Kerd, dugc goi la cac
chu trinh n-chiéu, con cac phan tif cia khong gian vecto topd B, (X) = Imd, 1
dugc goi 1a cac b n-chiéu. Theo cach goi d6 thi H,(X) = C,,/ B, la khong gian
vecto topd thuong ctia khong gian vecto topo cac chu trinh n-chiéu theo khong
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gian vecto topo cac bd n-chiéu. Phan tir cia Hy (X) 1a cac 16p ghép ctia cac chu
trinh ¢ € Cy, thuong dugc viét 1a clsc hay {c}. Ta c6 clsc = ¢ + By,.

Hai chu trinh n-chiéu c va ¢’ cing thuéc mot 16p dong diéu trong H, (X),
nghia 1a clsc = clsc’ khi va chi khi ¢ — ¢’ € B, (X). Khi d6 ta néi c va ¢’ la dong

diéu v6i nhau va viét: ¢ ~ ¢’.
Cho cac phic X = {X,,,9,}, X' = {X],,9,,} va bién d6i day chuyén f : X —
X'. Véi mbin € Z, bién d6i day chuyeén f cdm sinh anh xa tuyén tinh lién tuc
fe = Hu(f) : Ho(X) — Hp(X')
duoc xac dinh nhu sau: v6i moéi clsc = ¢ + 09X, 1 € H, X thi

filelsc) = cls(fu(c)) = fulc) +0'X} 14

Khi d6, véi mdi n € Z ta ¢6 H, la mot ham tir tr pham trit cac phuc véi
bién d6i day chuyeén tdi pham trt cac khong gian vecto topo. Tuong ting mdi
phtic X véi khong gian vecto topd dong diéu Hy (X) va tuong ing moi bién déi
day chuyén f : X — X’ vdi anh xa tuyén tinh lién tuc f. = H,(f) : Hy(X) —
Hy,(X"). Ta goi ching 1a cac ham tir dong diéu. Cac ham tir dong diéu H, la cac
ham ti hiép bién.

Lién quan t6i ham tir dong diéu trong pham trt cac khong gian vecto topo,

ta cling c6 mot s két qua tuong tu nhu trong pham trit modun.
Dinh 1i 1.2.2 Néu s: f ~ g la dong ludn ddy chuyén giita hai bién d6i day chuyen f,
¢ X — X' tir phitc X t6i phite X' thi vdi moi n € Z ta c6:
Hy(f) = Ha(g) : Ha(X) = Ha(X')

Chirng minh. Véi mdi clsc € H, (K) = Kerd, / Imd, 1 thi ta ¢ 9,(c) = 0. Theo
gia thiét clia dinh ly ta c6 s : f ~ g, tir d6 suy ra:

a:H_lsn +85y_10y = fn — 8n
Tac dong vao c ta co:

9115n(c) = fu(c) = gnl(c)
Do d6 fu(c) — gu(c) € Ima, | hay cls(fu(c)) = cls(gn(c)) trong Hy(X').

Vay ta c6 H,(f) = Hn(g). 1
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Hé qua 1.2.3 Néu f : X — X' la mot twong duong diy chuyén thi vdi méi n € Z,
dong cdu Hy,(f) : Hy(X) — Hy(X') la ding cdu.

Chitng minh. Theo gia thiét ta c6 f : X — X’ 1a mot tuong duong day chuyén
nén ton tai bién ddi day chuyén g : X’ — X sao cho

fe=1x8f =1x
theo dinh 1y 1.2.2 ta ¢6 H,(fg) = Hn(1%), Hu(gf) = Hu(1x), Honntta do H, 1a
ham tir hiép bién nén ta c6

Hy(f)Hn(g) = 1Hn(X’)/Hn(8)Hn(f) = 1p,x)

Vay H,(f) la dang cau. B

1.2.4. D6i dong diéu

Cho phuc X = {X;,9,} va G la mot khong gian vecto topo. Tac dong ham
ti phan bién Hom(-, G) lén phttc X ta thu duge phic chi s6 trén dugce ki hiéu 1a
Hom(X, G), gdom cdc nhém aben:

n—1 n
-+ ——> Hom(X,_1,G) LA Hom (X, G) o Hom(X,41,G) —— - -+

trong d6 dong cau 8" : Hom(Xy,, G) — Hom(X, 11, G) dugc xac dinh theo cong
thuc:
" (f) = (=1)" 10541 (f) = (=1)" for.

Dinh nghia 1.2.6 Ddi dong diéu ctia phic X vdi hé s6 trong G la ho cdc nhém
Aben dugc danh sb theo chi s6 trén:

H"(X,G) = H"(Hom(X,G)) = Kerd" /Imd" !

Cac phan tir ctia Kerd" duoc goi 1a ddi chu trinh n—chiéu, con cac phan tu
ctia Imé" ! dugc goi la dbi bd n—chiéu. Cac phan t ctia nhém Hom" (X, G) =
Hom(Xy, G) ciing dugc goi la cac dbi day chuyén n—chiéu. Nhu vay mot doi
chu trinh 7—chiéu la mot 4nh xa tuyén tinh lién tuc i : X, — G sao cho hd = 0.
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Cho X va X’ 1a cac phuc va f : X — X’ 1a bién d6i day chuyen. Tac dong ham
tt Hom(-, G) vao f cdm sinh nén bién déi day chuyén
f*: Hom(X',G) — Hom(X,G)
Ham t& Hom(-, G) dat tuong ting moéi phire X vdi phitc Hom(X, G) va moi
bién déi day chuyen f vdi bién d6i day chuyén f* 1a mot ham tir phan bién tur
pham trti cac phiic véi chi s6 dudi t6i pham trti cac phitc véi chi s6 trén. Tir d6,

voimoéin € Z,H" = H"(—,G) 1a ham tir phan bién tir pham tru cac phuc véi

bién déi day chuyén tdi pham tru cac nhom Aben.

Dinh 1i 1.2.4 Néus : f ~ g lamét dong luin diy chuyén giita hai bién déi day chuyén
f,g: X — X' thit: f* ~ ¢* la dong ludn diy chuyeén giiia cdc bién doi day chuyeén
f*, ¢ : Hom(X',G) — Hom(X,G). Trong do t = {t"} vgi " = (—1)"s*

n—1-

Chirng minh. Theo gia thiét s: f ~ ¢ 1a mot dong luan day chuyén gitra hai bién
déi day chuyen f,g: X — X'. Theo dinh nghia dong luan day chuyeén ta c6

a:H_lsn +8,-19n = fu — &n
tac dong Hom(-, G) vao dang thiic trén ta thu dugc

Sp0ut1 + sy 1 = fi — &n

& (=) sp0" + (-1)"0" sy g = fi — 8

batt = {t"} v6i " = (—1)"s’_; thitaco

tn+15/n _|_5nf1tn — f* _g*

n n

Tordotacot: f* ~ ¢* la dong luan day chuyen gitta f* va ¢*. B

Ménh dé 1.2.5 Néu X va X’ la hai phitc tuong dvong dong ludn thi cic phitc nhém
Aben Hom(X, G), Hom(X', G) ciing twong duong dong ludn.

Chirng minh. Theo gia thiét ménh dé thi X ~ X/, khi d6 ton tai cac bién d6i
day chuyeén f : X — X' va g: X' — X va cac dong luan day chuyén

s:gf ~1xvat: fg~1%.
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Ta tdc dong ham tr phan bién Hom( - , G) vao céc bién déi day chuyen f
va g cdm sinh nén céc bién déi day chuyén f* : Hom(X',G) — Hom(X,G)
va g* : Hom(X,G) — Hom(X',G). Theo dinh ly 1.2.2 ta c6 cdc dong luan day
chuyén

u:(8f)" ~ (1x)" vaw: (fg)" ~ (Ix)".

Do Hom(-, G) 1a ham ttr phan bién nén ta c6

u: f*g* = 1H0m(X,G) vauv: g*f* = 1Hom(X’,G)'

Do dé ta ¢c6 Hom(X, G) ~ Hom(X’, G). &

Dinh 1i 1.2.6 Néu X, X' 1a hai phiic tuong dwong dong ludn thi vdi méi n € Z ta co
ding cdu nhém giita cdc nhom dbi dong dieu H"(X,G) = H"(X', G).

Chirng minh. Do X va X’ 1a hai phtc tuong duong dong luan theo ménh de
1.2.5ta c6 Hom(X,G) va Hom(X’', G) 1a hai phuc tuong duong dong luan. Theo
hé qua 1.2.3 suy ra H*(X,G) = H"(X',G). &
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Chuong 2

Ham tu Ext trong pham tru cac

khong gian vecto topo

Trong chuong nay, trudc hét ching t6i trinh bay vé khong gian topo thuan
nhat, anh xa chinh quy, vat xa anh tuong débi va vat tu do tuong dbi. Tir d6,
ching minh duoc "tinh dii nhiéu ciia cic vt tu do tuong dbi sinh bdi cdc khong gian
vecto topd" qua ndi dung dinh ly 2.1.13. Cubi cting, ching tdi trinh bay cach xay
dyng ham tir Ext trong pham trti cac khong gian vecto topo bang phép gidi xa
anh tuong doi.

2.1. Khéng gian topo thuan nhat va anh xa chinh

quy

2.1.1. Khéng gian top6 thuan nhéat

Dinh nghia 2.1.1 Mot tap hgp X khéac rong, trong dé cd dinh mot diém goi la
diém gbc va ki hiéu 1a 0, dugc goi la mot khong gian thudn nhit néu c6 mot phép
nhan ngoai tir truong s6 thuc R vao X nhu sau: R x X — X : (r,x) — rx théa

man cac diéu kién: v6i moi x € X va moi so thucr, s ta co:
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1)0x=0
2) (rs)x = r(sx)

3) 1x = x.

Tur dinh nghia khong gian thuan nhat ta théy, voimoi A € R thi A0 = 0. That
vay:
A0 =A(0.0) =(A.0)0=0.0=0

Ngoai ra, néu A la tap con khac réng ctia khong gian thuan nhat X va A déng
kin vdi phép nhan ngoai, thi A ciing 1a khong gian thuan nhét va ta goi n6 la

khong gian thuan nhat con cta X.

Vi du 2.1.1 1) Moi khong gian vecto déu 1a khong gian thuan nhét.

2) Cho tap hgp X = {a, b, 0}. Ta dinh nghia phép nhan ngoai tu R vao X nhu
sau: voimoi r € IR, ta datra = a, rb = b, r0 = 0. Khi do X la mét khong gian
thuan nhat nhung khong phai 1a khong gian vecto.

Trén khong gian thuan nhat X ta dinh nghia mot quan hé ~ nhu sau: Vi moi

x1,%y € X thix; ~ x néucésé r # 0sao cho x; = rxs.
Ménh deé 2.1.1 Quan hé ~ la mot quan hé tuong duong.

Chirng minh. Ta kiém tra cac diéu kién cia mot quan hé tuong duong:

1) Phan xa: Ta c6 x = 1.x nén x ~ x.

2) béi xung: Néu x; ~ xp thita c6 s6 r # 0 sao cho x; = rxp nhan vao hai vé
ctia dang thirc véi r~! ta ¢ r~1xy; = x suy ra xp ~ xy.

3) Bac cau: Néu x1 ~ xp va xp ~ x3 thi cé cac s6 7,5 # 0 sao cho x; = rx; va
Xp = sx3.Suy ra x; = r(sx) = (rs)x nén x1 ~ x3.

Vay ~ la mét quan hé tuong duong. B

Khi d6 quan hé ~ thuc hién mot sy phéan 16p trén khong gian thuan nhat X.
V&i mbi x € X, 16p cac phan tir ciia X quan hé ~ véi x dugc ki hiéu la X va dugc
xac dinh nhu sau:

{yeX|IreR :y=rx} =R*xval = {0}

X
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vOi mo6i mot 16p X; khac 16p 0 nhu trén ta chon mot dai dién va ki hiéu 1a e;. Nhu
vay
X = JR*|J{0} = |JRei vaR*e; N R¥ej = @ néui # |
iel iel

Ta goi ho {e;};c; 1a mot co s& thuan nhat ctia X. Khi d6 véi moi x € X, ton
tai duy nhat mot i € I sao cho x ~ e;. V&i mbi i ta coi Re; 1a mot duong thang
di qua diém gbc 0 thi X = [J Re; ¢6 thé hinh dung 1a mot ho cac duong thang

iel
dong quy tai 0.

Qua phﬁn trinh bay & trén, ta théy khong gian thuan nhat luén cé6 mot co
s& thuan nhat va hai co s§ thuan nhat ctia ciing mot khong gian thuan nhét c6
cting mot luc luong. Hon nita, néu e = {e;};cr va e = {¢;};cs 1a hai co s& thuan
nhit ctia cting mot khong gian thuan nhat thi voi méi e; € e ludn ton tai gj €&

sao cho ¢; ~ ¢; va nguoc lai.

Dinh nghia 2.1.2 Tap hgp con A ctia mdt khong gian thuan nhat X dugce goi 1a
cdn néu véi moi x thuodc A thita cé Ax € A khi [A] < 1.

Tap hgp con A ctia mot khong gian thuan nhat X duoc goi 1a hiit néu: véi moi
x € X thicd A > 0sao cho: x € pA véi moi u thoa man |u| > A.

Dé thdy, tap can va hut trong khong gian thuan nhat c6 mot s6 tinh chat

tuong tu nhu trong khong gian vecto.

Ménh dé 2.1.2 Cho A, B li cdc tdp con ciia khong gian thudn nhit X va & € R. Khi
do:

1) Néu A la mét tip can thi « A la tip can;

2) Néu A la tdp can thi vdi moi « € K ma |a| = 1thi e A = A. Vdimoi «, B € K
ma || < |B| thi e A C BA;
3) Cho (A;)ier la mot ho cic tdp con cin ciia X thi A = ,ﬂl A; ciing la tdp cin;
ic
4) Néu A la tap hiit thi a A 1o hit;
5) Cho (A;)"_; la mot ho cdc tdp con hiit ciia X thi A = ‘F]l A; ciing la tdp hit;

1=
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6) Néu A la tgp hiit thi 0 € A. Hon nita, néu (ry )y la ddy so khong bi chin trong R
thi

X = U mA
n=1

Dinh nghia 2.1.3 Cho X va Y 1a hai khong gian thuan nhat. Anh xa f : X — Y

dugc goi la dnh xa thuan nhit néu véi moi sd thyc r va moi x € X thi f(rx) =

rf(x).

Tuong tu nhu trong khong gian vecto, qua tac dong ctia anh xa thuan nhat: anh
cta tap can la can; anh nguoc caa tap can, hit tuong tng la can, hat; anh toan
anh cua tap hat 1a hat.

Ménh dé 2.1.3 Cho f: X — Y la dnh xa thudn nhét tir khong gian thudn nhét X vio
khong gian thuan nhat Y.

1) Néu A C Xva B C Y lacin thi f(A) va f~1(B) la cin;
2) Néu B C Y la hiit thi f~Y(B) la hiit;

3) Néu A C X la hiit va f la toan dnh thi f(A) la hiit.

Anh xa thuan nhat f : X = Y hoan toan dugc xac dinh néu biét 4nh ctia mot
cd s& thuan nhét trong X. Ngoai ra, phép hop thanh ctia hai 4nh xa thuan nhat

cling la 4nh xa thuan nhat.

Ménh dé2.1.4 Chof X — Yvi g Y — Z la cdc dnh xa thudn nhit thi gf: X — Z

ciing la dnh xa thuan nhat.

Vidu 2.1.2 1) Cho A 1a mot khong gian thuan nhat con ctia X. Khi d6 4nh xa
nhung i: A — X dugc xac dinh: mdi x € A thii(x) = x € X 1a mot anh xa thuan
nhéat va ta goi n6 1a dnh xa nhing thudn nhit.

2) Cho X, Y la cac khong gian thuan nhat, anh xa 0 : X — Y duoc xac dinh: véi
moi x € X thi 0(x) =0 € Y cling 1a mot énh xa thuan nhat va ta goi no la dnh xa
thuan nhdt tam thuong.

3) Cho f : X — Y la 4nh xa tuyén tinh tir khong gian vecto X vao khong gian
vecto Y thi f 1a anh xa thuan nhét.
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Pinh nghia 2.1.4 Khong gian thuan nhat X dugc goi 1a khong gian topé thuan
nhat néu c6 mot ho Uy khong réng nhitng tap hop con chira diém gbc 0 ctia X

thoa cac tinh chat sau:
T1: Néu Ue Uy, V € Uy, thi tdn tai We Uy véi WC UN V;
T2: Néu Ue Uy thi aU € Ux voi moi a # 0;
T3: Mdi U€ Ux déu 1a can va hut.

Ho Ux nhu vay dugc goi la co sd lin cn ctia diém gbc trong X. Méi tap hop
U thudc Uy dugc goi la mot lan can cta géc trong X hay don gian goi la lan can

trong X.

Vi du 2.1.3 Khong gian vecto top6 1a mot khong gian topd thuan nhat nhung
mot khong gian topd thuan nhét thi chuira han 1a khong gian vecto topo.

DPinh nghia 2.1.5 M6t 4nh xa thuan nhat f : X — Y tir khong gian topd thuan
nhat X dén khong gian top6 thuan nhat Y dugc goi la dnh xa thuan nhat lién tuc
néu véi méi 1an can V € Uy thi ton tai mot 1an can U € Uy sao cho f(U) C V.

Vi du 2.1.4 Cho f: X — Y 1a mot nh xa tuyén tinh lién tuc tir khong gian vecto

topo X vao khong gian vecto topo Y thi f 1a anh xa thuan nhét lién tuc.

Ménh dé 2.1.5 Cho f: X — Y va g: Y — Z la cdc dnh xa thudn nhét lién tuc thi dnh
xa gf X — Z ciing la dnh xa thuan nhat lién tuc.

Anh xa thuan nhét lién tuc thi chua han 14 lién tuc nhung néu anh xa thuan

nhat lién tuc gitta cac khong gian vecto topd ma tuyén tinh thi lién tuc.

Ménh dé 2.1.6 Cho X va Y li cdc khong gian vecto topé. Néu dnh xa tuyén tinh h :
X — Y la dnh xa thudn nhét lién tuc thi h lién tuc.

Chirng minh. Do h 1a 4nh xa tuyén tinh nén dé chitng minh h lién tuc ta chi can
chiing minh h lién tuc tai diém goc.

Goi V 1a m6t 1an can bat ki trong Y. Khi d6 do Uy 1a co s& 1an can ctia gbc
trong khong gian vecto topd nén ton tai lan can V' € Uy sao cho V/ C V. Theo
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dinh nghia anh xa thuan nhét thi ta c6 U’ € Uy sao cho h(U') C V' C V. Vay h

lién tuc. &

2.1.2. Anh xa chinh quy

Dinh nghia 2.1.6 Cho X va Y la hai khong gian vecto topd. Ta goi dnh xa tuyén tinh
lien tuc f : X — Y la mot dnh xa chinh quy néu cd dnh xa thuan nhat lién tuc

'Y — Xsao cho fff=f.

Tir day khi n6i anh xa chinh quy f thi ki hiéu ' 1a chi anh xa thuan nhat
lién tuc tuong ting. Dé thdy moi dong phdéi déu 1a anh xa chinh quy va anh xa
0: X — Y ctung la anh xa chinh quy.

Ménh dé 2.1.7 Cho dnh xa chinh quy f : X — Y, khi d6 ta cd:

1) Néu f la don dnh thi ff = 1x.

2) Néu f la toan dnh thi ff' = 1y.

Chirng minh. 1) Gia st f 1a don dnh. Khi d6 véimoi x € Xtaco: ff/ f(x) = f(x),
ma fladonanhnén f'f(x) = x. Dodé f'f = 1x.

2) Gia st f 1a toan &nh. Khi d6 vdi moi y € Y, ton tai x € X sao choy = f(x).
Do fla anh xa chinh quy nén ff'f(x) = f(x) suy ra ff'(y) = y. Vay ff' = 1y.1
Ménh dé2.1.8 Chof X — Y vag: Y — Z la cdc dnh xa chinh quy.

1) Néu fla toan dnh thi gf- X — Z la dnh xa chinh quy;

2) Néu g la don dnh thi ¢f X — Z la dnh xa chinh quy.

Chirng minh. 1) Do f, g 1a 4nh xa chinh quy va f 1 toan 4nh nén ton tai cac 4nh
xa thuan nhét lién tuc tuong tng f’ va g’ sao cho ff’ = 1y va gg’g = g. Do tich hai

anh xa thuan nhat lién tuc 1a dnh xa thuan nhéat lién tuc nén t'g’: Z — X cung

1 anh xa thuan nhat lién tuc, ta sé chi ra rang f'g’ 1a tuong tng vdéi gf. That vay:

(8N (f's)gf) =8(ffg'(gf) = (88'8)f = &

Hon ntta, dé thiy gf la anh xa tuyén tinh lién tuc nén gf 1a anh xa chinh quy.



29

2) Do £, g 1a 4nh xa chinh quy va g 1a don 4nh nén ton tai cdc anh xa thuan
nhét lién tuc twong ung f' va g’ sao cho ff'f = f va g’g = 1y. Do tich hai anh xa
thuan nhat lién tuc 1a anh xa thuan nhat lién tuc nén t'e’: Z — X cing la anh xa

thuan nhat lién tuc, ta sé chi ra ré“mg t'g’ 1a tuong ung voi gf. That vay, ta co:
(8N)(f'8)(&f) = (&) f (&'8)f = &(ff'f) =gf.

Hon ntta, do gf 1a 4nh xa tuyén tinh lién tuc nén gf 1a anh xa chinh quy. B

Ménh dé 2.1.9 Chof X — Y, g Y — Z la cdc dnh xa chinh quy va Kerg C Imf thi
gf : X = Z la dnh xa chinh quy.

Chung minh. Dof: X — Y, g: Y — Z1a cac anh xa chinh quy nén ton tai cac anh
xa thuannhatliéntucg’ : Z — Yva f' : Y — X théoaman ff'f = fvage's = ¢
Do tich ctia hai anh xa thuan nhat lién tuc 1a &nh xa thuan nhat lién tuc nén f’¢’
la 4&nh xa thuan nhét lién tuc. Ta sé chitng minh, f’¢’ 1a 4nh xa thuan nhat lién

tuc tuong ting vdi ¢f : X — Z, hay (¢f)(f'¢’)(gf) = gf- That vay, xét biéu do :

Xty 3.7
\/
8
y ox oy
g/
8
Z

Voi moi x € X, dit f(x) =y, 8(y) = zvag'(z) =y Do gg'g(y) = g(y)
nén g(y') = z. Mat khac, ¢(y) = z va g tuyén tinh nén g(y’ —y) = 0. Do d¢,
y' —y € Kerg C Imf. Tix d6, ton tai x’ € X sao cho f(x') =y’ —y.Suyra

Y =y+f()=f0)+f(X) = flx+o") = ff f(x+x) = ff(Y)
Suy ra, ta co

(8N (') (gf)(x) =g(ff)(&(2) =s(ff)Y) =8) =z=gf(x)
Vay (¢f)(f'8')(gf) =gf- 1

Ménh dé 2.1.10 Cho X la khong gian vecto topd va A la khong gian con ctia X. Khi
do dnh xa nhing lién tuc i : A — X la dnh xa chinh quy.
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Ching minh. Ta xdy dung anh xai: X — A nhu sau: Vi méi x € X, néux € A
ta dati’(x) = x, néu x ¢ A ta dati’(x) = 0. Dé thdy i’ 1a anh xa thuan nhat (khong
phai 1a 4nh xa tuyén tinh) va ii’i = i. Do d6 dé chitng minh i’ 1a 4nh xa chinh
quy ta chi can chitng minh i’ 1a 4nh xa thuan nhét lién tuc.

That vay, voi moi V € Uy. Do topo trén A la cam sinh tir X nén ton tai lan can
U trén X sao cho V=U N A. Ta c6 véi moi x € U\A ta coi’(x) =0 € V, suy ra
i’(U) C V. Mit khac, ton tai U’ thuodc co s 1an can Uy cta X sao cho U’ € U. Do
d61(U’) Ci'(U) C V. Tir d6 suy ra i’ la anh xa thuan nhat lién tyc. B

Ménh dé2.1.11 Néuf A — B la anh xa chinh quy va co dang phdn tich qua anh la:
fra—lsfa) LB

thi f va i la cdc dnh xa chinh quy, hon nita f la toan dnh va i la don dnh.

Chirng minh. Ta xay dung f : A — f(A) nhu sau: v6i moi x € A dat f(x) =
f(x)vai: f(A) — Blaanh xa nhiing. Dé thay, f 1 toan anh tuyén tinh lién tuc
va ila don anh chinh quy, ta chi con phdi chitng minh f 1a anh xa chinh quy.
That vay, do f: A — B la 4nh xa chinh quy nén ton tai anh xa thuan nhat lién
tuc f': B— Asaocho ff'f=f,dat f' =fi:f(A) — Athi f’1a anh xa thudn nhat

lién tuc. Ngoaira, véimoia € A, ta co:

(fF' F)a) = (ff'if)(a) = (ff'f)(a) = F(f'f(a)) = ff'f(a) = f(a) = f(a).
Vay 7 a anh xa chinh quy. B

2.1.3. Vatxa anh tuong d6i va vat tu do tuong d6i

Dinh nghia 2.1.7 Trong pham tru TVS, khong gian vecto topo P dugc goi la vit
xa dnh néu véi moi toan xa o : X — Y, mdi cau xa f : P — Y thi ton tai mot cau
xa ¢ : P — X sao cho f = o¢. Nghia la ton tai cau xa ¢ dé biéu do sau giao
hoan:
p
s
g

X —=Y
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Ngudi ta da chiitng minh dugc rang, pham tru cac khong gian vecto topo
"khong du nhiéu" cac vat xa dnh. Vi thé, ta dua ra khai niém vat xa anh tuong
dbi va sé chiing minh cac vat xa anh tuong do6i "dd nhiéu" trong pham trui cac

khong gian vecto topo.

Dinh nghia 2.1.8 Trong pham tru TVS, Khong gian vecto topo P dugc goi la vit
xa dnh tuong doi néu véi moi toan xa chinhquy o : X — Y, mdichuxaf: P — Y
thi ton tai mot cdu xa ¢ : P — X sao cho f = 0¢. Nghia la ton tai cau xa ¢ dé
biéu do sau giao hoan:

p
vl

Y

X2~

Pinh nghia 2.1.9 Cho X 1a mo6t khong gian top6 thuan nhat. Mot khong gian
vecto top6 duoc goi 1a vdt tu do tuwong ddi sinh boi X, ki hiéu 1a L(X), néu c6 anh
xa nhing thuan nhat lién tuc jx : X — L(X) c6 tinh phd dung ddi véi moi anh
xa thuan nhét lién tuc f : X — Y, trong d6 Y 1a khong gian vecto top6. Nghia
13, moi 4nh xa thuan nhét lién tuc f : X — Y déu c6 thé md rong t6i duy nhat
anh xa tuyén tinh lién tuc ¢ : L(X) — Y sao cho f = ¢jx. Dang thiic cudi tuong

duong vdi diéu kién biéu dd sau giao hoan:

x5 Lx)

4 A

Y

Ménh dé 2.1.12 Moi khong gian topo thudn nhit X déu co duy nhdt vt tu do tuong

dbi sinh bdi né.

Chirng minh. Cho X 1a mét khong gian topd thuan nhét voi Uy 1a co sd lan
can ctia diém goc. Goi e = {e; };c; 1a mot co sd thuan nhat ctia X thi X = |J Re;.
iel
DPat L(X) = @ Re; c6 cac phan tir 1a cac bd (rie;)ic trong d6 ¢6 hiru han cac
iel
r; # 0 con lai hau hét 1a bang 0. Trén L(X) ta xay dung hai phép toan la phép

cOng va phép nhan ngoai nhu sau:
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e Phép cong @ : L(X) x L(X) — L(X) dugc xac dinh: v6i (rie;)ie; va (sie;)icr
thudc L(X) thi
(riei)icr © (siei)ier = ((ri +si)ei)ier
e Phép nhan ngoai . : Rx L(X) — L(X) dugc xac dinh: v6i (rie;);c; thudc
L(X) vas € R thi

s.(riei)ier = ((s-ri)ei)iel
Ta xay dung anh xa nhing thuan nhét:
jx : X = L(X)

dugc xac dinh qua dnh ctia hé co s& thuan nhat nhu sau: véi méi e; € e, ta dat:
jx(ei) = (x]-)]-el, trong do

| & néuj=i
.X']‘ - 0 A - .
neuj # i
Khi d6 L(X) cing vdi 2 phép toan trén la mot khong gian vecto c6 cd s6 tuyén

tinh 1a jx(e) = {jx(e;) }ier-

Bay gio, ta sé xay dung trén khong gian vecto L(X) mot topo tuong thich voi
cau tric dai s6 dé L(X) trd thanh mot khong gian vectd topd. Ta can xay dung
trén L(X) mot ho gom céc tap con ctia L(X), ki hiéu 1a ¢/} thoa man cac diéu kién
C1,C2,C3,C4. Ho Uy, g6m cac ph:?m t 1a cac tap hop duoc xac dinh nhu sau:

U = jx(U)U(jx(U1) @ jx(U2)) U (jx(U) ® jx(U2) ® jx(Us)) - --
- U (jx(U1) @ jx(U2) @ jx(Us) @ - - - @ jx(Un)) U - -
V6i cac day {U, }%°_; nao do cac phan tif ctia co s& lan can trong khong gian
top6 thuan nhat X.
Ta can chitng minh cac diéu sau:
1) Tap U; théa man diéu kién C2) ctia dinh ly 1.1.8, nghia la v6i U, V la hai

tap thudc U ton tai W € Uy sao cho W C U N V. That vay, néu:

U = jx(Up)U(jx(U1) @ jx(Uz)) U (jx(U1) @ jx(Uz2) @ jx(Usz)) - - -
- U (jx(U1) @ jx (Ua) @ jx(Us) @ - - @ jx(Un)) U - -
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Vo= jx(V1) U (ix(V1) ®jx(V2)) U (jx (V1) @ jx(V2) ® jx(V3)) - --
U (jx (V1) ®jx(V2) ®jx(V3) @ - @ jx (Vi) U -
12 hai tap hop thudc U; . Trong d6 U; va V; 1a cac tap thudc Uy. Vi mdi i, ton tai
W, € Ux sao cho W; C U; NV;. bat:
W = jx(W1) U (jx(W1) ®jx(W2)) U (jx(W1) @ jx(W2) @ jx(W3)) - - -
o U (jx(W1) @ jx(W2) @ jx(W3) @ -+ - @ jx(Wu)) U+ - -
Dé thay, W € U, vaWC VN V.
2) Tap Uy théa man diéu kién C1) ctia dinh ly 1.1.8, nghia la vdi tap U bat ki
thudc U} ton tai W € U} sao cho W @ W C U. That vay:
Vi bat ki U = jx(Up) U (jx(Ur) @ jx(U2)) U--- U (jx(U1) @ jx(Uz) @ - -- &
jx(Un)) U~ - - thudc Uy. Ta xay dung hai tap W', W2 thudc U nhu sau:
W' = jx(U1) U (jx(U1) @ jx(Us)) U (jx(U1) @ jx(Us) & jx(Us)) - -
U (jx(U1) ©jx(Us) ®jx(Us) & - @ jx(Uzyy1)) U

W2 = jx(U2) U (jx(Uz) @ jx(Us)) U (jx(U2) @ jx (Us) & jx (Us)) - - -
- U (jx(U2) ®jx(Us) ®jx(Ue) @ -+ - @ jx(Ugp)) U -

Ta thay W' va W? 1a hai tap thudc U, va hon nita W! @ W2 C U. Mat khac,
theo chiing minh trén ton tai W C W! NW2. Do d6, ton tai W € U} théa man
WaWcW eaw? cU.

3) Tap Uy thda man diéu kién C3) ctia dinh Iy 1.1.8, nghia la moi tap thudc
U; 1a can va hut.

Vi bat ki U = jx(Up) U (jx(U) @ jx(Uz)) U--- U (jx(Up) @ jx(Uz) & - - - &
Uy,) U - - thudc U, ta chung minh U la can va hut.

e Voimoi x € Uthix = j(x1) ®jx(x2) & - @ jx(xn), trong d6 x; € U;
vdi moi i = 1,n. Do U; can trong X nén ax; € U; véi moi |a| < 1, suy ra

ax € Uvoi moi || < 1. Do dé Ula can.

e Voimoi x € L(X) thi x = (r1e1, ez, ,tnen,0,0,---), trong do r; € R

voi moi i = 1,n. Do U; hut trong X va rje; € X voimoii = 1,1 nén ton
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tai a; sao cho rie; € a;U;. Chon &« = Max{ay,ap,- -+, 0y} thire; € aU;
voi moi i = 1,n, suy ra x = (rieq,7ep, -+ ,11€y,0,0,--+) € ajx(Uy) &
ajx(Up) @ - - - @ ajx(Uy) hay x € aU. Vay U la hut.

4) Tap Uy thoa man diéu kién C4) ctia dinh ly 1.1.8. That vay voi moi tap

U = jx(Up) U (jx(Ur) @ jx(U2)) U--- U (jx(Up) @jx(U2) @ ---@Uy)U- -
thuoc U, thi

aU = ajx(Up) U (ajx(Uy) © ajx(Uz)) U--- U (ajx(Uy) S ajx(Uz) & -+ @
aUy,) U - - cing thudc U véi moi a # 0.

Tir 1, 2, 3, 4 ta c6 L(X) 1a khong gian vecto topd c6 mot co s& lan can la Uy

5) jx la &nh xa nhiing thuan nhat lién tuc c6 tinh chat phé dung déi véi moi
anh xa thuan nhat lién tuc f : X — Y, trong d6 Y la khong gian vecto topo.

Theo cach xay dung jx va ho cd s& 1an can trong L(X) dé théy jx la anh xa

nhting thuan nhét lién tuc.

Bay gio ta can ching minh L(X) dugc xay dung nhu trén c6 tinh chat phd
dung dbi véi moi anh xa thuan nhét lién tuc f : X — Y, nghia la can chung
minh véi bat ki Y 1a mot khong gian vecto topo va voi bat ki 4nh xa thuan nhat
lién tuc f : X — Y thi ton tai duy nhat dnh xa tuyén tinh lién tuc ¢ lam cho biéu
do6 dudi day la giao hoan:

X % 1(x)

A

Y
Vi khong gian vecto topd L(X) c6 mot co sd 1a {jx(e;) }ic; nén véi moii € [
dat:

p(jx(e)) = f(ei)

Do biét dugc anh ctia co s& nén ta xac dinh duge duy nhat anh xa tuyén tinh
¢ : L(X) — Y, dé thdy @jx = f. Cubi ciing ta chiing minh ¢ lién tuc, that vay:

V&imoi V € Uy, vi Uy 1a co sé 1an can cta Y thi theo C1 ton tai V; € Uy sao
cho Vi +V{ C V.ViV; € Uy nén ton tai Vo, € Uy sao cho Vo, +V, C Vy. Ca

tiép tuc qua trinh nhu trén ta c6 day {V;}%° cac tap thudc co s& lan can cta Y
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thoa man
Vi+V; CV;1Vi

Tac6:V1+Vy+V3C Vi +Vo+V,CVi+V CV. Tﬁdébéngquyn@pvéi
moi s6 tu nhiénn, ta c6 Vi +Vy + Vs +--- +V,, C V. Do dé:

ViU(Vi+V)U(Vi+Vo+V3)U---U(Vi+Vo+V3+---+V,)U---CV

Mit khéac, do f 1a anh xa thuan nhat lién tuc nén véi mdi i ton tai U; € Uy sao
cho f(U;) C V;, dat

U=jx(Up)U(jx(Uy) ®jx(Uz)) U (jx(Uq) ®jx(Ua) ®jx(Usz))U---U(jx(Up) @
ix(U2) @ jx(Uz) @ - @ jx(Uy))U---

thi U la mot tap thudc co sd lan can caa L(X). Do ¢ la tuyén tinh nén ta co:
p(U) cViU(Vi+Vo)U---U(Vi+Va+---+V,)U---CV
Do do ¢ la anh xa tuyén tinh lién tuc.

Hon nira, vat ty do tuong ddi sinh bdi khong gian topd thuan nhat X 1a duy
nhat theo nghia néu F cling la vat tu do tuong doi sinh bdi X thi F va L(X) 1a
déng xa vOi nhau. That vay, F la vat tu do tuong déi sinh boi X thi ton tai anh
xa nhung thuan nhat lién tuc c6 tinh phd dung véi dnh xa thuan nhat lién tuc
jx : X — L(X); nghia la ton tai duy nhat anh xa tuyén tinh lién tuc ¢ : F —
L(X) sao cho ¢j = jx. Nguoc lai cling ton tai duy nhat 4nh xa tuyén tinh lién
tuc ¢ : L(X) — F sao cho jx = j. Titc 1a biéu d6 dudi day giao hoan

X X 1(x)
. ¢
| %
r ¥

Suy ra ¢¢j = j v6i e : F — F la anh xa tuyén tinh lién tuc. Mat khéc ta
cing ¢ 1rj = j. Hon nita theo tinh phé dung cta anh xa j: X — F di vdi anh
xa thuan nhét lién tuc j : X — F thi ton tai duy nhat anh xa tuyén tinh lién tuc
& : F — F sao cho biéu dd sau giao hoan:

X—LoF

[/

F
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Do tinh duy nhat ctia 4nh xa tuyén tinh lién tuc a nén ta c6

Yp=1p=u

Chung minh tuong tu, ta cing co

o = 11x)
Vay F va L(X) dang xa véi nhau. B

No6i dung dinh ly dudi day khang dinh "tinh dii nhiéu ciia cdc vt tu do tuong
doi sinh bdi cdc khong gian vecto topd".

Dinh 1i 2.1.13 MJdi khong gian vecto topd X ding xa vdi khong gian thuong ciia mot
vdt tu do tuong dbi nao do.

Chung minh.

Goi L(X) la vat tu do tuong débi ctia khong gian vecto topo X voi anh xa nhung
thuan nhat 1a jx : X — L(X). Do jx c6 tinh phd dung d6i véi 1x : X — X nén
ton tai duy nhat énh xa tuyén tinh lién tuc ¢ : L(X) — X sao cho ¢jx = 1x, hay
biéu do sau la giao hoan:

Jx

X % 1(x)

X

Bay gid, ta sé chiing minh X dang xa véi L(X)/Kerg bang cach xay dung cau
xah:X — L(X)/Kergvacauxag : L(X)/Kerg — X théamanhg = 11(x/kerg
va gh = 1x.

e Taxay dung g : L(X)/Ker¢ — X nhu sau: véi moi x¥ € L(X)/Kerg, dat

Trude hét ta chirng minh g dugc dinh nghia nhu trén 1a mot anh xa. That

vay: néu ¥] = X3 thi x; — xo € Kerg, do d6

¢(x1) = @(x2) hay g(x1) = g(x2).
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Hon ntta, do ¢ 1a énh xa tuyén tinh nén g cling 1a 4nh xa tuyén tinh.
Cubi cung, ta sé chi ra g dugc xay dung nhu trén cting la lién tuc. That
vay: voi V la mot 1an can bat ki trong X, do ¢ tuyén tinh lién tuc nén ton
tai 1an can U trong L(X) sao cho ¢(U) C V,do d6 g(U) = ¢(U) C V. Nhu
vay, ta da xay dung dugc chu xa g.

e Taxay dungh : X — L(X)/Kerg nhu sau: vdi moi x € X, dat h(x) = j(x).
Trudce hét, ta sé chitng minh h 1a 4nh xa tuyén tinh. Thay vay, v6i moi
x,y € Xvavéimoia,b € Rtacod: ¢jx(ax + by) = 1x(ax + by) = ax +
by = 1x(ax) + 1x(by) = @jx(ax) + ¢jx(by). T d6 ta cd

jx(ax +by) — [jx(ax) + jx(by)] € Kerg

Suy ra hax + by) = fx(ax + by) = jx(ax) - jx(by) = x(@%) + x(by) =
ah(x) + bh(y). Do d6 h tuyén tinh. Hon nta, do jx 1a thuan nhat lién tuc
nén dé thy h cling la thuan nhét lién tuc. Vay h 1a anh xa tuyén tinh lién

tuc.

e Bay gio, vdi moi x € X, gh(x) = g(h(x)) = g(jx(x)) = ¢jx(x) = 1x(x) = x.
Do d6 gh = 1x.

e Cubi cting, v6i moi x € L(X)/Kerg, hg(x) = h(p(x)) = jx(¢(x)).

Matkhac, tac6 ¢(jx(¢(x))) = @jx(@(x)) = 1x(@(x)) = ¢(x) nén jx(¢(x)) —
x € Kergp. Do d6 jx(¢(x)) = x. Vay hg = 11 (x)/kere- B

Ménh deé 2.1.14 Vit tu do tuong dbi clia mot khong gian topo thuan nhit la vdt xa
dnh tuong doi.

Chirng minh. Goi L(X) 1a vat tu do twong ddi ctia khong gian topd thuan nhat
X v6i j: X — L(X) la 4anh xa nhing thuan nhét lién tuc. V&i moi toan anh
chinh quy ¢ : Y — Z va moi 4nh xa tuyén tinh f : L(X) — Z, trong d6 Y va
Z la cac khong gian vecto topo, ta can ching minh ton tai anh xa tuyén tinh
@ : L(X) = Y sao cho o = f, dang thitc cudi tuong duong véi diéu kién dé
biéu do6 sau giao hoan:

L(X)

Sy

Y ——Z
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Do ¢ : Y — Z la toan anh chinh quy nén ton tai anh xa thuan nhét lién tuc
o’ : Z — Y sao cho ¢’c = 1y. Do d6 ta c6 anh xa thuan nhét lién tuc ¢ = o’ fjx :
X — Y. Do tinh phé dung ctia 4nh xa nhing thuan nhéat jx : X — L(X) nén ton
tai 4nh xa tuyén tinh lién tuc ¢ : L(X) — Y sao cho @jx = ¢. Thé nén trong biéu
do6 dudi day ta c6 tam gidc 1on va tam gidc nho & trén, bén phai la giao hoan ta

can chiing minh tam gidc nho & dudi, bén tréi cting giao hoan:

That vay, do ¢jx = g = 0/ fjx suy racpjx = 00’ fjx = fjx. Khi d6 v&i moi e;
thudc co sé thuan nhat ctia X ta c6
oojx(ei) = fix(e)
T d6 suy ra
o(jx(e) = f(jx(ei))

Nhu vy ¢ va f 1a hai anh xa tuyén tinh tir L(X) vao Y va c6 anh bang nhau
trén co sd nén bang nhau. Vay c¢ = f. B

Ménh dé 2.1.15 Mdi khong gian vecto topd X cam sinh mot day khop ngin:
0 Y — (X)) Z=X 0

trong do i va 7t con la cdc anh xa chinh quy

Chirng minh. Goi L(X) 1a vat ty do tuong dbi sinh béi X va jx : X — L(X) la
anh xa nhing thuan nhét lién tuc. Do tinh phd dung ctia 4nh xa nhing thuan
nhat lién tuc jx : X — L(X) d6i vdi dnh xa 1x : X — X nén ton tai anh xa tuyén
tinh lién tuc 7 : L(X) — X sao cho 7jx = 1x, dang thiic cudi tuong duong véi
diéu kién biéu do dudi day la giao hoan:

XX Lx

7

X
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batY =Kerr thi'Y 1a khong gian vecto topd con ctia L(X), goi i: Kerr — L(X)
la anh xa nhung.

Dé thay 7 1a toan anh chinh quy, i 1a 4nh xa nhting nén ciing la don anh chinh
quy va Imi = Ker7t nén ta c6 day khép ngan:

0 Y —>L(X) X=X 0

Trong do, i 1a don anh chinh quy va 7 la toan anh chinh quy. B

Ménh dé 2.1.16 Trong pham trit cdc khong gian vecto tépd, cho biéu do:

.

X2y Z

Trong do dong dudi la khdp; « la dnh xa chinh quy va A la vdt xa dnh tuong doi,
Hon nita Bf = 0. Khi d6 ton tai cau xa g : A — X sao cho biéu do giao hodn, nghia la
ng = f.

Chung minh. Do « : X — Y 1a dnh xa chinh quy nén & c6 su phan tich qua
anh la:
0 X S n(X) =Y
Trong do6 & la toan anh chinh quy. Mat khac, do f =0vado X — Y — Z
khép nén f(A) C Ker B = a(X). Do d6 ton tai anh xa tuyén tinh

fi A= a(X)
duogc xac dinh nhu sau: v6i moi a € A thi f'(a) = f(a).

Ta thay f cling la lién tuc, that vay véi U la lan can bat ki trong a(X) thi ton
tai lan can V trong Y sao cho U = a(X)N V, lai do f lién tuc nén ton tai lan can W
trong A sao cho f(W) C V. Hién nhién f(W) C f(A) C a(X). Khi d6 ta c6 (W) =
f(W) C a(X)N'V =U. Do d6 f' cling lién tuc.

Nhu vay, ta c6 biéu do:
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Trong d6 @ 1a toan anh chinh quy; f' 1a 4nh xa tuyén tinh lién tuc va A 1a vat
xa &nh tuong doi. Do d6 ton tai cAu xa g: A — X théa man &g = f’. Hon nita,
voi moiace A:
Vayag = f. 1

Ménh dé 2.1.17 Trong pham trit cdc khong gian vecto topd, cho biéu do cé hinh vuong

giao hodn:
X ey, P 7,
.
X, 2y, 2o 7,

Trong do dong trén khdp, dong dudi khop vdi wy la dnh xa chinh quy. X1 la vdt xa dnh
tuong doi. Khi do ton tai cau xa h : X1 — Xp lam cho biéu do trén giao hodn, nghia la
aph = fay.

Chung minh.

Do dong trén khdp nén ta c6 a1 = 0, tac dong g vao thi gja; = 0. Mat
khac, do biéu do giao hoan nén ¢B1 = B2 f. Do d6 B fa; = 0, vay ta c6 biéu do
Xi
&
Yy
f

Trong do6: dong dudi khop; ap 1a danh xa chinh quy; Xj la vat xa anh tuong
dbi va Bafay = 0. Do d6 theo ménh dé 1.1.12 ton tai cau xa h: X; — X sao cho
aoh = faq. Vay ta c6 biéu do duéi day la giao hoan:

X1 a Y1 b Z1
%) B2
X7 Yr Zy




41

2.2. Ham tu Ext trong pham tru cac khong gian vecto
topo

2.2.1. Phép giai xa anh tuong d6i

Dinh nghia 2.2.1 Cho A la mét khong gian vecto topo tuy vy, ta goi phép gidi xa
dnh tuong doi (phép gidi tw do tuong doi) ctia A 1a mot day khdp cac vat xa anh
tuong déi (vat ty do tuong dbi) va cac anh xa chinh quy:

oy d 9
X, X, 1 Xy — > Xg——= A 0

Dinh Iy duéi day khang dinh su ton tai ctia phép giai xa dnh tuong doi.
Dinh 1i 2.2.1 Moi khdng gian vecto topd A déu cé mot phép gidi tu do tuong doi.

Chitng minh. Ta da biét v6i mbi khong gian vecto topd déu cAm sinh mot day
khdp ngan:

ag Bo

Lo A 0

0 Xo

trong do Ly la vat tu do tuong débi sinh béi A va «, Bo la cac anh xa chinh quy.
Lai vi Xy ciing 1a khong gian vecto top6 nén cdm sinh day khop ngan:

aq B1

L Xo 0

0 X

trong do L, la vat tu do tuong dbi sinh bdi X va aq, 1 1a cac anh xa chinh quy.
Bang quy nap toan hoc ta c6 day khép ngan:

Kn ﬁn

0 Xn Ln anl e 0

v&i moi sd nguyénn > 0, trong do6 L, 1a vat tu do tuong doi va a,, B la cac anh
xa chinh quy.
Bay gio ta lap day

an-&-l In 91 do
——=Ly Ly Ly E Ly Lo A

Trong d6 L, 1a cac vat tu do tuong dbi duogc xay dung nhu trén, con

Bo néun=0
an — 2
&y—1Bn néun >1
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Dé ching minh day (1) 1a phép giai tu do tuong ddi ctia A ta can chitng minh

cac diéu sau:

1. Ching minh (1) 1a day khdp. That vay do tinh khép cta day khop ngan
ta co ay, la cac don anh chinh quy va B, la cac toan anh chinh quy v6i moi

n> 0 nén ta co:
Imo, 1 = Im(ayByi1) = Imuy,, = Kerp, = Kera, 1B, = Keroy,
Nghia la Imd,, .1 = Kerd, véi moin > 0. Do d6 day (1) 1a khop.

2. Chung minh 9, 1a anh xa chinh quy v6i moi n. That vay, nhu ta da biét
néuf: X — Y, g Y — Z la cac anh xa chinh quy va g la don anh hoac f
la toan anh thi ta c6 gf: X — Z cting la anh xa chinh quy. Mat khac, lai c6
&1 1a don anh chinh quy va B, la toan anh chinh quy nén a,,_; 8, cting
la anh xa chinh quy véi moi n > 0. Hon ntta, B cting la anh xa chinh quy.

Vay nén 9, 1a anh xa chinh quy v6i moin. i

Theo dinh ly trén, chiing ta da chitng minh duogc sy ton tai ciia phép giai xa
anh tuong dbi. Trong phan tiép theo, chung ta sé chitng minh tinh duy nhéat
clia phép gidi xa anh tuong doi theo nghia hai phép giai xa anh tuong doi bat
ki ctia cting mot khong gian vecto topd déu tuong duong dong luan. Trude hét,

chung ta thiét 1ap hai ménh dé sau

Ménh dé 2.2.2 Cho h : A — B la dnh xa tuyén tinh lién tuc tir khong gian vecto topo
A vao khéng gian vecto topd B bat ki va

n %) 0
X X, — " X, 4 X; s Xy -2 A 0
la mot phép gidi xa dnh twong doi bat ki ciia A.
%, 9 9%
Y:- - Yn Yn—l Yl YO B 0

la mot phép gidi xa dnh twong dbi bat ki ciia B. Khi d6, ton tai cdc dnh xa tuyén tinh
lién tuc
fn: Xy = Ya, n>0

sao cho biéu do sau day la giao hodn
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X X1 e X Xo A 0
lfn lfn—l lfl lfo [h

I, 9 %
Y, Y, 1 cee Y; Yo B 0

Cdc dnh xa tuyén tinh lién tuc f,,n > 0 va h lgp thanh phép bién doi diy chuyén
X =Y.

Chirng minh. Do X la vat xa nh tuong d6 va d) : Yo — Blamottoan dnh chinh
quy nén theo dinh nghia vat xa anh tuong déi, ton tai dong cau fo : Xo — Y

sao cho biéu do sau day giao hoan
do

Xo A 0
lfo lh
9%
Yo B 0

nghia la dj, fo = hoy.

Gia st v6i moi 0 < m < n ta da xay dung dugc cac déng cau fm: Xm = Y
sao cho biéu d6 dudi day giao hoan

d
Xm — Xm-1

lfm lfm—l
O

Yy —— Y1
trongdo f 1 =h,X_1 =AY 1 =B.

Xét biéu do
0 0

Xn —=Xy1—> Xy

lfn—l lfnz
o' o'

Yy —=Y,o 1 —— Yy 2

Vi X, 1a vat xa anh tuong déi, cac dong 1a khép va 9’ 1a anh xa chinh quy nén
theo ménh dé 2.1.17 ton tai 4nh xa tuyén tinh lién tuc f, : X, — Y, sao cho biéu

do trén giao hoan. B

Nhu vay, ta da xay dung dugc bién déi day chuyen tir X vao Y. Ngoai ra,

chung ta co
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Ménh dé 2.2.3 Cho X va Y la cdc phép gidi xa dnh tuong ddi ciia cdc khong gian vecto
topd A, Bua f={ fy, h|n > 0} la cdc phép bién doi diy chuyén tir X vao Y. Khi dé f dong
ludn voi g.
Chitng minh. Ta phai xay dung cc 4nh xa tuyén tinh lién tuc
kn . Xn — Yﬂ+1

sao cho 'k, + k;—10 = f — gn VOi moi n.

Truéchéttadatk_ 1 =0: A = Y,.

Gia st voi n > 0 va gia thiét da xay dung dugc cac anh xa tuyén tinh lién tuc

sao cho
'k + ky—10 = fm — Sm-
Xét biéu do
Xn
£
Yo Y, —2> v,

trong d6 j 1a anh xa tuyén tinh lién tuc

j = fn — 8n —ky—10y

Khi do ta co

Onj = O fu — 0y8n — Ipkn_10n
= a;;fn - a;gn - (fn—l —8&n—1— kn—Zan—l)an
- (a/fn - fn—la) - (algn - gn—la) + kn—Zan—lan
=0.

Do dong dudi khép, 9;, ., ;

tuong dbi nén theo ménh dé 2.1.16 ton tai anh xa tuyén tinh lién tuc

14 anh xa chinh quy, 9},j = 0 va X, la vat xa anh

kn . Xﬂ % Yn+1



45

sao cho
a/kn = ] = fn —8&n — kn_10.

Suy ra
a/kn +ky_10 = fn — n-

Vay f dong luan véi g. B
Tir hai ménh deé trén ta c6 duge két qua sau

Ménh dé 2.2.4 Hai phép gidi xa dnh tuwong doi bit ki ciia ciing mot khong gian vecto
topo A déu tuwong duong dong ludn.

Chung minh. Gia st
O 1 do

X:oo X Xn1 X Xo A 0
va

aéz a/ a/
X' X!, X X| — = X} —= A 0

12 hai phép giai xa anh tuong dbi cta cting mot khong gian vecto topd A.
Khi d6, ton tai cac phép bién déi day chuyen
f={fu:Xn— X;|n>-1}
g={gn: X;, = Xuln > -1}
trongd6 X 1 =A=X—-1vaf 1=91=14.
Khi d6 theo ménh dé 2.2.3 ta c6 gf dong luan voi 1x va fg dong luan védi 1y,

Vay X va X’ 1a tuong duong dong luan. B

2.2.2. Xay dung ham t&r Ext bang phép giai xa anh twong d6i

Dinh nghia 2.2.2 Cho A va B la cac khong gian vecto topo va

oy 0 J
X Xy, X, 1 Xy — > Xg——= A 0

1a phép giai xa &nh tuong ddi ctia A. Phitc thu gon tuong tng véi X la

— EW P) p)
X:--- X, X, 1 X{ — > Xg —=0
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Xét day nira khop
Hom(X,B) : 0 —> Hom(Xg, B) —°— Hom(Xy,B) —— - - -

o Hom(Xy, B) —>> Hom(X,11,B) — - - -

Trong d6, cac dong cAu § = Hom(d,i), vdi i 1a ty dong cau dong nhat cta
khong gian vecto topd B. V&i mbi s6 nguyén duong n, nhém dbéi dong diéu
H"(Hom(X, B)) dugc goi la tich md rong n-chiéu ctia cac khong gian vecto topod
A va B da cho va duoc ki hiéu la

Ext"(A, B).

V6in =1, ta ki hiéu la
Ext(A,B)

va goi no la tich mé rdng cua cac khong gian vecto topd A va B. Ngoai ra ta
cling dinh nghia Ext°(A, B) = Hom(A, B).

Pé ching minh dinh nghia tich md rong nhu trén 1a hgp ly ta phai ching
minh cdc nhém déi dong diéu H" (Hom (X, B)) khong phu thudc vao cach chon
phép gidi xa anh tuong ddi cua khong gian vectd topd A, nghia la néu X’ ciing
la phép giai xa anh tuong ddi ctia A thi

H"(Hom(X,B)) = H"(Hom(X',B)).

That vay, vi X va X’ 1a hai phép gidi xa anh tuong ddi ctia khong gian vecto
top6 A nén theo ménh dé 2.2.4 thi X va X’ 1a tuong duong dong luan, tir d6 suy
ra X va X’ 1a tuong duong dong luan. Tir d6 theo dinh 1y 1.2.6 ta c6 cdc nhém
déi dong diéu

H"(Hom(X,B)) = H"(Hom(X’, B)).
DPinh nghia 2.2.3 Cho A 1a mét khong gian vecto topo cb dinh, ham tir Ext" (A, —)
1a ham tur tif pham tru cac khong gian vectd t6pd dén pham trit cdc nhém Aben

duge xay dung bang cach cho tuong tng:

e MOdi khong gian vecto top6 B véi mot nhom Ext" (A, B).
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e MJdi 4nh xa tuyén tinh lién tuc & : B — B’ v6i mot dong cau
a, : Ext"(A,B) — Ext"(A,B')

ma a.(clsc) = cls(ac) v&i mdi clsc € Ext" (A, B).

Ménh deé 2.2.5 Ham tir Ext" (A, —) la ham tir hiép bién, tiic 1a nd théa man hai tinh
chat:

1) (1g)s = lgxim(a,B)-
2) (aomq ) = (2)« (@)

Ching minh. V§i moi clsc € Ext" (A, B) thi (1g).(clsc) = cls(1pc) = clsc.

Do do
(18)« = 1gxm(aB)
Cho cac anh xa tuyén tinh lién tuc

B

151 (L%

B, By

Khi d6 vdi moi clsc € Ext" (A, B), ta co:
(apaep) s (clsc) = cls(apaic) = (an)«(cls(arc)) = (ap)«(aq)«(clsc).

Vay ham t&t Ext" (A, —) 1a ham t hiép bién. B

Dinh nghia 2.2.4 Cho A la mot khong gian vecto topo cb dinh, ham tir Ext" (—, B)
la ham tr tir pham trt khong gian vecto topd dén pham trti cic nhém Aben

dugc xay dung bang cach cho tuong tng:
e Moi khong gian vecto topd A vG6i mot nhom Ext" (A, B).
e Mdi anh xa tuyén tinh lién tuc v : A’ — A v&i mot déng cau
v* : Ext"(A,B) — Ext"(A’, B)

ma y*(clsc) = cls(c7y) v6i moi clsc € Ext"(A, B).

Ménh dé 2.2.6 Ham tir Ext"(—, B) la ham tir phén bién, titc la nd théa man hai tinh
chat:
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1) (14)* = lgypm(a,p)-
2) (v271)* = (71)*(2)"

Chirng minh.VGi moi clsc € Ext" (A, B) thi (14)*(clsc) = cls(cl4) = clsc.

Do doé
(14)" = Lgxen(a,p)
Cho céc anh xa tuyén tinh lién tuc

T T2
Aq

A

A

Khi d6 voi moi clsc € Ext" (A, B), ta co:
(v271)*(clsc) = cls(cvar1) = (71)*(cls(er2)) = (71)* (72)* (clsc).
Vay ham tir Ext"(—, B) 1a ham tit phan bién. B
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KET LUAN

Sau khi nghién ctru pham tru cac khong gian vecto topo cho viéc xdy dung

ham tir Ext, chting t6i da thu dugc mot s6 két qua sau:

1. Pham trt cac khong gian vecto topo la pham tru tién Aben va chi ra duoc

vi du ching t6 pham tru cac khong gian vecto top6 khong cé tinh Aben.

2. Xay dung dugc khai niém dong diéu, d6i dong dieéu va chitng minh dugc

mot s6 tinh chét cda chiing trong pham tri1 cac khong gian vecto topo.

3. Tap Hom(X, Y) cac anh xa tuyén tinh lién tuc tir khong gian vecto topo
X vao khong gian vecto topd Y la mot nhém Aben. Tir d6, chi ra duoc
Hom(X, -) 1a ham t{ hiép bién va Hom(-, Y ) la ham t&t phan bién.

4. Pua ra cac khai niém khong gian thuan nhét, anh xa thuan nhat, khéng
gian topo thuan nhat, toan tr chinh quy va xay dung mot s vi du minh

hoa ctiing nhu nhan xét mot s6 tinh chat cta chung.

5. Pua ra cac khai niém vat xa anh tuong déi, vat tu do tuong ddi. Sau do6
ching minh dugc "tinh dii nhiéu cia cdc vt ty do tuong doi" tit d6 dan dén
tinh di nhiéu ciia vdt xa dnh tuong d6i nhd ménh dé 2.1.12, Dinh Iy 2.1.13 va
ménh deé 2.1.14. Trén co s& d6, xdy dung dugc ham t Ext.
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