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LOT NIA XUAT BAN

B sdch Bai tip va 1oi gidi Vit Iy gom bay cuon:

1. Cohoc

2. Cohoc Lugng tir

3. Quung hoc

4. Nhiét dong liec hoe & Vit ly th(fng ké

3. Didn tir hoc

6. Vauly Neuyén i, Hat nhan va Cac hat co ban

7 Var ly chdr rdn. Thuyét twong doi & Cdce van dé lién quan

Day la Iuyé'n 1Gap g(inz 2530 baii tdp diroc lira chon kT ludng e 3100
dé thi vao dai hoc va thi tuyén nghién ciru sinh chuyén nginh vdt Iy cua
7 truong dai hoc noi Iiff;ng o My (Dai hoc California ¢ Berkeley, Dai hoc
Columbia, Puai hoc Chicago, Vién Cong nghé Massachusetts (MIT), Dai
hoc Bung New York o Buffalo. Dai hoc Princeton, Dai hoc Wiscosin).
Trong 6 nay con co cdac dé thi trong chirong trmh CUSPEA va cde dé
thi do nha var Iy doar giar Nobel nguei My goe Trung Quoce C. C Ting
(CCTy soan dé myén chon sinh vién Trung Quoc di du hoc o Hoa Ky.
Nhitng dé thi nay dwoe xudt ban kém theo o giai cria hon 70 nha var Iy
¢o uy tin cua Trung Quéc va 20 nha vit ly néi tiéng kiém tra, hiéu dinh.

1dt ca cde cuén sach trén da duoe 1di ban, riéng cudn Pién tir hoe da
dieoe tai ban 6 lan.

Diém dang heu y vé bg sach nay Ii né bao qudt duoe moi van dé
cria vt Iy hoe. e 6 dién dén hién dai. Bén canh nhitng bai 1dp don gidan
nham khdc sdu nhitng khai niém co ban cua Vit ly hoc, khong can
nhirng cong cu toan hoc phike tap cting giai duge, bo sach con co nhzrng
bdi 1dp khé va hay, doi hoi phai ¢ kién thiee va ne duy var ly sdu sdc voi
cae phirong phap va kT thudl toan hoc phuc tap hon maéi giai dige. C6
thé noi day la mor 1ai liew b6 sung vé gia cho sdch gido khoa va giao
trinh dui hoe nganh ver 1y, phue vu mot pham-vi doi teong rat réng, 1
cac gido vien var IV phé théng, giang vién cdc trieong dai hoe cho dén
hoc sinh cac lop chuyén Iy, sinh vién khoa vt Iy va sinh vién cac lop 1ai
ning cua cdac (rieong dai hoe khoa hoc tie nhién, ddc biét la cho nhitng ai
muén du hoc o My,

Nha xudat bun Gido duc Viét Nam tran trong gioi thiéu bo sdch o1
doc gia

NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM



LOI NOI PAU

Lam bai tdp la mét viéc tdt yéu va quan trong trong qud trinh hoc
Vit by nhdm ciing cé Iy thuyét da hoc va trau doi ki nang thuc hanh. Trong
cuon Pién tir hoc c6 440 bai tdp va loi gidi: tinh dién hoc (108 bai),
truomg tir tinh va truong dién tir chudn dimg (119 bai), phdn tich mach
dién (90 bai), cdc séng dién tir (67 bai) va thuyél tuomg doi, tuomg tdc
hat - triecong (56 bai). Hau hét cdc bai chon dua vao cudn sdch nay déu
phit hop voi chwong trinh vat ly bdc dai hoc va sau dai hoc cua chuyén
nganh Dién tie hoc. Ngodi ra, mot s6 két qua nghién ciru gan déy ciing
duege diea vao cuon sdch ndy, nham giip nguoi hoc khong chi ndm bat Iy
thuyét co ban ma con cé thé vén dung kién thirc co ban mét cach séng tao
vao viéc hoc tdp va nghién cuu.
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2 Bai tdp & loi gidi Pién tir hoc

1. CAC DINH LUAT CO BAN CUA TINH DIEN (1001-1023)

1001
Mot phén b6 dién tich tinh sinh ra mét dién trurdng xuyén tam

e—br
E=A—=e,,
r

trong dé A va b la cic hing sb.

(a) Hay xac dinh mit d6 dién tich 1a bao nhiéu. V& phac dd thi cta né.

(b) Tinh dién tich toan phﬁn Q.
(MIT)

Ldi giai:
(a) Mét d6 dién tich dugc tinh theo phudng trinh Maxwell 1a
p=V-D=¢V-E.

VIV .uv=Vu-v+uV-v,taco
V-E:A[V(e_b’)~:—;+e_brv-(E)}.

St dung ham Dirac §(r) véi cac tinh chat sau

8(r) =0 véi r#0,

=00 V8 r=0,

Ta co ) !
OREORACHIE
T r T
Suy ra
be—br
p=¢c0A | — Ter e + Ame ™" §(r)
EOAb —br

2 € + 4meg A 6(r) .

Do dé su phan bé dién tich bao gdm mét dién tich duong 4meg A & gbe toa dé
va mdt phan b dién tich 4m déi xing cAu trong khéng gian bao quanh, nhu
duoc chi ra trén hinh 1.1.



Tinh dién hoc 3

pr)

\
imepAbir)

_5 -';b For
r

.
N

Hinh 1.1 /

(b) Dién tich toan phan la

o= [ v

toan khéng gian
0 gqdbe=t"
= - f 2 -dmridr + f dmen A (r)dV
0 T
tnan khong gan

dregAle 7T + dmepA
= —4mweggAd + dmegA = 0.

Cilng c6 thé sir dung dinh ly théng lugng Gauss

@ = lim goE - dS
r—Q g
- Ae—-br
= lim 22 2 - 4qrr?
roeoc T
= lim 4megde ¥ =0,
r—oc

~ n h ’ . T T ~
ta cung nhan dugc két qua trung vai 1oi giai trén.

1002

Gia thiét ring, thay vi dinh luét Coulomb, bing thuc nghiém nguoi ta tim
dudc lic gitta hai dién tich bat ki ¢; va ¢; 1a

Fi = qigz (1 - v’ﬂ?"l-z]
12 = A ! 2 Er




4 Bai tdp & [&i gidi Pién tir hoc

trong dé o 14 mét hang s,
(a) Hay tim dién trudng E.thich hop bao quanh mét dién tich diém g4.

(b) Chon mdt dudng bao quanh dién tich di€ém nay va tinh tich phan duong
# E - d1. Hav so sanh vdi két qua tuong tu suy ra t dinh luat Coulomb.
: b & ¥ !

() Tim $ E - S trén mot mat cau ban kinh r, ¢ dién tich diém dat tai
tam. Hay so sanh voi két qua tuong wy suy ra tr dinh luat Coulomb.

(d) Ldp lai (¢) vdi ban kinh 7, + A va tim ¥ - E tai mét khoang cach r
tinh tir dién tich diém dé. Hay so sanh vai két qua wong tu suy ra tir dinh luat
Coulomb. Chu y rang A 1a mdt dai lugng nho.

(Wisconsin)
Loi giai:
(a) Hién trudng bao quanh diém dién tich ¢ 1a

E' - i ] * Ferr e
iry — 1 —11 =~ vurdes,
e re

& déy r 1a khoang cach gitra mét diém wong khang gian véi dién tich diém 4
va e, la vectd don vi ¢d hudng tr q toi dhiém khéng gian do.

e,
o 9

~r
ar

Hinh 1.2

{b) Nhuta thﬁy trén hinh 1.2, doi voi ducng khep kin L, wa um dude
il P By = ol LS f:'] — r.f."
va

q 1
$E-dl=¢ 2 —(1 arir

g1 '1?!':'.'_] "

[0 2 fa)] o



Tinh dién hoc

5
T dinh luidt Coulomb F; = ﬁ#em, ta nhin dugc dién trudng cia
dién tich diém
q
E(r) = —
(r) = 477€or2

Hién nhién, ta co

%Etdlro.
L

Nhu vay, két qua tinh theo dinh luat Coulomb ciing gidng nhu két qua cua bai
tdp nay.

(c) Lay S la mot mat chu cé ban kinh 71 vdi dién tich ¢ nim o tAm cda nod.
binh nghia yeu 6 bé mat dS = dSe,, ta co

iEAdS:}{LiFOTz(l—\/—rI )dS

L0 - Jary).

0

T dinh luédt Coulomb va dinh ludt Gauss ta nhan dugc

fE-dszi.

g0

Nhu vy, hai két qua sai khac nhau mét lugng £, /ar

(d) St dung két qué cna (¢), tich phdn mit tai r; + A 1a

?{E-dS:;—O(l—\/a(rquA)).

Xét thé tich V' duoc gidi han bai hai mat cdu S; va S, ¢6 ban kinh tuong ung
lar—=ryvar=ry+ A. Theo dinh ly dive cua Gauss, ta ¢

j{ E-dS:/V‘EdV.
51452 !

Vi hudng clia vectd dS trén S; va S, déu hudng ra ngoai thé tich 1, trong
triuong hop A nho, ta ¢

\I_Q

(v

. [—\I/a(m + A+ \/Eﬂ

Ty 89 A B,



6 Bai tdp & loi gidi Dién tir hoc

- A 2 2 YA R ’
Khi & <1, ta ¢6 thé ldy gin dung

AN" A
1+— ) =1+n—.
Ti T

Nhu vay ta nhan dugc

Miit khac, dinh lugt Coulomb c6 thé cho dive ctia dién truong do mét dién tich
diém q sinh ra la

V. E(r) = %6(1‘).

1003

Cac dién tich tinh dugc phan b doc theo truc z (mét chiéu) trong ving
—a < 2’ < a. Mat d6 dién tich la:

p(z') dbivéi |z'|<a

0 déivei |z|>a.

(a) Hay viét biéu thic thé tinh dién &(z) tai mot diém z trén truc toa do
theo p(z'). '

(b) Tim khai trién da cuc cho thé ning dé trong viing > a.

(¢) Dbi v6i méi cAu hinh dién tich di cho trong hinh 1.3, hay tim
(i) Dién tich toan phén Q = [ pdz’,
(i) Mémen ludng cuc P = [ z'pdz’,
(iii) Mémen tif cuc Qg = 2 [ ?pdr’,
(iv) $b hang chinh (trong chudi liy thita ctia 1/x) cla dién thé & tai
diém z > a.
(Wisconsin)



Tinh dién hoc

I i *
(L z'=10 T
- +q
11 o . ®
o r=-% = § i
1l % - T
(1) 7= . ¥ =3 2
Hinh 1.3
Loi giai:
(a) Thé tinh dién tai mét diém trén truc z la
1 @ pla
lr) = A ), dr'.
dmeg J_o |z — Z')
(b) PSi v8i 2 > a,a > ' > —a, ta cb;
1 1 N 2 N i N
le—a'| &« 2 Z8

Do dé khai trién da cuc cia ®(r) la

a i i (R a I A d2
B(r) = — U ”(I)dr.%/ ”(;)Idx'+/ "(xxf dz’ +

dmeg a & a a

() CAu hinh dién tich (I) c6 thé biéu thi bing
plx’) = gé(x)

" k. Py k. 5 5 -
nén doi vdi cau hinh nay, ta co

) Q—g: (i) P=0: (ill) Qu=0; (iv) &)= —

T dmegr
CAu hinh dién tich (II) cé thé biéu thi bing
N o’ a " ’ a
plz') = —qé(x + f}) +qo(x - 5) ;
nén doi vai cAu hinh nay
i s s L B qa
(i) @Q=0; (ii) P=ga; (i) Qpu=0; (iv) ®z)= HiegR

2DIEN TUHQC



3 Bai tap & lai gidi Pién tir hoc

CAu hinh dién tch (1) ¢6 thé biéu thi bing

; < i) a’ T
pla’] = qd(t - E) + q.ﬁ( E) — 2q0{2").

ncn doi vdi cau hinh nay

_ o -~ qir”
qy Q=00 i) P =0 (i) Q. — gt (iv) fI)[_,r)—-!-

fais B |,.|"':{

1004
Hai tam c6 kich thudc vé han dong déu ¢é mar dé dién tich 1 o va & giao
nhau tao thanh goc vuong. Hay tim dé lon va huéng cua dién trudng o moi
"¢l va vé phac cac duong stic cta dién trudng nay.
(Wisconsin)

+ -

Y

[ )

Hinh 1.4
Lai giai:

Dau tién ching ta hiy xét tAim co kich thude vé han voi mat do dién tich
<. D6 16n clia dién truong gay boi thm dé tai diém bat ki wong khéng gian
la :

t’ — o
.2:'1_|
Hu‘clng cua dién trudng la vudng goc voi bé mat clia tAm tich dién. Dbi vai hai
tAm truc giao vai nhau c6 dién tich +o, su chéng chip cac dién trudng cia
chiing sé cho két qua sau:

/o
(VLA
J"_ =

2eq
Hudng cia E co thé thay trén hinh 1.4



Tinh dién hoc

1005

Dinh luat Gauss sé khong c6 hiéu luc néu nhu

(a) ¢6 cac don cyc tuf,

(b) dinh luat u 1& nghich véi binh phuong khodng cich khéng hoan toan
dung,

() tbc dd anh sdng khong phai 13 mét hing sb phé quat.
€cCT)
L3i giai:

Cau tra 10i 1a (b).

1006
M6t dién tich s& dugc giit § trang thai c4n bing bén
(a) bdi mot trusng tinh dién thudn tuy,
(b) bdi mét luc co hoc,
(¢) ca (a) va (b) dédu khong ding,
CCT)
Lai giai:

Cau tra loi la (o).

1007

Néu P 13 mét vecto phén cuc va E 1i dién trudng thi khi do trong phuong
trinh P = oE, thi néi chung « 1a
(a) vo hudng, (b) vectd, (c) tenxd.
€CT)
Lai giai:

Chu tra loi 1a (c).



10 Bai tdp & lai gidi Pién tit hoc

1008

(a) M&t vanh tron ban kinh R mang dién tich toan phan la +Q phan bé
ddong déu. Hay tinh dién truong va dién thé tai tdm cia vong tron do.

(b) Xét mdt dién tich —Q chi duge phép trugt doc theo truc cia vanh tron.
Hay ching t6 ring dién tich d6 sé thuc hién mot chuyén dong diéu hoa débi
vdi nhitng dich chuyén nhoé vudng géc voi mit phiang cia vanh tron.

(Wisconsin)

Loi giai:
Hay lay truc z ndm doc theo truc ctia vanh tron nhu trén hinh 1.5, Dién
trudng va dién thé tai tim cia vong tron dude tinh bai biéu thic sau

Q@
E=0, ¢p=—— .
£ 4'JT-E(JH
+Q
P
= z
-Q
Hinh 1.5

Dién truong tai mot diém £ trén truc z a

Q=

= T
dmeg(R? + 22)3/2

E(z)

Khi d6, mot dién tich 4m —Q tai di€ém P chiu tac dung cla mét luc 1a

Q%
2 TR
dngo{ B? 4 £2)¥/+

Vix <« R, suyra F(z) x z, do dé — () sé thuc hién mdt dao déng diéu hoa.



Tinh dién hoc o 11

1009

M6t luong dién tich ¢ dude trai déu trén mée 10p bé mat cia mét dia co
ban kinh 13 a.

(a) Diing cac phuong phap sd cip dua trén phin bé débi xing theo goc
phuong vi clia dién tich dé tim dién thé tai mot diém bt ki trén truc dbi xitng.

(b) Dua vao ciu (a) hay tim biéu thitc ctia dién thé tai mét diém bat ki
r(/r| > «) nhu mot khai trién theo cac ham diéu hoa goc.

{(Wisconsin)
Lai giai:

(a) Lay cac truc toa dé nhu wén hinh 1.6 va xét mdt hinh vanh khuyén
dudc tao bdi 2 duong tron cd ban kinh 1a p va p + dp & trén dia. Dién thé tai
diém (0.0, z) do hinh vanh khuyén sinh ra duge tinh bdi

1 q 2mpdp
(i-,.?_ 4 E-_—'—_B-T—— =
mep waT Sp? 4z
LAy tich phan, ta sé nhin dude dién thé do toan bd dia sinh ra

e =/" q pdp
0

Irega? /2t 22

— (Va2 -2l

Hinh 1.6

(b) Tai mét diém c6 |r| > a, ap dung phuong trinh Laplac V%o = 0 véi
nghiém
'wj('r.f?) = :\,'_: (ﬂ-n?"“ i '————Titl)}'}n (CUS 0.
n—
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Vi p — 0dbivéi r — oo, nén ta c6 a, = 0. Tai nita khéng gian trén, z > 0,
dién thé & trén truc 13 p = (r,0). Vi P,(1) = 1, tacb

oo

bn
LP(Ta 0) = Z T"+1 *

n=0

Tai nita khong gian dudi, z < 0, dién thé & trén truc 1a v = p(r,7). Vi
(-1)=(-1)" néntacd

00 bn
i.p(?‘, ﬂ-) - Z(_l)" rntl
n=0

St dung két qua clia (a) va chu y rang déi voi mét diém trén truc || =
trong truong hop z > 0 ta co

[o o]

E _|_ 2 _
= r
T 1 47( an

Tuy nhién, vi

phuong trinh trén trd thanh

o0

oo
S - z%
rntl 27r50a —

n=0

l\Jl""

Dfioeensy
T

” P 3 s ~ N ’
So sanh hé s6 cua cac luy thira cta r ta ¢

g 3(3- 1)A..(%—n+1)a2n
2megal n! )

bon—1 =0, bopn=

Do d6, dién thé tai mét diém bat ki r cha nita khéng gian z > 0 dude cho bai
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x L 1
(EELECELER)
(,0(1' 211'600,1;
n—1
X (—) Pon_»(cos6). (z>0).
T

Theo cach tuong tu dbi véi nita khéng gian z < 0, vi (—1)2~2 = 1, ta ¢6

oy = 1 i%(g—n...(g_nﬂ)
27r50an=1 7!l

2n—1
X (E) Pyn_s5(cosf), (z2<0).

r

Nhu vy, ta nhin duge biéu thire nhut nhau coa dién thé tai moi diém ciia
khéng gian, do 13 mét chubi theo da thire Legendre.

1010

Mot dia cach dién méng nhung khéi lugng 16n c6 mat db dién tich mit o
va ban kinh R. C6 mét dién tich diém +Q & trén truc ddi xing ctia dia. Tinh
huc tac dung trén dién tich d6.

(Wisconsin)

Loi giai:

Tham khéo bai tap 1009 va hinh 1.6. Gia sit Q nam tai diém (0,0, z) trén
truc ddi ximg ciia dia. Dién trudng do dia sinh ra tai diém nay 1a

B _L<_Z__ 1)
269 \ Va2 4 22 ’

Suy ra luc tac dung 1én dién tich diém nay la

o z
=QF= 250<1 \/a§+22)'

Do tinh déi xitng, luc nay cé huéng doc theo truc clia dia.



14 Bai tdp & o1 giai Dién tr hoc

1011
Khéi 1ap phuong trén hinh 1.7 ¢6 5 mat néi dat. Mt thit 6 cach dién voi
cac miat khac co dién thé og. Tinh dién thé tai tam cha khoi 1ap phuong.
(MIT)

Hinh 1.7

Loi giai:
Dién thé ¢ tai tim cha khéi 1ap phuong c¢é thé dugc biéu dién nhu mot
ham tuyén tinh cta cac dién thé cta ca 6 mat, nghia la

Pe = thﬁbt f

trong do C; 1a cac hing so0. Vi ca 6 mit cia khébi lap phuong déu cé vi tri hinh
hoc nhu nhau dbi véi tim chia khéi d6é nén cac €, phai ¢6 gia tr gibng nhau,

goi la C. Nhu vay
De = C Z @i .

Néu titng mat rong s6 6 mit dé c6 dién thé ¢, thi hién nhién thé ning tai tam
cling 14 ¢g. Do d6 ' = . Nhung vi chi 6 mét mit ¢6 dién thé 1a ¢ trong khi
cac mat khac ¢ dién thé bing 0, do dé dién thé tai tim 13 ¢g/6.

1012

M6t qua céu ¢b ban kinh R chira mét dién tich ¢, phan bb dong déu khip
thé tich ctia hinh ciu. Hay xac dinh dién trudng & bén ngoai va bén trong clia
mat chu?

{Wisconsin)
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LJi giai:
M4t dé dién tich khéi ctia qua ciu 13

Q

4. p3°
37rR

p:

Liy mit Gauss 12 mdt mat cAu ¢6 ban kinh r ddng tAm véi qua ciu tich dién.
Do déi xitng nén dé 16n cla dién trudng & it ca cac diém cia bé mit dé6 1a
nhu nhau va hudng theo ban kinh ra ngoai. Theo dinh luit Gauss ta c6

fE-dSzi/pdV
€o

Tt dé, c6 thé nhan dude ngay cac bifu thite sau

Qr
E= >
dmepr3 (r= R),
Qr
= — < .
4menR3 (r< B)
1013

Xét mot thé tich hinh ciu tich dién déu cé ban kinh R véi dién tich toan
phin Q. Tim dién trudng va dién thé tinh dién tai tit ca cac diém trong khéng
gian.

{(Wisconsin)

Ldi giai: _
Duing két qua cta bai tap 1012, ta ¢

Qr

= — <
! 47T€0R3 ’ (?‘ - R)
Qr
Ey=—"—— >
2 47'(607‘3 ) (7" = R)

va mbi quan hé giita cudng d6 dién trudng tinh dién va dién thé s& 1A

¢(p)=/pwE~d1,
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Tir d6, ta nhan duge

R oo
gol(r)z/ E1-dr+/ E - dr

R
/” Qrdr * Qdr

4eg B3 n Ameyr?

Q [,
:8weoé(d—ﬁ (r<R).

@2(r):/mE2-dr: @ (r > R).

dmweor

1014
D1 v6i mét qua ciu tich dién déu ¢6 ban kinh R va mét do dién tich p,
(a) dung dinh ludt Gauss dé€ tim dang ciia vectd dién trudng E & ca bén
trong va bén ngoai qua cau.

(b) tir E hay tim dién thé ¢ khi sit dung diéu kién ¢ — 0 khi 7 — oc.
(Wisconsin)

Lai giai:
(2) Tuong ty nhu bai tap 1013.

(b) Sit dung két qua cla bai tdp 1013, ta co

3
voi 'r>R,d>:Rp,
3€0T
- . pR3 r?
R .o¢g="—(3-—=]).
voi r< ¢ 650< R2.>
1015

Trong trang théi cin bang, mdt 1dp vé din dién hinh cauy, ban kinh trong

a, ban kinh ngoai b, c6 mét dién tich ¢ dugc giit ¢6 dinh ¢ tAm va mét mat dd

dién tich o phan bd déu & mit ngoai. Hiy tim dién trudng cho tit ca cac gid
tri » va dién tich & mét trong ctia 16p din dién dé.

(Wisconsin)
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Lai giai:
Su can bang tinh dién doi hoi ring toan bé dién tich trén bé mat bén trong
cua 18p déan dién phai bang —¢. Sau d6 sit dung dinh ludt Gauss, ta nhan dugc

E(r)= 1 e, dbivéi r < a,
dmeqgr?
E=0 ddivoia <<,
1 47xb’o ab? ‘
E = - = , doivdir>b.
() 4rey 12 cor? ’
1016

Mot qua ciu din dién rin ban kinh r; ¢6 mét dién tich +Q. Qua cu nay
dudgc bao boc bdi mdt qua cau dan dién réng 6 ban kinh trong r, va ban kinh
ngoai r3. Hiy st dung dinh Iy Gauss dé€ tim nhitng biéu thitc cho cac trudng
hdp sau:

(a) Dién trudng bén ngoai clia qua ciu ngoai.
(b) Pién trudng giita cac qua cau.

(c) Lap mét biéu thite cho dién thé cta qua ciu bén trong. Khdng cin thiét
phai lay tich phéin.

(Wisconsin)
L3i giai:

Do su can bang tinh dién; bé mat trong clia qua ciu din dién réng mang
mot tong dién tich 1a — ¢, trong khi mit ngoai ctia né ¢6 tdng dién tich 1a +).
St dung dinh luit Gauss

Q.
7{ E dS= 2"
k]

€0

trong d6 Q4. 1a téng dai s6 clia tit cd cac dién tich duoc bao boc bai mit kin
s, ta nhan dugc

(a) E(r) = He%;ger (r > r3)
(b) E(I’)=4—Q—Zer (ro >71>m1)

mEQT
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(c) S dung biéu thitc dbi véi dién thé (p) = [ E - d, ta tim duge dién
thé cha qua ciu bén trong 1a

7 Q > Q
= —< _d dr .
lrs) _/; 4dmegr? r+/; 4megr? ’

3

1017

Bén trong cua mét vo kim loai hinh ciu da ndi dit (ban kinh trong 1a R,
va ban kinh ngodi 13 R,) chita ddy dién tich khdng gian phin bd déu véi mat
dd dién tich p. Hay tim ning luong tinh dién cda hé. Tim dién thé tai thm cha
vo ciu kim loai dé.

(Wisconsin)
Loi giai:

Xét mdt mat ciu dbng tam c6 ban kinh r(r < R;). Stt dung dinh luat Gauss
ta nhin dudc
Tp
= -——e,.

360

Khi vd cAu nay duge nbi dt, o(R)) =0, E = 0(r > Ry). Do dé,

F P p2_ 2
p(r) = i Edr = E(Rl —r).
Dién thé tai tim 13
1 .
0) = —pR}.
©(0) 660'0 1
Ning lugng tinh dién la
1 L™ o e o 5. 2R
_ {1t _ 1 P — Y. p. dr = ,
5% /QpcpdV 2/0 650(31 %) p-4mwredr 452,
1018

M6t mit ciu kim loai ban kinh a duge bao boc bdi mét mit ciu kim loai
ddng tAm ¢4 ban kinh trong 12 b, v8i b > a. Khong gian giita hai mit cAu chita
day mdt vat liéu ¢4 d6 din dién o thay d8i theo cudng do dién trusng E theo
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hé thitc 0 = K E, trong d6 K 13 mét hing s6. Mot hiéu dién thé V duoc duy
tri gilta hai mit ciu. Dong dién gilta cAc mar ciu 14 bao nhiéu?

(Wisconsin)
Loi giai:

Vi cudng d dong dién la
I=j - 8S=0E-§=KF?.§S=KE* 4rr?,
suy ra dién truong la
1 I

E==-
rVd4nK

\ > A Ay
va dién theé la

a a [T 1 1 b
- dr=— [ {/—-dr=y/——=MIn(>).
v /,, E-dr ,/b wk K n(a)

Do d6 cudng dé dong dién giita cdc mit cAu duge tinh bai

I =47KV?/In(b/a).

1019

Mot bong bong xa phong cach dién c6 ban kinh 1 em ¢ dién thé 13 100 V.
Néu né v3 ra thanh mét giot c6 ban kinh 1 mm thi ning lugng tinh dién cia
n6 thay déi nhu thé nao?

(Wisconsin)
Ldi giai:
Néu bong béng xa phong mang mot dién tich Q thi dién thé chané 1a
= Q .
4mepr

Dbivdir=r,=1lcm,V = V1 = 100 V] ta c6 Q = 4megr, V1. Khi ban kinh thay
déi tit 71 ti 73 = 1 = 1 mm su thay d6i cha ning ludng tinh dién la

2
AW = QQ Q = 27‘[‘60(7‘1‘/1)2(—1— — }-)

87T60T2 87‘1’807‘1 ry ™

1 1
— —12 —-12 2
_27T>(8,85X10 X(lo X100) X(F—IO—_E>

=5x%x10"8J.
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1020
M6t dién tich tinh dudc phédn bb trén mét v hinh ciu ¢é ban kinh trong
R va ban kinh ngoai R,. Mat d6 dién tich trong 18p vd caunayla p = a + br,
véi r 1a khodng cach tinh tif tdm va bang 0 8 moi noi khac.
(a) Hay tim biéu thitc cta cudng dé dién trudng 6 moi noi theo r.

(b) Hay tim biéu thic cta dién thé va mat d6 nang lugng dbi véi r < R,.
lLay dién thé bing O tai r — oc. -
(SUNY, Buffalo)
Lai giai:
Nhd riing p la mét ham s6 chi caa ban kinh r, nén ta c6 thé 4y mot mit
cAu dong tam cé ban kinh r 1am miat Gauss phi hop véi yéu ciu dbi ximg. St

dung dinh luat Gauss:
1 7
-?(E -dS = — / p(r)dr,
8 €o

ta co thé nhén duge cac két qua sau:
(a) Cuong do dién truong.

Dbivdir < Ri, E, = 0.

Dbi v8i Ry < 7 < Ry, st dung hé thic 4rr2E, = 4% fR a + br')r'?dr' ta
tim dugc

l a, - b .
E, = — = 3_ pd M _14
2= 3 [3(r Rl)+4(r R))|r

Dbi v8i Ry > r, tit dnr2ky = 2—” RQ(u + br'yr'2dr’ ta tim dudgc

E, = _{ (RS — R + b(m — [f*)}

gor

(b) Dién thé va mat d6 nang luong dbi véi r < Ry.

Luu ¥ ring ,»(o0) = 0 thi dién thé 13

- [ras ([0 [

L(R). R+ (S - R%]

$\|._
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Ciing nhu véy, vi By = 0(r < R;) nén méat dé nang luong dbi véi r < R, 1a

;20 .,
W = —2—-b12:0.

1021

M6t dién tich ) dudce phan bé déu trén mét mit ciu 6 ban kinh r. Hay
chitng minh rang luc tac dung 1én mét phan o tich dién nho dg ¢6 chiéu hudng
theo ban kinh ra ngoai va ¢d dé 16n bang

1
df = 5 Edyg.

trong d6 I = L.- 3 1a dién trudng rai mit cAu.
(Wisconsin)
Loi giai:
Mat d6 dién tch mat duge cho bdi cdng thite
@

o= .
Amrr?

Trén hinh 1.8, ta xét mét diém P ndm bén trong mit ciu gan vdi mot phan
tir ¢6 dién tich ds. Dién tich dqg trén phan t dién tich ndy sé sinh ra mét dién
truong tai diém P gan giéng nhu mot dién trudng dude sinh ra do mét tim
kim loai vé han tich dién déu, nghia la

(2}

Eip = ~ —n,
. 1P 260

trong dé n la vecto don vi vudng goc vai ds va c6 hudng di ra phia ngoai.

Dién trudng bang 0 & bén trong qua cau. Do dé néu goi E,p 1a dién truong
tai P sinh ra bdi tit ca cac dién tich trén mit cau, ngoai trir phan ¥ ds, ta phai
c6 phuong trinh sau

Ep =Eip+Eyp=0.

Do dé,
g Q

EQP = _—N=_—"73Nn.
2¢e0 8neor?
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Hinh 1.8

Vi P & gan vdi ds, nén Eyp cd thé coi nhu cudng d6 dién trudng tai ds do cac
dién tich rén mat cau sinh ra, Do do luc tuong tac 1én dg la
1
dF = dQEzp = §Edqn 5

trong dé £ = @ /4megr? 14 cuong db dién trudng ¢ mat cau,

1022

Mét qua cau ban kinh R; cé mat dé dién tich ddu p trong thé tich ctia né
ngoai trit mét ving réng hinh cdu ban kinh A, ndm cach tim mot khodng
cach r

~ Y . PR » A =
(a) Tim dién truong E tai tAm cua qua cau rong.

(b) Tim dién thé ¢ tai diém do.
(UC, Berkeley)

Hinh 1.9
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Loi giai:
(a) Xét mdt diém P bat ki cia viing réng (xem hinh 1.9) va dat
OP=y¢,QP=r,00'=a, =r-a.

Néu khong co viing réng & bén trong qua ciu thi dién trudng tai £ sé la

Néu chi viing ciu réng c¢6 mat do dién tich p thi dién truong tai P sé la
E; — Ly
Jdeq

Do do theo dinh ly chéng chép, dién trudng tai I sé la
p =
3ep

Nhut vay dién trudng bén trong viing rong 1a déu. Diéu nay tit nhién bao gom
¢a tam cua vung rong.

E-E -E,=

a.

(b) Gia thiét ring dién thé & v6 cuc bing 0. Xét mét hinh ciu bit ki ban
kinh & voi mét dé dién tich dong déu p. Ta c6 thé tim dude dién truong bén
trong va bén ngoai qua cau do nhu sau

) £ < R,
EIJ: = {351}3 P

j%:l‘rgr. ?"',')H.

Khi dé dién thé tai mot diém bt ki bén trong qua chu sé 1a

R o p . .
v (/ +/ )E'd“——(w -9, (1)
il R beg

trong dé r 1a khoang cach giita diém bat ki nay va tdm clia qua céu.

Béy gidt hay xé1 bai tap cu thé. Néu dién tich dugc phin b6 déu trong toan
qua ciu ban kinh /1, goi @ 1a dién thé tai tAm O’ cba ving réng. Néu phan bé
dién tich d6 dude thay thé bdi mdt qua ciu nhd ban kinh R, c6 mat dé dién
tich dong déu p trong viing réng, goi dién thé tai O’ 13 ¢.. S dung biéu thic
(1) va dinh ly chéng chap ta nhan dude

boy = 01— de = (385 —a?) - L (383 —0)
Gz bep
_ ‘0 3R — RE) — o).
tlc'fl
ELMEN TIF b
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1023

Mét 16p ludng cue Iy twdng cé6 momen trén mét don vi dién tich trén bé
miit S 13 7. Dién thé do 16p ludng cuc nay giy ra tai diém P la
.

bp = 1 /T-ardsl

4meg

trong dé r 14 vecto tir phan tir bé mat t6i diém P.

(a) Xét mét 18p ludng cuc c6 bé rong vd han ndm trong mit phing z-y ¢6
mit d6 mémen ddng déu T = Te,. Xac dinh ring hoic ¢ hoic mét dao ham
nao do cua né khdng lién tuc ngang qua lp do va tim dd gian doan.

(b) Xét mét dién tich diém ducng g nam tai tim cha mot mat cAu ban kinh
a. Trén mat nay c¢6 mét 16p ludng cuc déng déu 7 va mdt mat do dién tich mit
ddng déu o. Tim 7 va ¢ sao cho dién thé bén trong mit ciu sé chi bing dién
thé ctia dién tich g, trong khi dién thé bén ngoai s& bing 0 (c6 thé sit dung bét
cit diéu gi ban biét vé dién thé cia mét dién tich bé mit).
(SUNY, Buffalo)
Ldi giai:

(a) Do déi xitng, dién thé tai diém P chi phu thudc vao toa do z. Ta chon
cac toa db tru (R, 6, z) sao cho P & trén truc z. Khi dé dién thé tai diém P la

1 T-r 1
- d -
dp e _/ r3 § O h _/ 3 ds.

Vir? = R? + 22,dS = 27 RdR, ta nhin dude

.
27Tz ey 2>0,

47r50/ V R2+22)3 {—27?0, - 2<0.

Do d6 dién thé 1a gidn doan qua mit phing z-y (vdi z = 0). D6 gian doan
duge cho bai

(b) ba biét ring ¢ = 0 dbi véi r > a. Bdi vay E = 0 vdi r > a. Su dung

dinh luat Gauss
]{ E-dS = Q ,
€0
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ta théy rang ¢ - 4ma? + ¢ = 0. Do d6

__ 4
dra?’

Néu dién thé tai v6 cuc bing 0 thi dién thé & bén ngoai mit ciu sé bing 0

& khip moi noi. Nhung dién thé bén trong mat-ciu 1a ¢ = Tt Dbi véi

7 = a,¢ = ;= sao cho d6 gidn doan tai mit cau la

Ap= -1
4rega
Khi d6 ta ¢6 == —4—#@, va nhan dugc
___2
dra

2. TRUGNG TINH DIEN TRONG MOT VAT DAN DIEN (1024-1042)

1024

Mot dién tich Q dudc nap cho mot tu dién c6 dién dung C;. Mot ddu cha
tu dién duoc néi dit va ddu kia dude cach dién, khéng nbi vdi bat clr mét vat
gi khac. Ngudi ta ting thém khoéng cach gilta hai ban cuc cia tu dién va dién
dung tré thanh C, (Co < C1). Khi d6 diéu gi sé xay ra dbi véi dién thé trén
ban cuc khdng néi dat? Xac dinh dién thé V; qua dién thé V.

(Wisconsin)
Loi giai:

Trong qua trinh ting khoang cach giita hai ban cuc, dién tich trén ban cuc
cach dién duoc giir khéng d6i. Vi Q = CV nén dién thé cua dién cuc cich dién
ting khi C giam. Néu V; va V; 1 dién thé tuong ing cia ban cue cach dién
trudc va sau khi tach ra thi ta ¢

1025

Hinh 1.10 cho thiy hai tu dién dude mic nbi tiép, phan giita clmg c6 chidu
dai b c6 thé chuyén dong theo phudng thing dimg. Dién tich cia titng ban cuc
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tu dién 1a A. Hay chimg minh ring di¢n dung cda t& hop nbi tiép nay khong
phu thudc vao vi tri ctia phan gilta d6 va c6 gia tri la ¢ — 8. Néu hiéu dién
thé giita cac ban cuc ngoai dudc gilt khéng ddi la V;, thi ning lugng tich trong
cac tu dién sé thay doi nhu thé nao khi phan cing d giita bi bo di?
(Wisconsin)

Hinh 1.10
Loi giai:
Goi d, la khoang cach giua hai ban cuc ciia tu dién trén va d; la khoang
cach gitra hai ban euc ctia tu dién dudi. Tt hinh 1.10 ta thiy

dy +dy —a—b.
N .‘.'|_|_‘1 oo !T-U.'l!
Ch = 4 (@ 4

A . . ‘A 5 ¥ s » A oy
Boi véi hai tu dién mac noi tiép, dién dung ctia bo 12

C'EC_,E Asp ) Agq

= - — - = g
Cy =y dy + dy a— Db

Vi C khong phu thude vao d; va da, nén t6ng dién dung cta bo khéng phu
thuée vao vi tri clia phén gita. 18ng nang luong tri trong b tu dién la
AoV

20a—b)"

N
W=oC V@ =

Ning lugng dugc tich trit néu phin giira bi bo di la

= 2
w = AmVe
2a
va ta co 5
T
W-w = 270 "

 2a-bla’
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1026

Mbt tu dién phing dudc tich dién dén dién thé V va sau d6 duce ngat khoi
mach nap dién. Tinh céng thuc hién dé€ lam thay d8i khoang cach giira cac ban
cuc mdt cach chdm chap tlit d dén &’ # d. (Cdc ban cyc la hinh tron cé ban
kinh r > d).

. {(Wisconsin)
Lai gidi:

Bd qua hiéu \ing mép, dién dung cta tu dién phing 1a C = 59%1—2 va nang
lugng tich trit 1a W = CV2. Vi cac dién tich trén ban cue, Q = +CV, khong
thay déi khi thay déi khodng cach giita cic ban cuc nén ta ¢

C
VIZHV

Ning lugng tich trir khi cac bén cuc d khoang cach 4’ 1a

L 1, (C. N\ 1,
w=to(Sv) -3 S

Nhu viy dd bién thién ctia ning ludng tich trir trong tu dién 1a

1 C 1 d
A = r_ - — 2 _ =1 = - 2 —=11.
W=w-Ww=_cv (c' ) SOV (d )

Do d6 céng sinh ra khi thay d8i khoang cach giita cac ban cuc tit 4 dén d’ sé 1a

gonr?(d — d)V?
242 '

1027

MOt tu dién phang c6 dién tich ban cyc 12 0,2 m? va khoang cach giita cac
ban cue 1a 1 cm duge tich dién dén 1000 V va sau d6 duoc ngit khéi acquy.
Tinh céng cin thiét d€ dua céc ban cuc ra xa nhau mét khoang céch glp déi
khoang cach ban diu gilta cac ban tu dién. Hiéu dién thé cubi ciing trén tu
dién s€ 1a bao nhiéu?

(60 = 8,9 x 10712 C2/(N - m*))

(Wisconsin)
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Loi giai:

Khi cdc ban cuc di bi dua ra xa nhau mét khodng cach gip déi khoang
cach cfi thi dién dung cta t dién la ¢’ = % trong do C = 5?14 la dién dung
trude khi khoang cach gifta cac ban cuc tang 1én. Néu mét w dién dudc tich
dién dén hiéu dién thé U thi dién tich ctia tu dién 13 Q = CU. Khi db 16n cua
dién tich Q khéng thay déi trong ca qua trinh thi d6 bién thién cla ning luong
tich trir trong tu dién sé la

1Q2 1Q* 1Q* 1, ,
AW =50 2¢c~2¢c 2%
e0AU? 8,9 x 10712 x 0,2 x (10%)?
2d 2 % 0,01
=89x107°J.

AW ciing chinh 13 cong can thiét d€ dua cac ban cuc ra xa nhau mét khodng
cach gap doi khoéang cach cii gilta cac ban cuc. Vi dién tich Q dudc gilt khong
déi, hiéu dién thé cubi ciing la

CU=C'U’", hay U' =2U =2000 V.

1028

Cho hai dién cuc phing song song, khoang cach giira hai dién cuc 1a d ¢6
dién thé 0 va Vo, tim mat dé dong dién néu dién cuc c6 dién thé thip hon
dudce cung chp khéng han ché cac électron tir trang thai ditng yén. Bé qua su
va cham,

{(Wisconsin; UC Berkeley)

Loi giai:
Chon truc z vudng goc véi cac ban cite nhu trén hinh 1.11. Ca dién tich va
mat dé dong dién déu 14 ham cia z. G trang thai dirng

dj(z)
=0.
dr
Do d6 j = —joe., 6 diy jo 12 mét hing sé. Goi v(z) 1a the d cia cdc électron.
Khi d6é mat do dién tich la
Jo
ple) = ——==

v(z)
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Hinh 1.11

Dién thé thoa man phucng trinh Poisson

d*V(x) p(x) jo

dr? €0 govz)

Stt dung hé thic ning lugng 3muv?(z) = eV, ta nhin duge

d*V (x) _Jo m
dz?  eo\ 2eV(z)’

A s N 3 ~ h - — d‘/ . i ’
bé giai phuong trinh vi phan nay, ta dat » = %-. Khi d6 ta ¢6

2V du  dudV _ du

dz?  dz  dVdr  dv’
Va phuong trinh trén trd thanh
udu = AV~ 2dV

: ’ __ Jo 7 ok ﬂ/—‘ _ . _ = A M n
trong do,A = &/%. Lluuyrang T = 0 tai z = 0, khi cac électron nam yén
tai d6. Lay tich phan phuong trinh trén ta c6

1
?ﬁ =24V,

hay ] 1
V7idy =2A%dx.

ViV =0taiz =0vaV =V, tai r = d, tich phan phuong trinh trén, ta dugc

1
4 3 1 Jo /m\?2
Vol =2A%d=2{ =/~ ) d.
370 i (50 26)



30 Bai tdp & i gidi Pién tit hoc

Cuoi cling, tit phudng trinh trén, ta nhan dugce

) , Aeghp [2eV
J=—dver=—— "\ " Ve

9d T

1029

Nhu ¢é thé thay wén hinh 1.12, mét thanh dan dién hinh tru c6 dudng
kinh d va chiéu dai 1 {{ » d) duge tich dién déu trong chan khéng sao cho
dién truong & gan bé mit né va cach xa cac dau ctia no 1a Ey. Dién trudng tai
r = [ trén truc cda hinh tru la bao nhiéu?

(UC, Berkeley)

{

i

= o b

e

Hinh 1.12
Loi giai:
Chon toa d6 voi truc = doc theo truc cia hinh tru va goc toa d6 tai tim cia

thanh hinh tru dé. Luu ¥ ring [ > d va sit dung dinh 1y Gauss, chiing ta cé thé
tim dude dién trudng & gidn mat hinh tru va xa cac diu ciia né 1a

A

Ep= — ¢,
TT':_“d #

d day A 1a dién tich trén mot don vi chiéu dai ctia hinh tru va e, la vecto don

vi theo hudng ban kinh. Doi véi r = [ ta c6 thé coi thanh din dién nhu mot
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dién tich diém véi Q = Al. Nhu vay cudng dé dién trudng tai mot diém 3 xa
ndm trén truc clia thanh hinh tru ¢6 thé tinh gin diing bang

. Q  Epd
T Amegr?  4r?2

Hudng ctia E 14 doc theo truc va hudng ra xa thanh hinh tru.

1030

Mét day cap déng truc c6 cap din dién bén trong dudng kinh 0,5 cm va
cap dan dién bén ngoai dudng kinh 1,5 cm, khoang cach giita hai cap din
chita diy khéng khi. Khi cap din bén trong c6 dién thé +8000 V dbi véi cap
dan bén ngoai nbi dit

(a) dién tich trén 1 m trong cap dan bén trong la bao nhiéu? va

(b) cuong d6 dién trudng tai r = 1 ¢m la bao nhiéu?

{(Wisconsin)
Loi giai:

(a) Coi mat d6 dién tich dai ctia day din bén trong I A. Do tinh dbi xiing
ta thiy ring cudng dé dién trudng tai mét diém cach truc cia cip mot khoang
cich r @ gitta hai vit dan c6 hudng theo ban kinh va dé 16n ctia né duge tinh
bai dinh ly Gauss la

A
 2megr

. s A A 4 -~ 4 x ~ 1 s = .3 T.yn
Khi dé hiéu dién the giita cap dan bén trong va cap dan bén ngoai la

V:/bEdr: A In(b/a) -

271'60
Via=15cm,b=0,5cm,tacod

_ 2megV 2w x 8,9 x 107! x 8000
~ In(b/a) In(1,5/0, 5)
= 4,05 x 1077 C/m.

A

(b) Piém r = 1 cm 8 bén ngoai clia c¢4p. Dinh ludt Gauss chi ra ring cuéng
dé dién truong tai d6 bang 0.
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1031

MOt tu dién tru ¢6 ban bén trong ban kinh r; va ban bén ngoai ban kinh
9. Ban bén ngoai dugc noi dat va ban bén trong dudc tich diép sao cho né co
dién thé dudng V;. Qua Vj,, ry, va r», hiy tinh:

(a) dién truong tai r (r; < r < 7).
(b) dién thé tai 7.

(¢) Néu mét dién tich &m nho Q ban dau nim tai r duge ddy dén ry, thi
dién tich & ban bén trong thay déi nhu thé nao?
(Wisconsin)
Lai giai:
(a) Tir bai tdp 1030, ta c6

W

T
B Rt

(r1 <r<ry).

(b)

U Eolﬂ '?Q
Vir)=V /;,Ed_lll(lz/ N

(¢) Gid sit su thay ddi caa dién tich ctia ban bén trong la AQ = Q, — >
v6i Q| = C'Vp. Khi dién tich 4m @ chuyén déng tir r t6i r, thi cong thuc hién
bdi luc tinh dién 1a Q(V, — V). Cong nay bang dé giam cua ning luong tinh
dién trong tu dién

Q1 _ @
2C 2C

Vi Q la mot dai lugng nho, ta liy gan ding

=W -V).

O+ Q= 2Q.

Do dé
2(21

50 2@ =0 - V).
hay

Q. oo Qi)
AQ = VD(VO V) - 111(7‘2/7‘1) '
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1032

Mot dng kim loai hinh tru réng rat dai co ban kinh trong ry, va ban kinh
ngoal 1y, — Ar (Ar < ry) duge tich déy di¢n tich khéng gian mot cach déng
déu véi mat dé py. Hay xac dinh dién trudng doi véi r < ry.r > rg + Ar va
ro = Ar > 1 > rp? Mat do dién tich mit trén bé mat trong va ngoai clia 6ng
hinh tru la bao nhiéu? Dién tich téng céng trén mat hinh tru duoe gia thiét la
bing 0. Dién truong va dién tich bé mit 1a bao nhitu néu dng hinh tru duge
nbi dat?

(Wisconsin)
Loi giai:

Diing cac toa do tru (r, . 2z} ¢o truc = doc theo truc cia dng. Ding dinh

luat Gauss tinh dude cuong do dién truong nhu sau

; BTy Kt 7 s

E(r) - 5 €r doi voi e ooy
Pty
ars

. . 0 Ao .

I";zl'\f'_l — 9 t Oy déivor r > 'y + FAY
.'..F._L:I.

Ei(r) - 0, doi voi  rpy << org + AT

Mt dé dién tich mit & trén mat vat dan lién hé véi cusng do dién truong F
tai bé mit bai cong thiae £ — 7 voi E cd huong ¢ ra va vudng goc voi vt
dan dién. Nhu vy mat do dién tich mat twong dng tai r — ry va r = ry 4+ Ar
la

o
alry) = —spfirn) e
e
& g arg
alrg -+ Ary = s k(g 4+ Ar) - ot A,
} 2:"0 } Ar)

Néu éng hinh tru dude néi dat thi khi do sé co
E_0 déivdi r>ry+ Ar,
olrg + Ari — 0 dbivai =+ A,

2 va o trong cac ving khac van gilt nguyén nhu cu.

1033

Mét ty dién chita diy khong khi dugc ché tao tir hai 6ng kim loai hinh try
ddng tim. Ong hinh tru bén ngoai cd ban kinh 1 em.
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(a) Hay x4c dinh ban kinh cta éng tru bén d€ giira hai dng tru cé hiéu dién
thé cuc dai trude khi 18p dién méi bing khéng khi bi danh thing?

(b) Hiy xac dinh ban kinh ctia 6ng bén trong dé nang lugng tich trit trong
tu dién 1a cuyc dai trudc khi l6p dién méi bi danh thing?

(¢) Hay tinh hiéu dién thé cuc dai trong trudng hop (a) va (b) dbi vai dién
trudng danh thing trong khéng khi 1a 3 x 106 V/m.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

(a) Goi E) la dién truong danh thing trong khong khi va R; va R, 1a ban
kinh tuong {ng clia dng tru bén trong va bén ngoai. Goi 7 1a dién tich wrén
mét don vi chidu dai trong ting éng va stt dung dinh 1y Gauss ta nhin dugc
cudng d6 dién trudng trong tu dién va hiéu dién thé giita hai dng 14n luot 1a

fa
Te,,V=/ T = - mB2

- OmEer R, 2mEoT 2meg Ry

Vi dién trudng gin véi dng din bén trong 12 manh nhét, ta 6

T
- 2megRy
Do dé, ta cé
Ry
Vo = EpRyIn —
b = Lpii]in R’
dV;, Ry Ry Ry
=FEylln—=+R - =\l = In—-%_—1
dR, "[ "R * =l R%) "3
D& nhan dugc hiéu dién thé cuc dai, R, phai ¢6 gia tri sao cho % 0, nghia
laln &2 =1 hay R; = 2. Khi dé hiéu dién thé cyc dai sé 1
R
Vinax = _2Eb

(b) Nang lugng trif trén mot don vi chiéu dai clia tu dién I3

R
W = -TV — meoE R In =2
R,
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va
dW R ZRI R‘Z
TR = ™ok} [2121 In - + K] RQ(— R%)
Ry
= WEoEgRl (2 in 'R—l - 1)
DE tich trit nang luong cyc dai, ching ta cAn c6 2% = 0, nghia 13, 2In nf =1
hoac R; = \/E. Trong trudng hgp nay hiéu dién the la
v=_"_RE
— 2\/-6; 245
(c) DGi véi (a),
0,01
Vmuz—li?-Eb —O-—x3><106=1,1><104v
e [
D6i véi (b),
0,01 x 3 x 10°
Vma.x 2\/~R2Eb T =9,2x 103 \Y/
1034

Trén hinh 1.13, ta thiy mét day cip déng truc rat dai bao gébm mét bng
hinh tru bén trong ban kinh o, d6 din dién o va mét éng hinh tru bén ngoai
dbng truc c6 ban kinh b. V6 ngoai ¢6 dé dan dién vé han. Khodng khéng gian
giita cic éng hinh tru 13 chan khdng. Mét mét d6 dong dién déng déu khong
déi j ¢ hudng doc theo truc toa dé z (trung véi truc cta cap) dude duy tri
trong 6ng hinh tru bén trong. Dong dién héi tiép chay déng déu trén vé ngoai.
Hay tinh mat dé dién tich mit trén éng hinh tru bén trong nhu mdt ham cia
toa d z voi goc toa dé z = 0 dudce chon trén mit phing nim giita hai du cta
déy cap.

(Princeton)
LJi giai:

Gia thiét chidu dai clia day cap 13 2! va céc 6ng hinh tru bén trong va bén
ngoai dugc nbi véi nhau tai bé mat cubi z = —1. (B& mat z = { ¢6 thé nbi véi
ngudn pin). V4 hinh tru bén ngoai 14 mét ddy din 1y tudng ma dién thé cna
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Hinh 1.13

g 3 & i S M A , i
né la nhu nhau & khdp moi nui va duge 1ay bing 0. Ong hinh tru bén trong
c6 mat dé dong dién j — ¢E, nghia lA E — 2 — Ze., sao cho mat cat cua nd
z=constant la mot mat dang thé vai dién thé
Viz) = —2(z+1).
T

Trong toa dé tru, cudng dé dién rudng tai mét diém (r. 5, z) bén trong diy
cap co the dude biéu thi nhu sau

E(r. 5,2) = E;(r,z)e;, + Ez(r.2)e; .

Vi dong dién khong thay déi theo truc = nén E,(r, z) ciing khéng phu thude
vao :. Chon lam mat Gauss la mét mat tru ban kinh r, chiéu dai dz véi truc
z cling 1a truc ctia nd. Luu v rang thong luong dién qua hai mat cudi ctia no
co d6 16n nhu nhau va cé hudng sao cho su dong gop ciia chiing triét tiéu lan
nhau. Khi do dinh luat Gauss tré thanh

Frir z) - 2nrdz = A2)dz/eg,

trong do Ai=) ) 1a dién tich trén mét don vi chiéu dai ciia 6ng hinh tru bén .
trong. Suy ra
A
o . (.

2mwrey

Do d¢é ta nhan duge hiéu dién thé giita day din bén wong va bén ngoai nhu

sau ;
. , Alz b
Vi(z) :/ Erir, z)dr = ql" ) In—. *
« 2meg a
Vi V(z) = —L(z + ) nén phuong trinh trén co dang

Az 2megV(2) 2mepilz + 1)
Z] = = = " .
\2) = e /a) o In{b/a)
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Khi d6 mat dé dién tich mat tai = la

AMz)  egilz+ 1)
2ra acln{bja)’

as(z) —

J

» ‘ A - £ = '
Chon gbc toa db tai bé mit cudi vai z = —1, ta ¢

Enjz

7s(z) = " acln(bja)’

1035

M@t vat dan kich thuéc hitu han ¢6 dé diin déng déu o va mat do dién tich
khoi déng déu p. Hay mo ta chi tiét su bién déi tiép theo cha hé nay trong hai
truong hop:

(a) Vat dan ld mét hinh cau,
(b) Vat dan khéng phai 13 hinh cau,

Diéu gi sé xay ra dbi vén nang luong clia hé trong hai trugng hop trén?
(UC, Berkeley)

Loi giai:
Lay hiing s6 dién moi ctia vat dan l1a e, T cac phuong trinh V - E =
p/e.V -J + % —0vaJ = oF, ta nhin duge
{'3;)
a

m|aQ

p, hay p—ppe t!, va V-E-=

T
= (e
~|q

(a) Néu vat din 13 hinh cAu, tinh dbi xitng cau ddi hoi E = F,e,. Do d6

1 &, 5. po =y
V-E — PRy =5t
rd i}r'l 2 :

Suy ra

. 1) " r o
E(r.t) - ‘_’;—”}--'s' - E(0.t) = ";J__—e"s‘.

J=0E =

e o

-2
as

< er.

Luu y rang E(0, ) = 0 dbi véi trudmg hop do6i xitng. Hién nhién 1a khi t — oo,
E =0,p = 0,vaJ = 0 bén trong vat dan. Nhu viy dién tich dugc phin bo
dbng déu trén mat cau sau mot thoi gian da 16n.
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(b) Néu vat dan khong phai 1a hinh cau thi 16i gidi phiic tap hon. Tuy nhién

ta van cd
Eloce 8, 1] xe ¢f, poxX e et

Didu nay ¢ nghia 14 E, J va p bén trong vit din médi dai lugng déu suy giam
theo ham s6 mi téi 0 véi hang so thai gian = Két qua 1a dién tich sé chi dugc
phin bé trén bé mit cta vét din. Con sy thay d6i ning lugng, diu tién chiing
ta hay xét trudng hop (a). Dién trudng bén ngoai vat dan luén luén nhu nhau
trong khi dién trudng bén trong vat dan sé thay déi tir mét gid tri hiru han dén
0. Ket qua thue chat la nang luong dién giam di mot lueng diing bang uong
mat di do su chuyén d8i ciia ndng luong dién thanh nhiét, Trong trudng hop
(b) dién trugng bén ngoai vat dan sé phu thude vao # va 2 nhung két qua dinh
tinh van nhu thé, néi mét cach khac 1a nang luong dién giam theo thai gian
chuyén déi thanh nhiét. Mét cach ngin gon, su phan bé dién tich trén bé mit
cubi cling sao cho nang luong dién cta hé trd thanh nhé nhét, Néi mét cach
khac, vat din sé trd thanh mét khéi ding thé.

1036

M6t vit dan dién hinh cdu A c6 chita hai 16 hinh cau nhu trén hinh 1.14,
Téng dién tich wén vat din béing 0. Tuy nhién, c6 mét dién tich difm +q, tai
tdm cua mét 16 va +¢, tai t&m cua 16 kia. Tai mot khoang cach » & xa 1a mét
dién tich khac +¢,. Hay xac dinh luc tac dung lén A. g3, q., va g4? Nhing cau
trd 16i nao, néu ¢, chi la gdn diing va phu thuéc vao r ¢6 gia tri rat 1on? Binh
luan vé su dong déu cta phan bé dién tich wén cac thanh 18 réng va wén A
néu r khéng 16n.

(Wisconsin)

T

o——— 1

. 9o
9o 9c

Hinh 1.14
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Loi giai:

Cac dién tich bén ngoai mot 16 réng khong anh hudng dén trusng & bén
trong né vi ¢6 su che chédn tinh dién cua vat dan. Vi ddi xitng cau, cac luc tac
dung trén cac dién tich diém ¢, va g, tai tim cta cac 16 rdng bang 0. Do can
h?mg tinh dién chiing ta thay rfmg bé mat ctia hai 16 réng hinh cau mang mét
tOng dién tich — (g + g.) va vi qud cau A khéng tich dién ngay tir ddu nén mat
cau cua no phai chita cac dién uch cam ng g, + g.. Khi r rat 1dn, ta co thé
tinh gan dung tuong tac giva qua cdu A va dién tich diém g, bing mot luc
tinh dién giita cac dién tich diém g, + g, tai tim va gy, cu thé la:

ga(qe + t?rJ
4r£gr

Eam

Tuy nhién, phuong trinh nay khéng ding dbi véi r khéng da lon. Su phin b
dién tich trén bé mat cia timg 16 réng luén ludn dong déu va khéng phu thude
vao do 16n clia r. Mac di vy, do anh hudng clia g4 , su phan bd dién tich trén
bé mir qua ciu A s¢ khong ddng déu va su khong déng déu nay sé tré thanh
cang lon khi » giam,

1037

Mat tu dién cfm gbdm hai mit cfm din dién dong tdm c¢o ban kinh a va
hla > b)), Mt cAu bén ngoai dugce ndi dat va mét dién tich @ dudc dar vao
mat cau bén trong. Sau do vit din bén ngodi co lai tit ban kinh o thanh ban
kinh «', Tim céng thuc hién bdi luc dién.

(UC, Berkeley)

Loi giai:
Ca hai dién trudng tair < bvar > o déu bing 0. Tai b < r < a dién rudng
la
Q
E = g I
Amregr?

Do d6 nang lugng dién truong la

) a1 : 5 2 /1 1
W = / --&‘0( 4 ) dnridr = _Q - .
Jo 2 dmegre Smep A b a

Khi mét cau bén ngoai co lai tf + = a téi r = ¢/, céng do luc dién thuc hién
diing bang vdi dé giam cua niang lugng dién truong.
DN TIHOC
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. . 4 1 1 Pla o
W & (1 1)@ D)

(x Bregaa’

1038
Mbt mét ciu kim loai mdng ban kinh b ¢6 dién tich Q.
(a) Dién dung cua no la bao nhiéu?

(b) Méat d6 nang luong cua dién trudng tai mot khoang cach r tinh tir tim
cua cau la bao nhiéu?

(c) Tong néﬁg lrgng cua dién trudng la bao nhiéu?

(d) Tinh cong da.thuc hién khi tich dién cho miit ciu bing cach mang cac
dién tich vd cuing nho tir vé cuc dén,

(e) Dién thé V dudc thiét lap gilta cac mat ciu kim loai méng déng tam
bén trong (ban kinh «) va bén ngoai (ban kinh b). Ban kinh clia mat cau bén
trong 1a bao nhiéu dé cho dién trudng gan bé mat cia nd 1a nho nhir?

(Wisconsin)
Lai giai:

(a) St dung hé toa dé cdu (r. 8, ). Dién trudng bén ngoai qua cau la

Cho dién thé tai vo cuc bang 0, khi d6 dién thé tai r 1a

Vir) = f 9 dr! = ——~Q . 1

"171’5‘0'!"2 Admsg T

Do do dién dung la

(} )
V(b dregh .
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Ciing c6 thé tinh tir mat d6 ning lugng dién trtdng w,(r)

oo 2 1 2
w'e = / we(T/)dV' = / —Q——— ‘ 47(7'/2d7'l = Q
r>b b

2 x 16mw2gq 14 8megh

(d) Céng di thue hién khi tich dién cho qua ciu bang cach mang cac dién
tich v6 cung nhd tir vé cuc dén 13

QQIQ;Q_’_ Q'Z

47‘(&‘0 b N 871’60b -

Q
w = [ Vi@ -

4

dung nhu mong dogi.

(e) Gia thiét ring mit cAu bén trong mang mét dién tich Q. Déi véi a <
r < b cudng do dién truong la

Q

——e,.
dmegr? "

E(r) =
Hiéu dién thé giita cac mit cAu dong tam la

b b
1 Q /1 1
/a (r) - dr o Admeg T2 ! 4meg (a b)

Biéu thi theo V, ta ¢6

47T€0V
Q=33
(z— )
va
47FEOV Vv
E(r) = =
( dmeor?(d — 4 r2(i -1y
Ddc biét, ta cd
V Vb
E(a) = = .
(@) a?(1 - 3) ab-a?
Tu éi_gll = 0 ta thiy ring E(a) 12 cuc tidu tai a = b va gia tri cuc tiéu dé 1a
4V
Eminf{a) = —.

b
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1039

Mot qua chu din dién c6 tdng dién tich Q bi cit 1am déi. Phéi diing mot
Iuc nhit thé ndo dé gifr cac nlta nay véi nhau?
(MIT)

LJi giai:

Dién tich duge phan bb hoan toin trén bé mit qua cAu v6éi mit dé dién
tich mit la 0 = Q/47R? v6i R la ban kinh clia qua cAu. Ching ta da biét trong
bai tap 1021 13 huc tac dung 1én mét yéu b dién tich dS ctia mit cu din dién
dugc tinh nhu sau

2

dF = 2 4S.
260

Dung hé toa d6 nhu trén hinh 1.15. Mit phﬁng cit déi qua ciu dugc léy la
mit phing zoz. Lurc ddy giita hai nita qua cAu vudng géc véi mit cit do d6 lue
dng hop tic dung lén nita bén phai hudng theo truc y. Do 16n caa lue tng
hop nay la

2 ™ T
F= /dFsinBsingo - U—RQ/ sinf,od<p/ sin? 09
250 o 0
mo?R2 Q2
2%  32meoR2

Day ciing chinh 13 luc can thiét d€ giit hai nta qua cau vdi nhau.

~

Hinh 1.15
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1040

Mot hat ¢6 dién tich ¢ duge dich chuyén tir vb cuc dén tdm ctia mot vo cu
réng din dién ban kinh R, chiéu day ¢, qua mét 18 rdt nhé wén vo cau. Tinh
cong thue hién trong dich chuyén dé6?

(Princeton)
Loi gidi:

Céng thuc hién bdi mét ngoai Ive diing bang dd ting ning ludng dién

truong cua toan hé. Cudng dé dién trudng tai mét di€ém céach dién tich diém ¢

mot khoang cachrla E = . Khi g 6 tai v6 cuc, nang lugng dién cla toan
hé la

Amepr
W = / S0 p24y,
oo 2

LAy tich phén theo toan bd khéng gian vi khi khodng cach giita vé ciu va q 13
v6 han thi trudng do ¢ sinh ra tai vé cdu din dién c6 thé lay bing 0. Sau khi
g dugc dich chuyén dén tdm vé qua ciu din dién, vi vé khong dnh hutdng dén
tritdng bén trong nén cuong dé dién trudng tai mdt diém bén trong vé van 1a
rir, 7 12 khodng céch tlf diém dé dén g. Tai mot diém bén ngodi vé, dinh
ludt Gauss chi ra ring cudng do dién truong van con la 1. Do d6 ning
lugng dién ctia hé c6 gia tri gidng nhu W nhung trir di phan déng gp cta vo,
ma bén trong chiéu day cta né dién truong bing 0. Nhu vay ¢6 mét su giam

nang lugng:
R+t 2
€o Q 2
—-AW = — =) 4
w L > (47r507‘2> mrodr

_ 7 (L 1
T Breg\R R+t)’

gia tri nay bing c6ng 4m thuc hién bdi ngoai luc.

1041

Mot tu dién dudc ché tao bdi ba vo cAu méng, din dién, ddng tAm bén
kinh a,b va d(a < b < d). Vb chu trong va vé ciu ngoai dugc ndi vdi nhau
bing mét ddy dén cach dién manh chay qua mét 18 rit nhd trong vé chu giita.
B4 qua hiéu 1ng cta 15,

(a) hdy tim dién dung cta hé,
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(b) hay cho biét mét dién tich tdng céng € bét ki dat trén vo ciu gila sé
tu phan bo nd nhu thé nao trén hai bé mit elia vo ciu dé.

(Columbia)
Loi giai:

(a) Gia thiét ring dién tich cda vé cAu bén trong 1a (), va dién tich cia
vO cau bén ngoai la  (J;. Khi do cac dién tich trén bé mat trong va ngoai cla
vo cau giva la —¢2y va ~Q; (. Q> > 0) nhu minh hoa trén hinh 1.16. Cac
cudng d6 dién truong la

E = ._1_?;:;3 (a<r<b),
E:%, (bere<d),
Areqr:

E=0, (r<a,r>d).

Hinh 1.16

Dién thé tai diém £ la

,::[p]:f- E . dr

vdi 2(oc) — 0. Nhu viy ta co
1 o Q'.? 1 1
) =0, wlt)= 22(1-2).

Vi v& cAu bén trong va bén ngoai ndi vdi nhau nén dién thé cta ching phai
bang nhau. Do do

Q) {1 1 s (1 1
wal — PUIRSER fo — —— = U.
el = ey T o) Tkl @
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a(2-)--e(;-3)

Hiéu dién thé gitra cac vo cau la

Nhu vay

Vab = pla) — (b)) = —p(b),
Vae = (d) — o(b) = —p(b)

- i e a2 F ' 2 o 5 4 . .
Nhu vy dién dung giita vo ciu bén trong va bé mit trong cta vo cau giira la

Cup = (oA 2

Vab @by’
Vi dién dung giita mat ngoai cia vo cau giira va vo cau ngoai 1a

_ Q@

(g = ;
" Vi olb)

-n e - - 4 . . < Ny owk &
Dién dung ctia toan hé ¢c6 thé coi nhu C,; va Chy mac noi tiép nhau, cu thé 1a

C_(l ; 1) Lo (1 - 1)‘1_4nfuud
' Cav  Cha e\ Q: T d-a’

(b) £ién tich thue Qp tai vo cau gitta phdi bing Q; — @, sao cho

__uld b .
Qlﬁ'b(d—a]QH' Q2 =

d(b — a)
bd—a) "

] 5 - - “ e 3 - A ‘- = 5 A i - “
Diéu nay co nghia la mat trong cua vo cau gitra se co tong dién tich la

d ) S s AR A s . —a)
%ﬁ(gﬁ-, trong khi mat ngodi ctia nd cd mot tong dién tich la %Qn.

1042

Mot 6ng hinh tru duge tach thanh hai nira song song voi truc cua no, Hai
ntra do dudgce gilr 6 dién thé ¥, va 0 nhu wén hinh 1.17(a). Khong co mot dién
tich thuc nao trong hé.

(a) Hay tinh su phin b6 dién thé trong toan bd khong gian,
(b) Hay tinh dién trudng doi voi r > a.

(¢) Hay tinh dién truong doi véi r < a.
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(d) Phac hoa cac dudng sic dién wrudng trong toan bd khéng gian.
(MIT )

Lai giai:
(a) Hay dung anh xa bao gidc dé anh xa phan trong clia hinh tron || = a
lén nita mat phing trén w bing phép bién déi (H. 1.17(b))

N ot |
w1 .
Mat trén va mat dudi cia vong tron da dugc phac thdo 1én trén truc am va
truc duong (truc 1) cua mat phang « mdt cach tuong ang.

¥
A 3
V=
Yo [x,y) i (u,v)
g r
L} 8
— = u
Va Vo V=0
V=0
{a) Mat phing z {b) Mat phing w

Hinh 1.17

Bai tip bay git duoc quy vé tim mét ham s6 V diéu hoa trong nta trén clia
mat phing w va ldy cac gia tri 0 dbi voi u > 0 va V; dbi véi u < 0. Sir dung
ham V = A# + B ma A, B 1a cac hing s6 thuc, vi # = Im {In w} 14 ham diéu
hoa. Diéu kién bién cho B = 0, A = Vj,/=. Do dé

W Tz —
¥ = Qi {]n'i “]}
m v 24 a

Vi { rrcosf — a4 irsind }
— Im II’I L'L

i reodfl + a+ irsinf
Yy o r? —a?  2iarsing
= —Im=+ In ['1( ]

m

reos +a)? | r2sin®d
Volr 2arsin @
= — |5 tarctan ———u
|2 |r® — a?|
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(b) DSI VO r = a, ta ¢

|2 r

Volm 2asind Vv Mo si
v o[z 2] Y, Noasind
2 o
va do do

E, _ oV 2Vpa sin @

or arr?
10V 2Va
E e e e
] - 30 r2 (.l..'lb[}:
¥
x
Ilinh 1.18

[y ;
{c) DO VoL r < 0, ta co

Volm  2rsind Vo o 2Vhrsind
v Vo +_b]=£+_ﬂﬂﬂ
T2 a T

va do do

E. _ oV __EVO sin ff

or ma

1aVv 2V
Bt 2N o M,
! T O0f 7 cos el

(d) Cac duong sitc dién rudng dude biéu dién trén hinh 1.18

47
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3. TRUONG TINH DIEN TRONG MOI TRUONG DIEN MOI
(1043-1061)

1043
Khong gian gitra hai 6ng hinh tru kim loai mong, dai chira ddy mot vat liéu
c6 hing s6 dién méi =. Cac dng hinh tru cé ban kinh « va b nhu duge chi ra
trén hinh 1.19.
(a) Hay xac dinh dién tich trén mdt don vi chiéu dai d wén cac dng hinh
tru khi hi¢u dién thé giita 6ng ngoai va éng trong la V.
(b) Dién truong gitra cac dng hinh tru 1a bao nhiéu?
(Wisconsin)

Lol

w
Hinh 1.19

Loi giai:
Dy 13 mot tu dién tru dong truc ¢o dién dung trén mét don vi chiéu dai 1a

2m=
o (%)

Vi 6ng hinh tru bén ngoai co dién thé cao hon, tif Q = CV ta tinh duge dién
tich trén mét don vi chiéu dai cta cac 6ng hinh tru bén trong va bén ngoai 1a
2wl 2V
Wiy 7T (g
Khi do theo dinh ludt Gauss, cuong do dién truong ¢ bén trong tu dién la

2
E = ; B = . -
dwer rin(j)

er.
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1044

Hay tinh dién tré gilta vat din d tdim c6 ban kinh « va vat din déng truc
ban kinh b d6i véi mét bng hinh tru cé chiéu dai I 3> b chia diy mot chat dién
méi ¢6 hang s6 dién moi « va dé din dién o. Déng thoi tinh dién dung giita
vat dan bén trong va bén ngoai.

(Wisconsin)
L3 giai:

Goi 1 12 hiu dién thé gilta vt dan bén trong va bén ngoai, ta cé thé hiéu

dién cudng doé dién truong gita hai vat dan nhu sau
Vv

Eir}) = e, .
' rin(2)

L

Thea dinh ludt Ohm J = o E, dong dién gia hai vat dan la
2rall
= 2ard = 00

In( ;)
Do d6, dién trd gitta vat din bén trong va bén ngoai la

1% Iru:_g}

BT g
Vi dién truong bang 0 bén trong mét vat dan, ta tim dudc mat dé dién tich
mat w cua vat dan bén trong tit hé thuc bién £ — “, nghia la
v

aln(lit) '

w=a

Nhu vay vat din bén trong mang mot 1éng dién tich Q = 2nalw. Do dé dién
dung gitra hai vat dan la

¢ 2wel
C===—.

V In:‘g}

1045

Hai vér dan dude nhing vao trong mét vét liéu ¢é d6 dan 106/m va
hang s6 dién médi = = 80zq. Dién trd gilta hai vat dan do duge 14 10742, Hay
um biéu thire clia dién dung giita hai vat dan va tinh gia tri clia né.

(UC, Berkeley)
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Lai giai:
Gia thiét r;ﬁng hai vat din chita cac dién tich rt do @@ va —@Q. Xét mdt mat

kin bao quanh vét dan c6 dién tich @ (nhung khéng bao quanh vat dan kia).
S¢ dung dinh ludt Ohm va dinh ludt Gauss ta co

f='¢.j-d5—'¢aE-dS:ﬁfE-dS=o$.

Néu hiéu dién thé gifta hai vat ddn 1A V, taco V = IR = YR, suy ra

Q 3
= = = .
Vo ol

Gia tri bing s6 cia dién dung nay la

. 80 x 8.85x 10712

- 11
[ = & F.
107 < 15 7.08 = 10

1046

Xét mot tu dién wru déng, truc dai ¢c6 mét vat dan bén trong ban kinh «,
mdt vat din bén ngoai ban kinh b va mot chit dién moi ¢6 hing s6 dién méi
K (r) thay déi theo ban kinh tru r. Tu dién dudc tich dién tdi hiéu dién thé
V. Hay xac dinh su phu thude ban kinh ¢da K {r) sao cho mat dé nang lugng
trong tu dién khéng ddi (voi diéu kién nay chat dién moi khéng cé (ng suit
bén trong). Hay tinh dién truong £(r) trong nhitng diéu kién nay.

{(Wisconsin)
Loi giai:

Goi A la dién tich wén mot don vi chiéu dai cha vat din bén trong. Dinh

luat Gauss cho ta
A
D{T\‘ =Fm 1
i 2rr

vi 12 nam doc theo hudng ban kinh do tinh doi x(ing. Mat d6 nang lugng tai r
la ; ,

1 D )

LT T, — —ED = s e —————!
(r) 2 200K (r)  8a2eo12K (1)

Neéu mat dd nang lugng nay khéng phu thude vao r, ta phdi cé 72K (r) = hing

9

s0 = k, nghiala K (r} = kr—2.
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Hiéu dién thé gilra hai vét dan la

e 2 2
Amepk {6 a)
Do do
4‘?.’50-‘6"{'
ATl
va ti day tinh dugc dién truong
. 2ry
Eir) = “P_a
1047

Tim thé niing ctia mét dién tich diém trong chén khéng & cach xa mot moi
truang dién méi ban vé han ¢o hing s6 dién méi K moét khoang cach r.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

Sir dung hé toa do tru (., 2) voi bé mat clia méi trudng ban vé han la
mat phang = — 0 va truc z di qua dién tich diém g nam tai z = . Goio,(r) la
mat do dién tich mat bién clia méi truong dién méi, titc mat phang > = 0, gia
thiét ring moi truong khong chia dién tich 1 do. Thanh phan vudng géc cta
cudng 4o dién tai diém (r. . 0) d ngay phia trén clia mat phan cach (2 = 0.)
la

I ap(r)
Fatr) = -8 %)
42‘76(}{?"2 + '.r?] /2 2en

Tuy nhién, 6 ngay phia dudi ctia mat phan cach (2 — 0_) thanh phan vudng
goc cua dién truang la

qr ap(r)
E3(r) = - 17,
z2(7) ey (rd 4+ £2)372 2gq

+ 2 . e k2 LA ) % ‘
biéu kién bién cua dién camtai z — 01a

el (r) = goK Faalr).
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Do do - K)

; L AR
OolT) — G L K2 4 23

2m(1 + K)(r2 4+ xz?)™

ién truomg tai diém (0.0, »), noi dat dién tich diém ¢, dugc sinh ra do phan
b6 cta cac dién tich lién két, chi ¢ thanh phan vuéng goc do dbi xitng. Gia tri
cia no la

E [ ap(r)rdS (1- !-'\"]qu"‘3 /3"‘ rdr (1-K)q
- Amsglre + 1232 4x fl + K)eg Jy (P + o J’ lbr{l + R)ege?’

d dé yéu to bé mit 45 dugc lay 1a 2nrdr. Do dé luc tac dung 1én dién tich
diém q 1a

(1 — K)g®
16mi1 + K)ega?

}-':qt':

Thé nang W ctia cién tich diém ¢ bang céng do ngoai luc lam dich chuyén ¢
tir vo cuce den vi tri r, nghia la

v r T In’l o f\ .3 I = ‘{
- - / I“dl.! B / ) ‘I ’)'(f 2 dl"‘ o r ‘ )f;_ o
e Jiss I{J*’fl + K j.’.’n.ﬁ'j" 167’[1 T h] o
1048

bién dung tuong hd ctia hai soi diy kim loai manh nam tén mat phang
=~ D14 C. By gio hay tudng tuong ring nira khéng gian z < 0 duoc 1ip diy
mét chat dién mdi cé hing s6 dién méi £, Dién dung mdi sé la bao nhiéu?
(MIT)
Loi gidi:
Nhu ta thay trén hinh 1.20, trudc khi chita diy vat liéu dién méi, mét trong
hai day dan manh mang dién tich { (), trong khi dy dan kia mang dién tich
(2. Hiéu dién thé gida hai vat din 13 V va dién dung ctia hé 1a C = Q/V.
Cuong do dién truong trong khdéng gian 1a E. Sau khi ntra khong gian z < 0
dude chita day chat dién méi, goi E' 1a cuong do dién truong trong khong
gian. Dién trudng nay c6 mdi lién hé véi dién trudng ban dau béi phwong
trinh E' — A'E, rong dé A 1a mét hing s6é dude xac dinh dudi day.
Ta xét mot hinh tru thang, cit ngang qua mat = = 0, dong thoi mat cat tai
: = () chi chira dién tich bao quanh soi ddy mang dién tich | } va ban than soi
day d6. Bé mit dau trén S| cta hinh tru nay & trong khéng gian > > 0 va bé
mat dau dudi S, & trong khong glan z < 0. Ta sé ap dung dinh luat Gauss doi
vdi hinh tru nay. Su dong gop cha phan mat tru co thé bo qua néu ta lay hinh
tru dd ngédn. Nhu vy trude khi cho chat dién méi vao ta ¢
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t /
day dbn
Hinh 1.20
%D-:Is—ag/E-dS+;UfE-dS=Q. (1)
4H T A9

va sau khi cho chat dién méi vao
}[D{‘{!YS_E(}] E’vdS—l—.-"-/ E -dS =(Q. (2)
o8 5 &y

Luu y ring cac vecto dién tich S, va S, bing nhau vé d6 16n va nguge hudng
nhau, Trong phuong trinh (1) hai chi s6 1 va 2 ¢ thé hoan ddi cho nhau nén
su dong gop cia hai thanh phan nay phai bing nhau. Do do ta ¢

fE-dS:/ Bodl§ = X
” 52 28y

Phuong trinh (2) ¢6 thé viét lai nhu sau

H’(:‘u/ E-clS+a] E-dS) )
< 81 A3

hay
o 4 £)
(~LI._;*’_F_-:,K- Q- Q.
280
Suy ra
N — 25 . E = EE—UE— .
&gt g E+ £p

DE tnh hiéu dién thé gifra hai vit dn, ta co thé chon mét dusng L bat ki ctia
tich phan tr vat dan nay dén vat din kia. Truée khi chia day chat dién méi,

hiéu dién thé 1a
¥ = —/ E-dl,
J
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Trong khi do, sau khi chifa chéit dién méi, hiéu dién thé do trd thanh

1-"’:—[E‘-dl=—K/‘E-cil-—l'&'l",
L JL

Do do dién dung sau khi dua chat dién méi vao 1a

Q Q £+ &y
Wiz F 20 o oo i
. v a4 2z

1049

Mot w dién phang (cé cac ban cuc dan dién hoan hao) vdi khoang cach
gilta cac ban tu dién 14 d va chia day hai lop vat liéu (1) va (2] Lép thir nhét
o6 hang s6 dién mobi =, dd dan dién a,, 16p thit hai c6 hing s6 dién moi =,
dé din dién o, va chiéu day tong ttng cia cac lp dién mébi d6 1a d,; va d,. Tu
dién dude nap dién dén hidu dién thé V' (xem H. 1.21). B qua cdc hiéu iing
ra.

(a) Xac dinh dién truong trong vt liéu (1) va (2).
(b) Xac dinh dong chay qua tu dién.

(¢) Xac dinh mét db dién tich mat toan phin trén mit phan cach giira (1)
va (2) la bao nhiéu?

(d) Xac dinh mat d6 dién tich mét s do trén mat phan cach giua (1) va
(2) l1a bao nhiéu?
(CUSPEA)

_J Lo

e E
Vor !

5

2% Ey ]a &y

L

Hinh 1.21
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Loi giai:
(a) BG qua cac huéu ung ria, dién trudng E; va F; trong vat lidu (1) va (2)

la dién truéng déu va hudng cla ching vudng goc vdi cac ban cuc. Nhu vay
ta ro

V= FEvdy + Eqgdy. (1)
Vi dong dién chay qua vit lidu (1) va (2) phai bing nhau, ta cd
rr,k.'1 =U-3Eg, (2)
Ket hop phuang trinh (1) va (2), ta duge

Vag Fo_ Vo1
dyay + daay

EI] = : F
dyas + dyay

(b) Ma1 dd dong dién chay qua tu dién 1

ooV
[jlﬂ"g-{"(izﬂl

1udng cua no vudng goc véi cac ban cuc.
(c) Bing cach sit dung diéu kién bién (xem hinh 1.21)
n-(Exy—-E;)=u/eq,
ta im dugc mat dd dién tich mit toan phin trén mat phin cach gita vat liéu
(13 va (2)1a

co(on —au)V
dyoy + dyoy

7y = ep(ln — Ey) =
(d) Tir diéu kién bién
n Dy -y} =n-(3E; — £,Ey) = ar.

ta tim duoc mat dé dién tich mat ry do trén mat phan cach 1a

(g2 — @ae |V
Tr = — ==
yas + oy

SDIEN TUHOG
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1050

Trong hinh 1.22, mét tu dién khéng khi véi cac ban cuc phing, song song
, i . “ iy v - Ao ek ‘. A & - A v

co dién dung ' va moét dién trd T mac noi tiép voi mot nguon dién xoay chiéu

cO thn s6 w. Dién ap trén A la V. Biy gid mdt nita ca ty dién chaa ddy mot

vat liéu dién moi cé hang s6 dién méi « nhitng phan con lai cia mach dién gii

khong thay doi. Dién 4p trén R biy gid 1a 2V, BO qua hiéu Ung ria. Hay tinh
hang so dién méi = qua R, C va w.

(Columbia)

ZZZ

Hinh 1.22

Loi giai:
Khi mét mia cia tu dién chita day vat liéu dién méi, ndé tré thanh hai tu
dién mic song song, dién dung cua hé luc nay trd thanh
¢  eC 1 ¢
C=—+—==(1+—)C.
2 2gp 2 ( £p

Dién ap trén R 1a V B/Z, trong d6 V 1a hiéu dién thé ca ngudn xoay chidu va
Z la tng tré cia mach dién. Do dé

R 9| R
1 - - I N
vii ) =/ —1. Suyra
, 16 1
4 2 _-_——_— = 2 v 1
L WIC?(1 + £)? B+ e

Giai phuong trinh nay ta nhan dugc gia tri cia hing sb dién moi

R
1 —BRAC % o
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1051

Mét tu dién dugc ché tao bdi hai ban cue phing song song ¢6 chiéu day o
va chiéu dai & cach nhau mdt khodng cach d (d < «. b) nhu trén hinh 1.23. Tu
dién co mdt thanh dién méi 6 hing s6 dién moi tuong déi la K giira hai ban
cue.

(a) Tu dién dude ndi voi mét ac quy c6 suat dién déng V. Thanh dién moi
dugce kéo mér phin ra khdi cac ban cuc sao cho chi ¢6 mét chiéu dai r con
o lai gitta cac ban cuc. Hay tinh luc tdc dung 1én thanh dién méi, luc nay cd
hudng kéo ngude thanh dién mdi trd vé phia giita cac ban cuc.

(b) V61 thanh dién m6i hoan toan 6 bén trong, cac ban cuc tu dién duoc
tich dién dén hiéu dién thé V v sau d6 ngudn dc quy dugce ngit ra. Mot lan
nita, thanh dién méi lai dude kéo ra sao cho chi ¢6 chiéu dai r con lai bén
trong cac ban cuc. Hay tinh luc tac dung l&n thanh dién mdi, luc nay co hudng
kéo thanh trd lai phia trong cac ban cuc, Bé qua hiéu tng ria wrong ca hai phan
(a) va (b).

(Columbia)

77

e
N
Lo

T
o x ——
b
Hinh 1.23

Loi giai:

Coi tu dién trong hinh 1.23 nhu hai w1 dién méc song song, ching ta nhan
duge dién dung toan phin la

O RAra i solb—1r)a  zo(K - 1l)arx . ggba eo[(K = .]}:r + bla

c T d ' d d d |
Xct sy tich dién cha tu dién. Theo dinh luat bdo toan ning luong

VdQ = d( %V%‘:) — Fdr.

(a) Khi V = hing sb, Q = CV, ta co
VdeR — V3O .
Do da
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lvgg _ EO(K — 1)0.V2
2 dr 2d '

F=

Vi K > 1,F > 0. biéu nay ¢4 nghia 13 F ¢6 chiéu huéng 1am ting r, tic la
kéo thanh tré lai vao gitra cac ban cuc.

(b) Vi cac ban curc duge cach dién, dQ = 0. Liy hiéu dién thé ban dau I3
Vo. Vi ban ddu z = b nén Cp = eo & va Q = CyV). Bay gid ciing theo dinh
luat bao toan ning lugng ta ¢c6

_d 1l o, N\ v V?dC
F__dx(EV C) = Ve T T4
Vi

C

C?dx’

dz T

av d(Q)z Q dC

phuong trinh trén tré thanh

poolV @ dc_ @ dcC
T ¥dr 20%dx  2C? dz
oK%K -1) ab?_,

T K-Dz+brad °

Mot lan nita, vi F > 0 nén huc ndy c6 huéng kéo thanh dién méi trd vé giita
cac ban cuc.

1052

M6t chit dién méi dudc dit mot phin vao mdt tu dién phing. Biét ring tu
dién nay dugc tich dién nhung di ngit khéi ngudn. Chét dién méi sé chiu tac
dung cua mét lue:

(a) bing 0 (b) ddy ra (c) kéo vao.
CT)
Loi giai:

Ciu tra loi 1A (©).
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1053

Mot tu dién tru ¢ chiéu dai L gdm mot diy dan bén trong ban kinh a, mét
1 Y A b3 A A , r A - N s A
vo dan dién mong bén ngoai ban kinh b. Khong gian bén trong tu chua day
mot vae liéu khong dan dién ¢6 hang s6 dién moi ¢.

(a) Tim dién trudng nhu 13 mét ham s6 cta vi tri theo ban kinh khi tu dién
dugc tich dién vai dién tich Q. Bo qua cac hiéu tng mép.

(b) Tim dién dung.

() Gia thiét ring chit dién méi dude kéo modt phan ra ngoai tu dién trong
khi tu dién dugc ndi voi mot Ac quy 6 dién thé V. Tim Iuc can thiét dé kéo
chét dién méi dén vi tri nay. BS qua cac truong diém. Luc d6 phai dude dat
theo huéng nao?

(CUSPEA)
Lai giai:

(a) Gia thiét ring dién tich trén mét don vi chidu dai cua day din bén trong
la — )\ va sit dung hé toa dé tru (7, @, 2), ta tim duge cudng d6 dién trudng bén
trong tu dién bang dinh ly Gauss nhu sau

A —Q

E=-— = .
orer " 2meLre”

(b) Hiéu dién thé giita cac tu dién bén trong va bén ngoai 1a

b
V=—- E~dr=—-~)‘—ln(é).
o 2m1e a
Do d6 dién dung la
B & _ 2mel
SV T m(yy

(c) Khi tu dién dugc ndi voi mot ic quy, hibu dién thé giira vat din bén
trong va bén ngoai duge giit & gia tri khong di. Bay gid gia str chit dién méi
dugc kéo ra khéi tu dién mot doan c6 chiéu dai z, sao cho chiéu dii L — r cda
nd con lai bén trong tu dién nhu dugc chi ra trén hinh 1.24. Dién dung toan
phan cda tu dién trd thanh

,  2meoxr  2me(L — 1)
€= b
In(Z) In(2)

2mweg | £ €
= — +(1—-—)x|.
111(2) [EoL ( Eo)I}
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,/ 2/2 € -.:V
T o

I
L—L-x-*-—-x——4

Hinh 1.24

Viéc kéo chét dién méi ra lam thay d8i ning luong duge luu trit trong tu
dién va nhu viy can tac dung moét luc 1én vét lidu. Xét phuong trinh ning
luong

Fdr =VdQ - %Vﬁdc.
Vi V" dude giit khéng ddi, dQ = VdC va ta c6

2
F = _1..V2(§ =1 7750:’/ (]_ — i)
2 dr ln(a) £0

Day 1a hee tac dung 1én vit liéu. Vie > g, F < 0. Do d6 F sé ¢6 chiéu hudng
lam gidm «, nghia 13 F 1 luc hit. Do dé dé dua chat dién méi dén vi tri nay
phai sit dung moét luc ¢6 46 18n F va ¢é hudng di ra khoi tu dién.

1054

Nhu thiy trén hinh 2.15, ban duge cho mét tu dién c6 hai ban phing
nhung khéng that song song.

(a) BS qua cac hiéu iIng ria, khi mét hiéu dién thé V duge dat trén hai ban
tu, hay tm dién thé 3 mot vi tri bAt ki giita hai ban cuc.

(b) Khi tu hinh ném nay chita diy mét méi trudng cé hing sb dién méi «,
hay tinh dién dung ctia hé véi nhitng hing sb da cho.
(Princeton)
Loi giai:
(a) B6 qua cac hiéu (ng ria, bai tip nay trd thanh bai tip hai chiéu. Ly
truc z vudng géc véi mat phang hinh vé va huéng vao trong trang sach nhu
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v
[—

Hinh 1.25

duge chi ra wén hinh 1.25. Dién trudng sé song song vdi mat phang ry va
khéong phu thude vao :.
(b) Gia thiét ring giao tuyén cha cac mat phang cia hai ban cuc cat truc
tai diém O, khi st dung hé woa do nhu trén hinh 1.26. Khi do
— hd a
Q0" = . ¢y = arctan -,
i b
trong do g 1a goc gitra hai ban cuc. Bay gi¢ ta st dung hé toa dé tru (r,0.2')
vai true 2 di qua diém O' va song song vdi truc z. Bat ki mit phiing nao qua
truc =* déu 13 mdt mat dang thé do tinh doi xing cia bai tap. Do do, dién thé
bén trong tu dién sé chi phu thude vao ¢

@lr.8,.2') = @(8).

Dién thé > thoa man phuong trinh Laplace

y
-‘-"1//1
——r ——Jd_'r — Idsa
—_— e -:.I" 1
0' 0 b b 4
Hinh 1.26
2 1 (IJ;

— 0

YT g
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¢6 nghiém t8ng quat 1a
o(8) = A+ B6.
Vi ca hai ban cuc trén va dudi déu 13 cac bé mit ding thé nén cac diéu
kién bién sé 1a
p(O) =0, ‘19(90) = V v

Tir d6 suy ra A = 0, B = V/6,. Dbi voi mot diém (z, ) bén trong tu dién ¢

thé tinh duge
bd
# = arctan [y/(r + —)} :
a

Do d6 dién thé c6 thé viét nhu sau

Vo  Varctan [y/(z + 2H}

a\...,

wlz,y) = b arctan(§)

(b) Gia st Q 12 dién tich toan phin & ban cuc dudi. Dién trusng bén trong
tu dién la
64,9 €y 1%

E=— H = — —_— = —— i
Ve a6 r 60r00

D61 v8i mét diém (2., 0) 8 ban cue dudi, 6 = 0.1 = M 4 rva E vubng goc v
ban cuc. Mér d6 dién tich mit o trén ban cuc dudi nhan duoe tir diéu kién
bién doi véi vecto dién cam

Ve

omeE=—_— "%
Bo(% + z)

LAy tich phén theo bé mat ban cuc dudi, ta cé

w b - .
Q:/adSz—/ dz/ Kiedl'z-— vaam(‘”’l).
o o 6o(%+ 1) arctan § d

Do d6, dién dung cua tu dién sé la

C:@: £ ln(d-+a).

14 arctan % d
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1055

Hai ban dar dign 16n, song song, mdi ban c¢d dién tich A, duoe da: cach
nhau mét khodng cach 4. Mot chat dién méi khong dang huéng, nhung déng
nhat lap diy khéng gian gma hai ban do. Tenxg hang sO dién moi «,; lien hé
dién cam D va dién truong E theo hé thirc D, = 53 | &;;E;. Cac truc chinh
cua tenxd hiang 56 ién méi nay la (xem I1. 1. 27) truc 1 (vO1 gia tri Tiéng =)
niam trong mat phang cua hinh v¢ tao vdi duong nam ngang mot Dc #4, 1rue 2
(voi gid tri riéng -,) nam trong mat phang hinh vé tao vai dUUng nam ngang
mot goc 5 — 0. Truc 3 {voi gia tri néng £4) vudng goc véi mat phang hinh ve.
Gia thiét ring cac ban cuc dan dién du ldn sao cho tat i cac hiéu (ng ria |3
bd qua dugc,

(a) Cac dién tich tv do —()p va —Q, duge phdn bd déu trén hai ban cuc
dan dién trai va phai. Tim cac thanh phén thing diing va nim ngang cia E vi
D trong chat dién moi.

(b) Hay tinh dién dung cua hé nay qua 1.z, va 6.
[Colimhra)

ﬂ pr—
E,
n p E
%-e
£y
d
Qa'r_ 'QF
Hinh 1.27

Lai giai:

(a) Lay n la vecto don vi vudng g06c vdi ban cuc trai, Vi E — 0 bén wong cac
l:an cue nén thanh phan ticp tuyén cua dién truong bén trong chit dién moi
cung bing 0 do tinh lién tuc cta thanh phin nép tuyén cta E. Do do, cudng
dé dién tridng bén trong chat dién moi sé duoe biéu dién nhu sau
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E = Fn.

Phén tich E theo cac truc chinh, ta ¢
E1=Fcost, E,=FEsinf, E;=0.

Theo cac truc toa dd (&;, &5, &3) dua trén cac truc chinh, tenxd e;; 1a mét ma
tran chéo

£1 0 0
()= 0 e O
0 0 €9

va doc theo cic truc nay vecto dién cam trong tu dién ¢ cac thanh phan
Dy =gFE =¢FEcos®. Dy=¢e9FEsing, D3=0. (1)
Diéu kién bién ctia D trén bé mat ctia ban cuc bén trai cho
Dn=0;=QF/A.
Nghia 13, thanh phan vuéng gbc ctia vects dién cam 13 khéng d&i. Nhu vay

Dycosf + Dysing = D, = —QA—F

Két hop cac phuong trinh (1) va (2), ta nhan dugc:

(2)

B QF
- : —— .
A(eqr cos? § + e2sin” 0)

Do dé thanh phan nim ngang va vuéng géc cia E va D 1a

. QF
En=E= — —, E =0,
" A(e) cos? 0 + g3 5in% §) !

Qr

o(€) — €2)sinf cosf
Dn: 7, D[:Dl sinB—DQ 0059: Q[ (El EQ)blIl cos

Ale; cos? 0 + ersin%8)

trong dé chi sb ¢ biéu thi cac thanh phan tiép tuyén véi cdce ban cuc.
(b) Hiéu dién thé gifta c4c ban cuc trai va phai 12

Qrd
V = E.dzr = X
/ ’ A(e1 cos? 8 + g95in? 9)
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Do do dién dung cta hé la

Qr A(s_l cos? @ + £35in% 0)
Vo d '

1056

Ngudi ta chitng munh dugc rang dién trudng bén trong mdt qua cau dién
méi duge dit trong mét tu dién phing lon la dién truong déu (dé lon va
hudng cia E, 1a khong déi). Néu qua ciu do co ban kinh R va hing s6 dién
méi wong dbi K, = /2y, hay tim E tai diém p teén mit ngoai ciia qua cau
(dung hé toa dé cuc 1. #). Xac dinh mér d6 dién tch lién két mat tai diém p.

(Wisconsin)

L&i giai:

Hinh 1.28

Bién trudng bén rong qua cau la mét dién truong déu Ey nhu duge chi
ra trén hinh 1.28. Dién trusng tai diém p & mit ngoai clia qua cau la E —
I e, + F ey khi diing 6 toa dé cuc. Tuong t By cd thé biéu thi nhu sau

Ey = Egcostie, - Eysinfleg.

T nhitng diéu kién bién déi véi cac vectd dién cdm va cuong dé dién tir
tai p, ta dudce
sEqeosf = syk, . —Eysinf — £

No do
E = K. Eycoslle, — Fysinfley.
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Mat d6 dién tich lién két mat tai diém pla o, = P -e,, vdi P la vecto phan cuc.
Vil s piEp, ta tim duge

p— 5 —azglfgenstt = (R - ik eost .

1057

Mot nita clia viing gilta cac bdn cuc cia mét tu dién cu cd ban kinh trong
va ban kinh ngoai la a va b chita ddy mét chit dién méi dang hudng tuyén tinh
¢6 hang s6 dién moi =, va nita kia chita day mot chit dién moi dang hudng
tuyen tinh co héing s6 dién mdi =, nhu dude chi ra trén hinh 1.29, Néu ban
¢uc bén trong cd dién tich toan phan () va ban cue bén ngoai co dién tich 10an
phan ¢, hiv tim:

(a) cac vecta dién cam D va D, trong ving clia £, va 2,3
(b cac dién trudng trong vung cua £, va <,

(¢} dién dung toan phan ciia hé.
(SUNY, Buffalo)

(:

Hinh 1.29
Lai giai:
Ta Ly hudng phap tuyén n tai mat phén cach gilta cac dién méi =; va =, la
hudng chi tir 1 dén 2. Cac diéu kién bién tai bé mat nay 13

Ey=Ey. D~ Dy
Néu ching ta gia thiét rang dién trudng E van c¢6 doi xing ciu, tire 12

E, E,-- Ar/r,
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Khi d6 cic diéu kién bién trén van sé dudc thod man. Chon mat Gauss la mot
mit chu ddng tdm cé ban kinh r (@ < r < b). Tit dinh 1y Gauss

ta nhan dugc

hay

E - E ]
! 2 27y + 52)7'3
€1Qr £2Qr
71'(51 + 52)7 2r(ey + 52)1‘

Xét tu dién ban cau 1, ta cé
* A A(b—a)
V = — —d‘ = —
ab /,; = ab

va
. & . 2776'1(}.()
Ve b—a

Dbi véi C, ta ciing nhan dudge bi€u thire tuong tu. Coi tu dién nhur mot bd gdbm
hai tu dién ban cdu méc song song, ta nhin dugc dién dung toan phan 13

&

2m(e1 + e2)ab

C= b~a

1058

Hai mit cau kim loai ddng tAm cé cac ban kinh a va b(a < b) dugc ngin
cach nhau bing mo6t méi trudng cé hiing sb6 dién méi ¢ va @6 din dién . Tai
thai diém ¢ = 0 mot dién tich ¢ bat ngd duge dit vao mit ciu bén trong.

(a) Hay xac dinh dong dién toan phan chay qua méi trudng dé nhu mét
ham cua théi gian.
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(b) Hay tinh nhiét luong Joule tod ra do dong dién nay va chung minh
rang no6 bang vai do gidm ning lugng tinh dién xay ra khi dién tich dugc sap
xép lai.

(Chicago)
L3i giai:
’

(a) Tai t = 0, khi mit cAu bén trong chita dién tich ¢, cudng do dién truong
bén trong moi trudng la

q
" 4rer?

va c6 hudng theo ban kinh ra ngoai. Tai thdi diém ¢ khi mat cAu bén trong
dang c6 dién tch g(t), cudng d6 dién truong la

E() ~ 41(22 '

Theo dinh luit Ohm mét d6 dong j = oE. Xét mét mit cAu dong tAm ¢6 ban
kinh 7 bao quanh mit cAu bén trong, theo dinh lut bao toan dién tich ta cé

—%q(t) = 47rr2j(t) = 47rr20E(t) = %q(t) .

Phuong trinh vi phin nay c¢6 nghiém la

q(t) = ge” ¢!
Do dé
q -9y
E t = E
( 57') 4Tr57'2€ ]
gltor) = 99 -2t

 4rwer?
Dong dién toan phin chay qua méi trudng trén tai thoi diém ¢ 13
o 4
I(t) = anrlj(t, r) = ?qe"zt.
(b) Nhiét lugng Joule toa ra trén mét don vi thé tich trén mét don vi thai
gian trong mdi truong dé la

a 92 e 2oy
(4me)2rd '
va toan bd nhiét lugng Joule dugce toa ra la

w(t,7)=j-E=0E?=
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+60 b 2
W=/ dt/ dr—47rr2w(t,r)=q—(l_l)_
0 a Rre\la b

Nang lugng tinh dién trong moi truong do6 trude khi phong dién 1a

b 2 2
E q 1 1
Wo= | dr 4m2.220 = & ([Z_ 2.
0 /a"w 2 87r5(a b)

Dodo W = Wo.

1059

Mot tu dién bao gdém hai mat ciu kim loai ddng tdm, mit cAu bén trong
¢6 ban kinh a va mit cAu bén ngoai ¢é ban kinh d. Vung a < r < b chita day
mot vét liéu ¢6 hiing sb dién méi twong dbi K, viing b < r < ¢ 1a chan khéng
(K = 1) va vliing ngoai ciing ¢ < r < d chita diy mot vat liéu c6 hing sb dién
méi K. Mt cu bén trong dugc tich dién dén dién thé V so v6i mit cdu ngoai
khi mit cAu ngoai dude ndi dit (V = 0). Hay tim:

e A , A - A Iy - A \
(a) cac dién tich rwy do trén mat cau trong va mat cau ngoai.

(b) dién trudng nhu 12 ham ctia khoang cach r tinh tit tAm dbi véi cac
ving:a<r<b, b<r<ec, c<r<d.

(c) cac dién tich phdn cuctair = a,7r = b,r =cvar =d.

(d) dién dung cua m dién nay.

(Columbia)
L&i giai:

(a) Gia thiét ring mat cdu bén trong chia dién tich ty do toan phin 1a Q.
Lic d6 mit ciu bén ngoai sé chita dién tich tu do toan phén 1a —Q vi né duoge
nbi dat. '

(b) Diing dinh luat Gauss va tinh déi xting cAu ching ta tim dwoc cac két
qua sau

Q
FE=——
47rK150726r’ (a<r<b),
__Q
__47r50r2er, (b<r<e),
E= ¢ (c<r<d).

= —¢8
47(50K27‘2 T
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(c) Dung cac phuong trinh

J[):n-(Pl_PQ). P EO(K'-l)E!

Chuang ta tim dugc cac mat dé dién tich phan cuc

op = :1,—*%7 1—:-K?-’-1- tai r=ua.
op = 42)2 KlK_ ! tai r=»%
Up=%1}52 tai r=c
ap:E%Kj{;l taa r=4d

(d) Dién thé 13

a Q [/1 1\ 1 1 1 11y 1
V=— | E.dr= )=+ (- - = - —=}—=1.
/; g 4ney (a b)K1+ b c)+(c d)Kg
Do d6, dién tich 3 mit ciu bén trong 13

Q N 47TE()K1 Kgabch
" Kyab(d — ¢) + K1 Kaad(c — b) + Kacd(b - a)’

va dién dung la

Q 4T(60K|K20.bcd

C =—= = .
V. Kjeb{d — ¢) + K1 Ksad(c - b) + Kacd(b - a)

1060 _
Thé tich giita hai mat cu din dién déng tdm ban kinh @ va b (« < b) dugc
l4p diy bing mot chat dién méi khéng ddng nhit c6 hing sb dién méi

=0
1+ Kr'

trong do =p va K 13 nhitng hing sé va r 13 toa d6 ban kinh. Nhu vay D(r) -
eE(r). Mot dién tich Q dugc dit vao mat bén trong, trong khi mat cau ngoai
dudc ndi dat. Hay tim:

(a) dién cadm trong vung a < r < b.
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(b) dién dung cua linh kién.
(¢) méat do dién tich phan cuc tronga < r < b.

(d) mét d6 dién tich phan cuc mattair =avar =b.
(Columbia)

Loi giai:
(a) Theo dinh luat Gauss va tinh déi xitng ciu, ta c6

D=—"3e,, (e<r<b).

(b) Cuong d6 dién truong la

E= Q‘“;*(1+K7')er) (a<r<b).
f17r50'r2

Do d6 hiéu dién thé gilta mit cau bén trong va mit cau bén ngoai la

b
V:/E-dr:-—g—(l—l—kl{lné).
“ dmep \a b o

Khi dé dién dung cna linh kién 1a

o Q _ 47TE()ab
TV (b—a)+abKIn(b/a)’
(c) DO phén cuc la
_ QK
=(z—gg)E= - —— 7 -
P={ o) /17T're )

Do d6 mat d¢ dién tich phan cuc khéi tai ¢ < r < b duoce cho bdi

- 10 /QKr\ QK
pp=-V P‘—TZE(AM')—!I'M'Q'

(d) Mat dé dién tich phan cuc mit tair = a. b la

oK _QK

O =
! 47a 47d

tai r=a; op= tai r=5»%.

E-DIENTU HOC
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1061

P6i véi trudng hop dong dién ding tuén theo dinh luat Ohm, hay tim dién

tr gilfa hai vat din hinh cau déng tdm ban kinh o < b chita ddy mét vét liéu
’ A % -~ ’ . ~ \ v 3 A
c6 d¢ dan o. Hay noi ro tung gia thiét.
(Wisconsin)

L&i giai:

Gia thiét ring cic vat din va vat liéu trén 1a ddng nhit dé cho toan bé dién
tich  chita trén mait ciu bén trong dudc phan bé déu trén bé mit né. Theo
dinh luat Gauss va tinh déi xing ciu cho biéu thirc sau

Q

E(r) = ;
2 dmer? T

trong dé ¢ 13 hiing sb dién moi cva vat lidu. T dinh luit Ohm j = oE, ta cd
g g : at lié i 3 J

j= -9

4mer

5 €r.
Khi d6 dong dién toan phén 13
I= j{ i-ds=70Q.
3
Hiéu dién thé giita hai vat din 1a

@ LA I /1 1
V:_ E'd = — d = — — — — ,
-/l; T /b47r0'r2 T 47r0(a b)

suy ra dién trd

4. NHUNG PHUGNG PHAP TIEU BIEU DE GIAI CAC BAI TAP TINH DIEN -

TACH BIEN, PHUONG PHAP ANH, HAM GREEN VA KHAI TRIEN DA CUC
(1062-1095)

1062

» Py ‘A aAs 7 ” r \ Y L gea A -
Mot qua cau dién moi ¢6 ban kinh a va hdng s6 dién mbi €7 duge dit trong
a 5 3 -n N 4 » 2 a 3 3 A ‘A A A v A
mot chat 1ong dién méi c6 kich thude vé han va hang so dién méi e5. Mot dién
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wruong déu E c6 ngay r dau trong chat 16ng dé. Hay tim dién truong tong
hop & bén trong va bén ngoai qua ciu.
(SUNY, Buffalo)

Loi giai:

Liy gbc toa db tai thm cia qua ciu va 1Ay hirdng ciia dién truong ban déu
E lam truc cuc = nhu trén hinh 1.30. Gia st dién thé tinh dién tai mor diém
bén trong qua ciu la ®, va tai mot diém & ngodi qua cau 1a ®,. Do doi xing,
ta ¢ thé viet ©; va ®» nhu sau

B”.
b, — Z (_,1nrr:. 4 ;m) Pyicosd),

n—il

L,
d, = Z (Cnr” 3 =y ) Folcost),

il

trong dé A,,, B,,, (., Dy, nhitng hiing s6, va P, la da thic Legrendre, Cac diéu
kién bién nhu sau:

(1) @, la hitu hanai r = 0.

Hinh 1,30

(2) Polruoe = —Frcostl = —ErP{cos 0).

(3) D1 = Dylrmy. 61 B2 = 5252 |r g

Tir cac diéu kién (1) va (2) ta nhén duge

Bn=0, Ci=-E, C,=0{n#£1).
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Sau dé tit diéu kién (3) ta nhén dudgce

— EaPy(cos9) + Z (cos 6) Z Ana” Py, (cos ),

n-!—l

T

D
2| EPy{cos @) + Z(n + 1) == Pr(cos ) } = £] Z Ana™ Py (cos ).

Cac phuong trinh nay sé thod man déi v&i moi géc 6 kha di. Do d6, cac hé sb
ctia P,(cos #) & hai vé ctia m&i phuong trinh trén phai bang nhau débi véi moi
gia tri n. Diéu nay cho

3e

g1 — €9
AA=—-———"F, D=-—1—E3, An=D,=0, (n#1).
1 £ + 2o 1 o1+ 26, a n n ( # )

Do do, dién thé bén trong va bén ngoai qua cau c6 thé biéu dién nhu sau

3eq
&) = ————— 9,
1 o +252E7‘ cos
— e 3
P, = —[l — a—li(g) ]Ercos(?,
£ + 2eq \ 1
va dién trudng bén trong va bén ngoai qua cau 1a
35-2
E,=-V&,=—FE, )
! ! €] + 265 (r<a)
e1—e9 3|3(E-r)r E
Ey,=—V®, = E - = >a).
2 2 + P 2520 [ 5 30 (r>a)
1063

Hay xéc dinh dién trurdng bén trong va bén ngoai mét qua cAu ban kinh R
va hing s6 dién méi e dugc dit trong mét dién trudng déu ¢b dd 16n E, va
hwdng doc theo truc z.

(Columbia)
L3i giai:
St dung 16i giai ctia bai tip 1062 ta cé
3&p

= E .
E; et 2500 (r<R),

E—£0 3 3(E0 . r)r E()

E, =E _ 0

? 0+E+250R[ 5 rd |’ (r> )
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1064

M6t qua cdu c6 hing s6 dién méi ¢ duge dit trong mét dién trudng déu
Ey. Hay chitng minh rang mat d¢ dién tich mat cam @ng la

£ — E¢
- 0 JegEpcos b,
£+ 2e9

o(6) =

trong d6 ¢ dudc do tir hudng clia Eq. Néu qua cau duge quay véi téc d6 goe w
quanh hudng cia Eg thi ¢6 sinh ra mat tr trudng khéng? Néu khdng, hiy giai
thich vi sao. Néu c6, hay vé phac hoa duéng suc .
(Wisconsin)
Loi giai:
Theo 18i giai ctia bai tip 1063 dién trudng bén trong qua cau la
3ep
&+ 2¢9

E =

Eo,

tlf day 6 thé tinh duge d6 phan cuc dién moi

360(5 - Eo)

— (6 — en)E =
p=(c—co) €+ 2€p

0 -
~ a Y ’ ‘. A A - ) > R “A PR
Mét d6 dién tich c6 trén bé mat cua qua cau dién méi la
_ 360(5 - 60)

0’(6) =n-p= ﬁE{)COSG.

véi n 14 vecto don vi toc d§ vudng gée voi mit chu. Khi d6 mémen toan phan
ludng cuc dién sé la

4 4reg(e — €0) 5
P=_-nmRp=——"RE
gmitp = T g, fol
Luu ¥ ring P ¢6 hudng gibng nhu Eg. Khi qua cu quay quanh hudng cla
Eg, P sé khong thay déi. Diéu nay c6 nghia 1a su quay khong sinh ra dong
phan cuc va do dé khang sinh ra tr trudng.

1065

M&t qua chu dan dién 1y tudng duge dit trong mot dién trusng déu huéng
theo truc 2.
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(a) Mt dd dién tich m3t trén mit ciu 13 bao nhiéu?
(b) Mémen tudng cuc cam 1ing chia qua ciu 13 bao nhiéu?
(Columbia)
Ldi giai:
(a) Diéu kién bién trén bé mit vat din 1a
& = hing sb = @, , tic 13,
o

E0F— = —0,

or

trong d6 &, 13 thé niing clia qua cAu din dién va o 1a mat do dién tich mat cha

no. Do dbi xitng, thé ning tai mét diém (r, 6, ) trong hé toa do cu voi gbe
A % LA > R .

toa d6 ¢ tam qua cau la

D
o= (cnrn + rn—:l) Pp(cos®). (1
n=0
Gia st Ep 1a cudng do dién trudng déu ban du. Khir — oo
® = —Eyrcos @ = —FyrPy(cos ).

Bing cach 1am bing cic hé sb clia P,(cos ) & hai vé ctia phuong winh (1) ta
co

Co=0, Cy=-Ey, D =FEpa®, Co=D,=0 voin>1.

Do dé )

an
r2

® = —Forcosf + cosf, 2)

trong d6 a 1a ban kinh ctia qua ciu. Diéu kién bién thit hai va phuong trinh
(2) cho :
o= 3¢gEpcost.

(b) Gia thiét ring mémen ludng cuc dién P = Pe, duoc dit tai gbc toa dd

thay thé cho qua cAu. Dién thé tai r do ludng cuc sinh ra 1a
1 1 Pcosf
ep = _471'€0P ‘ V(;) T dmegr?”
So sanh phuang trinh nay véi sb hang thit hai ctia phuong trinh (2) thiy ring
<0 hang nay cua phuong trinh (2) tuong (ng véi su dong gop cia mot ludng
Lue ¢ mémen
P = 4nepa®Eo,
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v s I . A P ~ 7 3 [
ma ta c6 thé coi nhu mét mémen ludng curc cdm ing clia qua cau.

1066
Mat dé dién tich mit 0(8) = oy cos § dude gin 1&n bé mit ctia mét vo ciu
¢6 ban kinh R (00 12 mét hing sb va 6 13 géc cuc). Ca bén t‘rong va bén ngoai
ctia v6 chu 1a chan khong, khong co dlen tich. Hay tinh dién thé va dién trudng
& ca bén trong va bén ngoai ctia vd cu dé.

(Columbia)
Lai giai:

Goi @, ®_ 14 dién thé twong iing & bén ngoii va bén trong vé cAu. Ca @,
vi ®_ déu thod min phuong trinh Laplace va do dbi xing try chiing cb céc
biéu thitc sau

®, = Ebnr_"_an(cos 8), (r>R);

n=0

=) a.r"Pu(cosb), (r<R).

n=0

Cic diéu kién bién tai r = R dbi vdi dién thé va vecto dién cam 1a

8%_ 9%
0(8) = o P (cos ) = so(—ar— - 6:) .

Thay vao cac bifu thitc trén cha @, va &_, rdi lam bing cac hé s6 cta P, (cos 6)
& hai vé cta phuong trinh, ta-nhén duge
a"=bn:0 dbivéi n#1,

by= 2R3 dbivsi n=1.
360

Do do6
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T hé thitc E = — V@, ta nhan dugc

20013 ooR3 |
E, = .9 - —— sind ' >.R,
3 313 coste, + Beord sin ey T
E_= —,ﬂo—el r< R
£0
1067

Xét mdt qua ciu ban kinh R tim dit 8 gbe toa d6 O. Gia thiét ring mot dién
tich diém g dugce dit tai O va ring déy 1a dién tich duy nhit & bén trong hoic
bén ngoai qua cAu. Hon nita, dién thé trén mit cia qua cu la & = V; cosb.
Hoi dién thé bén trong va bén ngoai qua ciu 1 bao nhiéu?

(Columbia)

Loi gidi:
Dién thé dugc cho bdi phuong trinh Poisson hoic phudng trinh Laplace

V2. = ~2L5(+), r<R;
€p

V2%, =0, r>R.

Cac nghiém téng quat hitu han trong cdc viing tuong iing, c6 tinh dén dbi
xung la

__ 4
dmepT

oo
+ Z Apr"Py(cos8), 7 <R,
n=0

o
B,
<I>+=Z % P.(cos8), r>R.

Tn+1
n=0

Tit diéu kién @ = &, = Vycosd tai r = R ta nhan duge Ag = — 45, 4y =
Y% B =VyR? By =0,A, = B, = 0d6i v6in # 0,1, va do d6

q q Vocos @
d = - .
47r£0r 47FEQR R T < R’
2
<I>+=VDR cos 0, r>R.

r2
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1068

Néu dién thé clia mét vo cAu c6 chiéu day bing 0 chi phu thude vao géc
N %4 ~ A A b ke )m Y A .
cuc ¢ va duge cho bdi V(6), bén trong va bén ngoai qua cau la khéng gian
rong.

(a) Hay chi ra cach dé nhan dugc biéu thite dlen thé V(r, 6) 4 bén trong va
bén ngoai qua ciu? dé nhin dudc bidu thite dbi vai céc nguon dién trén qua
cau?

(b) Giai ra véi V(8) = Vycos? 0.

Mot vai sb hang dau tién ctia da thirc Legendre 13

0526 — 1
Po(cost) =1, Pi(cost) =cosd, Pa(cosl)= Scmf .
Ta ciing co
/ P, (cos 0) P, (cos @) sinbdf = 0 néu n #m
)
va
/W PZ(cos 0) sin 8df = 2 .
o 2n+1
(Wisconsin)
Lai giai:

(a) Vi ca bén trong va bén ngoai v ciu déu réng nén dién thé trong toan
bo khong gian thod man phuong trinh Laplace. Nhu vdy dién thé bén trong

qua cau c6 dang
oG

q)l = Z a"r"Pn(cos 0) \

n=0
. ' A L A \ . > X \
trong khi dién thé bén ngoai qua cau la

o0

bn
@2 = Z mPyz((‘.OS()).
n=0
Y 3 ” ’ -2 3 X . s
Gia su ban kinh cua vo cau la R, ta co

‘a:.
= X anR" P, (cosb).
n—0
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Nhan ca hai vé vdi F, (cos #) sin @dé va tich phan tlr 0 dén 7 ta nhin duoc

anR"=2n+1

b
f V' (6) Py (cos #) sin 8df .
u

Do do

an 4]

el

va mot cach tuong tu

2 1 .
i / V(@) P, (cos8)sin Hd&'] Py(cos@)r",

e ¥}

= [2n+ )R ) ) Phicos @)
¢, = ?:' [ —2_/9 V(&) Py (cos @) sin 8dd _:.»nT ;

" ) o . o A ' A - . K- ala
Su phin bo dién tich trén vo cau dude cho bdi diéu kién bién doi voi vecto
dién cam

B'\ £ aq)l £ Q‘.I)!
-CT[ _UtZ}TH'.Ff Oa‘f‘r_ﬂ
(2n+ 1)% [T, ;
.—ED;[-—B—R—)IJ V(D) P, (cos 8) sin #df | P, (cos 0) .
(b) T

y 0 2V -
Vif) = Vyeos? 0 = TDPJ(cose; ‘ %Po[msﬁ),

ta nhan dugc
" : 2 i
/ V(6)FPp(cos @) sin 8d8 = EVD ., doivoi n=0;
0
" ; 4 .
f V(6) Py (cos ) sin@df = Flfﬁ, dbivéi n=2;
[} B3]

[ ViB)Polcos @) sinfdd = 0, dbivéi n #£0,2.
u

Do do
1'|_'| 2V r2
Py = 3 + 3 Pg(cmﬂ "L (r < It)
Vol 2Vy I
¢2=‘—l‘j;—+ ——PQI:C .1. [T:‘R]
coVa

S 7 Ll + 5P3(CDSH:I]
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1069

Mot qua cu dén dién ban kinh ¢ mang mét dién tich g duge dit trong
dién trudng déu Eq. Tim dién thé tai tAt ca cac di€m bén trong va bén ngoai
qud cau. Mémen ludng cuc ciia dién tich cam (ng trén qua cau la bao nhiéu?
Ba dién trudng trong bai tip niy 1am xuAt hién siu sb hang ning luong. Hay
nhén biét sau s6 hang nay, hiy néi r6 sb hang nio 13 hitu han hodc bing 0, sb
hang nao la vd han hodc khong cé gidi han.

(Columbia)
Lai giai:

Trudng & trong bai tap nay 1a chdng chip clia ba trudng: dién truong déu
Eo, truong ludng cue do cac dién tich cdm itng ciia quéa cAu din dién gay ra va
mét trudng giy boi dién tich g phin b ddng déu trén khip qua cau din dién.

Goi &, va &, 1An lugt 14 dién thé toin phin & bén trong v bén ngoai qua
cdu. Khi dé6 ta ¢

V2®, = V28, =0, &, = dg,
trong d6 ®; 13 mot hing s6. Cac diéu kién bién 14
(I)l—':(:ﬁ'z, voi r=a,
q’g = —FaorP (COS 9) VOi r — oo,
Do tinh déi xtng try, n ghiém cta phuong trinh Laplace 1a

<I’2=Z<anr + nH)P(cosG

n
Thay cac diéu kién bién 8 trén vio, ta tim dugce
1 =—Eq, bp=ad, b = Epad,

Trong khi tAt ca cac hé s6 khac bing 0. Vio = —ep(%2),_,@co

m P :
q= / (360E0 cos b + €oa 9 ) 21a? sin 0d0 = 4maey®y ,
0

hay
q
dmega

dy =

Nhu vy dién thé bén trong va bén ngoai qui ciu 1a

q
&, =
1 471'600., (r<a),
E 3
dy = —Egreosf + —— g +0—acose, (r>a).

dmegr r2
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Truong ngoai qua chu c6 thé coi nhu su ch6ng chép ctia ba trudng tao nén
dién thé ®, c6 ba s6 hang nhu thay 4 vé phai cta biéu thite cudi cung: mot
dién trudng déu Eq, mét trudng do dién tich ¢ phan b déu trén qua cu va
mét truong ludng cuc do cac dién tich cam Ung trén bé mit cha qua ciu gay
ra. SO hang cubi cling c6 thé do mét mémen ludng cuc P = 47rz0a3E, dit tai
tAm qua cau giy ra.

Nang lugng ctia ba dién trudng nay c6 thé chia thanh hai loai: ning lugng
finh dién sinh ra do ting trudng riéng biét va nang lugng tudng tac gilta cac
mrf‘jng. Mat dé nang luong cda trudng ngoai Eq 1a ¢ E}. Nang luogng toan
phéan ctia né [ % EZdV la v6 han, nghia la W; — oc, bdi vi Eg mé rong trong
toan bo khong gian.

Ning lugng tinh dién toan phin clia mét qua ciu din dién dudc cb 1ap ¢6

dién tich ¢ 14
s e \, . ¢*
W, = D —L ) anrtdr = - ,
: /u 2 (477507‘2) ' 8mreoa

8 d6 téng nang luong nay la hitu han.

Cuong d6 dién trudng bén ngoai qua cdu do mémen ludng cuc P gay ra la

Ey 203 Ey cos 3Fosi
——V( a cos()): a° Eycos 6 +a OSmGeo.

= . e ;
rd " r3

Mat d6 nang ludng tudng ung 1a

1 6
ury = 5 E3 Ezoa F (4(:05 B + sin’ 0)
= ﬂi&( 1+ 3cos®0).

2 rt

Vi ludng cuc khong sinh ra mét dién trudng bén trong qua caunén nang lugng
tinh dién toan phan ctia P 13

6p2 oo 2 1
Wy = /wng = 20_92130 / ri“dr/ dga/ (1 + 3cos®f)d cos 0
[/ 0 -1

47r€oa
=— — - EZ,

nang lugng nay ciing hitu han. Béi vdi qua ciu din dién c6 dién tich toan phin
1a ¢, mét dé dién tich mit cia nd 1a o = g/4ma?. Khi d6 nang luong tuong tac
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gilta qué cAu va dién truong ngoai E la

Wi, = /0 - (—Epa cos 8)27ra? sin 0d6

kD
:5&?9-/ cosfdcosh =0.
2 Jo

Tuong tu, niang lugng tuong tac clia qua cdu din dién véi trudng clia mémen
ludng cuc P la

r2

m E 2 ,
Wos = / o (—93— cos 0) 21a’sinAdf = 0.
0
Ning lugng tuong tac gilta mémen ludng cuc P va dién truong ngoai Eg la
1 .
Wiz = "'éP "By = —2repa’ Ef

Nang tuong nay 13 hiru han. Su xuAt hién cta hé sb 3 trong biéu thirc 12 do
thuc té, ludng cuc P chi 1 mot ludng cuc tuong dudng dude cam ing bai dién
truong ngoai Eg.

1070

Mét vé ciu din dién ban kinh R bj cit déi. Hai ban cAu duge cach dién
véi nhau va dit gan nhau nhu trén hinh 1.31 sao cho khoang cach giira hai
ntta nay c6 thé bé qua dugc. Nita trén dugde gitt & dién thé ¢ = ¢ va nira
duéi dugce gitt 3 dién thé ¢ = 0. Hay tinh dién thé ¢ tai tht ca cac diém trong
khéng gian bén ngoai bé mat cla cac vat din, Bd qua nhimg sb hang giam
nhanh hon 1/77, r 12 khoang cach tinh tir tam vét dan (nghia la, giu lai nhing
s6 hang cho t6i bac d6 bao gbm ca nhitng sb hang phu thuoéc 1/r%) ma » 13
khoang cach tinh tir tim ctia vt din. (Goi ¥: Bit dau vdi nghiém cta phuong
trinh Laplace trong hé toa d6 thich hop. Diéu kién bién ctia bé mit vat din
phai duoc khai trién theo chudi cac da thirc Legendre

Po(x) =1, Pi(r) = a. Po(x) =322 — 5, Py(a) = 323 — 3r.

(Columbia)
Lai giai:

Dung hé toa dé chu (r, 0. ) vi goc toa dé tai tim ctia qua cu. Truc = dugce
14y vudng gbc véi dudng ct chia hai ban ciu (xem hinh 1.31). Thay ngay rang
dién thé ¢ chi 13 mét ham cua r va ¢ va thoa man phuong trinh Laplace hai
chidu sau day
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1 0 509 1 5] . 0
I —_ > .
r28r(r d’r) rQSin()d'B(Smeaﬁ) 0. (r=FR)

Nghiém tdng quat ctia phuong trinh nay 13

R

7

Hinh 1.31

LA
¢ = pr—ng(cos()), (r>R).

Chi giit 1ai cac thanh phan dén ! = 3 nhu yéu ciu ciia dé bai, ta c6 biéu thirc
gin ding

Diéu kién bién tai r = R 1a

oo, voi 0S6<%,
0, voi F<O<T.

¢1r:R = f(8) = {

Khai trién f(#) nhu mét chudi céc da thite Legendre, nhung chi giit lai cac s6
hang cho tdi [ = 3, ta ¢6 :

3
£(8) =) BiPi(cost)

=0
Dung tinh tric giao cua cac da thitc Legendre ta tim dudc

2

B = “/ F£(6)Py(cos §) sin 64
6]

2

- M/O P(z)dz .
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Lay tich phan ctia mét vai sb hang dau tién ctia da thitc Legendre nhu da cho,
ta nhin dugc

1 1 1 . 1
/ Py(z)dzr = / ~(52% — 3z)dz = - =,
0 0o 2 8
Thay cac gia tri ndy vao biéu thifc trén sé cho

1 3 7
By = = = - = = — .
0 2¢>0, B, 4¢0, By =0, By 16450

3

Plrer =Y o R,H ZBIF’z,

=0
Ta nhén dugc

A= RB,.
Do d6

3 +1 ;
kR R 3/R\2
¢ = E B((?) Pl(cosﬂ)=d>0{5+z(7) cosd
=0

372( )(5003 6 — 3)cos@}

1071

Trén hinh 1.32, mat cAu din dién bén trong, ban kinh a chita dién tich Q,
v3 mait cau bén ngoai ban kinh b dudc ndi dat. Khoang cich gilta cac tam cla
chiing la c va 1a mét dai lugng nhd.

(a) Ching minh ring trong phép gin dung tai bac nhét cia c, phﬂdng
trinh mé ta m3t cAu bén ngoai khi diing tAm ctia qua cau bén trong 1a m goc
toa do sé 1a

r(6) = b+ ccosb.
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(b) Néu dién thé giita hai mat ciu chi chira cac thanh phan géc | = 0 va
[ = 1. Hay xac dinh dién thé nay t6i bac nhat cia c.
(Wisconsin)

Hinh 1.32

Lai giai:
(a) Ap dung dinh 1y cosin dbi v6i tam gidc cda hinh 1.32 ta c¢6 phuong

trinh t6i bac nhit coa ¢

b2 = ? 4+ r? — 2ercost ~ r’ — 2er cos @,

hay

1 : ; ;
7 5 (2(:6056 + V4c cos? 6 + 4b3> ~ b+ ccosf.

(b) St dung phuong trinh Laplace V26 = 0 va su ddi xing truc, ta c6 thé
biéu thi dién thé tai mét diém giita hai qua cAu dudi dang

b = X (Arr[ + %) Pi(cosd).
Sau d6 chi giif lai cdc thanh phan goc ! = 0.1, ta c6
d = Ay + @ + (A]r + B—;) cos @ .
" -
Vi mit cia vat dan bén trong 1a mét mat ddng thé, nén ddi voi r = a, ® khéng

phu thudc vao 0. Do dé

B
Alu—{—--.—;:(). @))
a
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Mit dé dién tich trén bé mit clia qua ciu bén trong la

. 0%
T or r=a

n
/ o2ma’sin0df = Q.
0

va ta cd

Phuong trinh nay cho

By = —. 2
0 47T€0 ' ()

Vi qua cAu bén ngoai duoe ndi dat, nén & = Q 4bi v8i r & b+ ccos 8. Didu nay
dan dén

By B
——— + |A )+ — 6=0. 3
Ao+ b+ ccos b + [ {6+ ccosf) + (b+ccos€)2] €08 0 )

D€ giit lai cac s6 hang bic nhét ciia ¢, ta ding cac cong thite gin ding

-1
(b+ccos@)™ P =pt 14 Scosb xl 1 — Scosd ,
b b b
-2
‘ : 1 2
(b+ccos8) ™2 = b_2(1 + ;—)cos 9) o (1 — fcosﬁ)

Thay thé nhiing biéu thitc niy vao phuong trinh (3), bé qua ccos? 8 va cac sb
hang bac cao han, ta c6
By

AD+T+(

BOC

W + A0+ 62)0059%0, (4)

Vi (4) diing véi bat ki gia tri nao cla 6, ta'cén ¢o

B
A0+—b2=0,

B B
b2 +A1b+7}2—=0

Dung hai phuong trinh trén cung véi (1) va (2), ta tim dudgc

Q
Ap = ———
0 47T€0b’

@ Qca®

Bi= am - A

1-DIEN TU HOC
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Do dé dién thé giita hai mit cdu 12

- ft bl (@)

1072

L4y mét hinh tru rir dai c6 ban kinh r ché tao bing vét lidu cach dién.
Phun mét 16p may électron 1&n bé mit hinh tru. Ching chuyén déng nt do
quanh bé mit d6 sao cho, ban dau, ching trdi ra ddng déu vdi dién tich trén
médt don vi dién tich 13 o¢. Sau dé dit hinh try vio trong mét dién trudng déu
vudng goéc véi truc ciia hinh tru. Xét mat dé dién tich trén bé mit ctia hinh
try, o(4), nhu mét ham cia dién trudng ngoai E,. Trong khi lam viéc nay ban
c6 thé bé qua d phin cue dién cda hinh tru cach dién.

(a) Bai todn nay khac 6 phuong dién nao so v8i mét bai toan tinh dién
chuin, trong d6 ching ta ¢6 mét hinh tru din dién tich dién? Khi nao nghiém
cta hai bai toan dé 1a nhir nhau?

(b) Hay tinh 0(6) trong trudng hap clia mét hinh tru dan dién va néu pham
vi cac gia tri cia E, ma nghiém nay ap dung dugc cho trudng hgp mé té &
day.

(Chicago)
Lai gidi:

Stt dung hé toa dd tru (p, 8, 2) vdi truc z doc theo truc hinh tru vi hudng
ctia dién truong ngoai cho bai § = 0. Goi dién thé bén trong va bén ngoai lan
luot 1a ) va oy, Vi gia thiét hinh tru rat dai nén ¢ va oy khong phu thudc
vao z. Khi khéng c6 dién tich bén trong va bén ngoai hinh tru, dung phuong
trinh Laplace V2 = V2py = 0, vdi cic diéu kién bién la

Opr Oen
1= ‘1‘7H|P=Ta (‘5"’5‘) = (W) |p=r )

¢1lp—o 12 hitu han,

1t| gm0 — —Eqpcosf.
Luu ¥ ring hai diéu kién du tién c6 dugc tit tinh lién tuc cta thanh phin tiép
tuyén ctlia vectd cudng 46 dién trudng. Thém nifa, vi cac electron tu do chuyén
déng quanh bé mit hinh try, Ey = 0 trén bé mat tai trang thai can bang. Vi
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khong chida 2, nén ¢6 thé tim nghiém dudi dang

D
o1=A1+ Bylnp+ Clpcos«9+—plcos(),

D
¢n = Ax+ Balnp+ Capcosf + —pzcosO.
Khi d6, cac diéu kién bién trén ddi hoi cin thoi man
Bi=Dy=0, C,=-E,,
va
Dy
A1+ Circos = Ag + Balnr — Ercos8 + ~r—c059,
D
— C.sinf = E,sin6 — r—jsino =0.
Phuong trinh cudi ciing cho gia tri
Cl=0, D2=Ea_7'2.
Ap dung dinh lut Gauss déi véi don vi chiéu dai ciia hinh try

fEn'dS:i»
€0

thc la B .
~=2 omyr = —og 27T,
T £p
ta nhan dugc
B, = -2
€o
Bd qua bét Ki dién thé khong ddi nio, ta &y A; = 0. Khi dé
1
A= ByInr = _geamr .
€0

Cubi cling, ta tim dudce nhitng biéu thitc sau

oorinr

= v Er=0,
1 %o 1
1 E,r?
¢1,=~00T np~Eapcos(9+ ol cos @,
€o

E 2
Ep = (——UOT + E,cosf + a; cos 8) e,
gp p

-2
— Ea(l - 7) sin feg
P

p(0) = Du,lp=r = 00 +260E, cosf.
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(a) Su khéc nhau giifa trudng hop nay va trudng hop ctia vat dan dién hinh
tru la: di vdi vat din dién hinh tru, o(8) cé thé duong hodc 4m, con trong
trudng hdp nay o(6) < 0. Tuy nhién, khi |E,| < |72 thi hai bai tp ¢6 nghiém
gibng nhau.

(b) Déi véi trudng hop ctia mdt hinh tru din dién trudng tinh dién phai
thoa man nhing diéu sau:

(1) Bén trong vét din E; = 0 va ¢ 12 mét hing $0.
(2) Bén ngoai vat din:

X Vion =0,

Dyn
(W)pzr =0, ulp—oc = —Eapcosh.

Nghiém dbi véi ¢y giéng nhu trudc. DE 18i gidi ca vat din trén trung véi
X 3y A M rd -A -A = A A - »

trudng hgp cua mét hinh tru cach dién, diéu kién can thiée 12 |Es] < |2¥'€% .

diéu kién nay dam bao rang mit d6 dién tich mit trén hinh tru 12 4m & khip

moi nadi.

1073

Hai 14 nhém ndi dit, phing, c6 chiéu dai ban vé han, tao thainh mot gbc
60°. M6t dién tich diém don 1é +¢ dugc dat nhy trén hinh 1.33. Hay vé mét
hinh 16n chi ra ré rang vi tri, gia tri chia tit ca cac dién tich anh. Hay giai thich
14p ludn cha ban bing hai hoic ba cau.

(Wisconsin)
L giai:

Nhu théy trong hinh 1.33, vi cdc mit phéng dugc néi dét nén cac dién tich

anh dugc phin bé mot cach dbi xitng 3 hai phia ciia titng mit phing.

1074
Mbt dién tich dat truée mot mit phing kim loai:
(2) N6 bi mit phing ddy ra.

(b) N6 khong biét c6 mit phing & dé.
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Hinh 1.33

(c) N6 bi hit vao mat phang bdi anh guong la dién tich bing vé& dé 16n va
trai dau.
©cr)
Loi giai:

Cau tra 13i 1a (o).

1075

Dién thé tai mét khodng cach r tinh tir truc ctia mot soi diy dan thang vo
han c6 ban kinh « mang mét dién tich trén mot don vi chiéu dai o 1a

o 1
= In—%const.
2n r
Soi day nay duge dat cach mdt mat phang kim loai vo han méot khoang b > a,
dién the cua mat phang duge gitt bang 0. Hay tim dién dung trén mét don vi
chiéu dai coa so1 déy trong hé nay.

(Wisconsin)
Loi giai:

Trong méL hé ma dién thé cha mar phang kim loai duce giir bing 0, ta
tudng tuong mot sgi day thang vo han voi mét dé dién tich dai — o duge dit
doi xng trén phia kia cia mar phang. Khi do dién dung giita s¢i day ban dau
va mat phang kim loai la dién dung giva hai sgi day thang nam cach nhau mot
khoing cach 24,
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Khi dé dién thé o(r) tai mét diém giita hai soi day cach sgi day ban déu
mot khoang cach r (va cach sgi day 4nh mét khoang cach 2b — 7) 12

o7 N7 2w Mob—r-
Do d6 hiéu dién thé giita hai sgi day 1a
2 — 2b
vla) — (26 —a) = 21 ( “) ~ZmZ.

a

Viy dién dung ctia hé nay trén mét don vi chiéu dai cla sgi day la

2b
C_V T(/ln;

1076
Mot dién tich ¢ = 2 .C duge dat cach mét tAm kim loai dan dién, phing
v6 han, nbi dit mét khoang a=10 cm. Hiy tim:
(a) dién tich cdm (1ng toan phﬁn trén tim phflng aé,
(b) luc tac dung 1én dién tich q,
(c) cong toan phin cin thiét d€ dich chuyén tir tir dién tich d6 dén vd cuc
so vai tAm phiing.
(Wisconsin)
Ldi giai:
(a) PhUOng phap anh doi héi ring dién tich anh —g dugc dit dbi xiing voi
—q qua tAm phang Diéu nay co nghia 13 dién tich cAm ung toan phan trén bé
mat cha vat dan 1a —q.
(b) Luc tac dung 1én dién tich +q la
.1 ¢* (2 x 1076)2

- — 9
= dneg a2~ VXWX o

~0,9N,
8 déy ta da st dung Ep = m Cz/(NmQ)

(¢) Cong toan phin cAn thiét dé dich chuyén dién tich d6 mét cach tir v
dén vo cuc 13

o0 o | q2 q2
V»’=/ Fdr=/ dr = =0,09J.
a o 4meq (2r)? 16mepa
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1077

Céc dién tich +¢, —¢ dit tai cac dlem (z,,2) = (a,0,a),(~a,0,a) & bén
trén mot mit phing din dién duge nbi die nim tai z = 0. Hiy tim:

(a) hte toan phan tac dung lén dién tich +g,
(b) cong thue hién chdng lai cac lyc tinh dién d€ 13p dic hé dién tich nay,

(¢) mat d6 dién tich mit tai diém (a, 0, 0).
(Wisconsin)
Loi giai:
(a) Phuong phap anh yéu ciu cac dién tich anh +q dit tai (—a,0,—a) va

—q dat tai (a,0, —a) (xem H. 1.34), Nhu vay luc 1dng hop tac dung 1én +¢ tai
(a,0,a) la

- 437250[_ (2}1)26“ B (2¢lz 2\}(1)2 (\f ©t \/' )]
2
B 471'30112 [(_ % + 8_;/_3)61—'— (_ i * 8%/5)82] ‘

Luc nay c6 dé 16n

(V2-1)¢*

F=
327r£0a2

Lic nay nim trong mit phing zz va hudng tdi gbc toa dé theo hudng tao véi
truc  mdt goc 45° nhu thay trén hinh 1.34.

(b) Chiing ta c6 thé dung lai hé bing cach dua tif tif cac dién tich +q va
—g tlt v6 han theo cac dudng di db6i xting t8i cac diém (a,0,a) va (—a,0,a)
trong ing nhu sau:

Khi cac dién tich 6 tai (1,0,1) trén dudng L, va tai (—!,0,1) trén dudng L, thi
tung dién tich chiu tac dung mét hyc %CTILF ¢6 hudng song song vdi hudng
ctia duong di sao cho cdng toan phan thuc hién bdi cac ngoai hc 1a

Wz_g/aFdI:Q/mM(ﬂ:M,

327epl? 16mega
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z
]
(~a,0,a) (a,0,e)
-; F/.Q
Ve
45"
X
+qQ -q
. °
{‘0.0.'01 ’ ‘ﬂ',o"ﬂ]
Hinh 1.34

(c) Xét dién trudng tai diém (a.0,0') & ngay bén trén mat phang din
dién. Cudng d6 dién truong tong hop E; sinh ra do t¢ tai (a,0.a) va —q tai
(a0, —a) la

29
dregal

E, = - e, .

Dién trudng ong hop E, sinh ra bdi —q tai (—e.0,a) va +qtai (~a.0, a)la

E 2q 1
gy = ——— e, .
27 dmegat 55

Do dd, dién trudng toan phan tai (a,0.0%) 12

q 1
E=F+E,= — [ — 1 e,
: - 2t (5\/5 >e” '

va mat dé dién tich mat tai diém nay la

1078

Gia thiét ring ving = > 0 trong khéng gian 3 chiéu chia day mét vat ligu
dién méi tuyén tinh dic trung bdi hang s6 dién méi =, trong khi viing = < 0 co
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mét vat liéu dién méi £,. Gilt cb dinh mér dién tich —¢ tai (z,y, 2) = (0,0, «)
va mot dién tich g tai (0,0, -«). Ngudi ta phai tdc dung mét luc nhu thé nao
1én dién tich am d¢€ giir né ding yén?

(Columbia)
Lai giai:

Pau tién hay xét trudng hop don gian khi mét dién tich diém ¢, duge dit
tai (0.0, a). Phuong phap anh yéu clu cé céc dién tich nh ¢} tai (0,0, —a) va
gy tai (0,0, ). Khi d6 dién thé (trong don vi Gauss) tai mot diém (z,v, z) 1a

q1 7

“IDl:_“—.—d’— )
€171 E172

77
9

(220), 2=

, (2<0).

trong do

m=Vrl+y2+(z-a)?. ro=V22+y?+ (z +a)?.

Ap dung cac diéu kién bién tai (z.y,0)

0 O
; = D N E ‘ﬂ = 5 p
1= 92 U5z oz
ta nhan dugce
¢ on_. &1—7%0
9 = q =

{1
eyle; + 8-2)

Tuong r, néu mot dién tich diém ¢, dudc dat tai (0.0. —a) bén trong chét
dién moi 2, cdc dién tich anh caa né sé 1a ¢} tai (0,0,a) va ¢} tai (0.0, —a) vai
cac dé 16n
ql _ (1" _ &2 —a ”
2= = %
62(61 + 52)

Khi c3 hai q, va ¢, cling tn tai, luc trén g, s& 13 lyc téng hop tlf ¢,. ¢} va qy.-
Suy ra :

4 1]'1 q1g2 qu'{
da?s)  da2ey  4aZey

€1 — &2 3! hq2

£1(g +52) ‘ 4a? 2(e; +Ez)a2 )

Trong bai tap dang xét ¢, = —q.¢, = +q, va thay vao biéu thitc ctia F ta dugc

E1 — &y q_’z_ l12 _ (12

T e(er + en) a2 +£9)a® dsia?’

Do do, luc —F 13 luc cin thiét dé gilr -q ditng yén.
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1079

Khi mét ddm may bay qua mo6t di€ém nao dé trén mat dit, mét dién trudng
hUOng thiang diing E = 100 V/m dudc ghi lai & ché nay. Day cia ddm may
¢6 chidu cao d = 300 m tinh tir mit dit va dinh ctia ddm may c6 chiéu cao
d = 300 m tinh tir ddy cia né. Gia sit dam mAy trung hoa vé dién nhung c6
suf phan bd dién tich: mét dién tich +¢ & dinh ctia né va mét dién tich —q 8
day cua né. Hay uéc luong d6 16n cia dién tich +q va luc dién tir bén ngoai
(hudng va d6 16n) tac dung 1én dam may. C6 thé gia thiét ring khéng ¢ cac
dién tich khac 3 trong khi quyén ngoai cac dién tich trén dam may.

(Wisconsin)

Loi giai:

Ching ta sé sir dung phuong phap anh. Vi tri cta cdc dién tich anh dugc
chi ra trén hinh 1.35. Khi dé cudng d6 dién truong tai diém O trén mat dét 1a

1 ¢ 1 q
E=2. - % _o. 1 9
Arey d? 4meq (2d)?°
Tir diy ta nhan duagc
2
- E‘%E —-6,7x10°1C.

Luc bén ngoa1 tac dung lén dam may i luc tinh dién gu!a cac dién tich anh va
cac dién tich 6 rong dam may, nghia la

q
F =
471'60

2 1 1 1 1
{ 261)2 (3d)? (3d)2‘(4d)2

2 2 1 1
g [_-_—u}=—4,05x10'3N.

Nhu ¢6 thé thiy trén hinh 1.35, luc nay 13 luc hit.
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Q e O —]

-

d
b
d
Lo
Hinh 1.35
1080

Mét dién tich diém ¢ duoc dit tai vecto ban kinh s hudng tif tim cia mot
qua cau c6 ban kinh « dan dién 1y tudng duoe noi dat,

(a) Néu viing bén ngoai qua ciu (ngoai trir ¢) la chan khéng, hay tinh dién
the tai mot diém r bt ki bén ngoai qua cdu. Nhu thudng 18, lay dién thé néi
dar bang 0.

(b) Lap lai cau (a) néu chin khéng duoe thay bing mét méi trudng dién
moi ¢o hang so dién mébi =.
(CUSPEA)

Lai giai:
Chang ta s¢ su dung phuong phap anh.

(a) Nhu thiy trén hinh 1.36, dién tich anh ¢’ duoc dat trén dubng thing
o voi khodng cach ' tinh tif tim qud cdu. Liyn = ', n’ = ¢ = ¥, dién thé 1ai

rla

¢:{r)=l[|" . "}

Ameg |Ir—s8| r—¢|

_ ! T, 9
drzg [|rn— snf|  lrn—s'n’| |
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Diéu kién bién yéu cdu phai thod midn ¢(r — «) — 0. Diéu nay cd thé dat duge
néu
5
!

g = iy ey
5 5

i 0 7

Khi d6, dinh ly vé tinh duy nhér cda bai toan tinh dién cho dién thé tai mét
diém bén ngoai qua cau la

1 a/s
il

= ;. o E
imeq | |r — s Ir — %45

(b) Khi bén ngoai qua cau dudc chia day mdt moi trudng dién moi co
hang so dién méi ¢, ta c6 thé thay mét cach don gian s, trong (a) bang =. Nhu

vay
@(r]zi[ 1 /s }

Ame |lr—s]  r— L‘i;q|

Hinh 1.36

1081
[lai dién tich gibng nhau duge dat cach xa nhau mét khodng cach 26. Hay
tim gan ding ban kinh téi thiéu « cha mat qua ciu din dién dudce ndi dit dit
giua hai dién tich trén sao cho triét tié¢u duge luc day 1an nhau cua chang.
(SUNY. Buffalo)
Loi giai:
Ching ta s€é st dung phuong phap anh. Dién truéng bén ngoai ctia qua
cau tugng ung vdi dién wudng tong hop tinh tr hai dién tich +4 da cho va tu
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Iinh dién hoc B

hai dién tich anh ¢'. Cac dién tich anh déu la ¢’ = —¢2 va chung duge dit &
_ at

hai phia cta tdm qua cau, cach tdm qud cau cing mét khodng cach la ' = &
(xem . 1.37).

Hinh 1.37

D1 véi méi dién tich +¢ da cho, ngoai luc dy tinh dién cia dién tich +¢
da cho, con c6 lue hut sinh ra do cac dién tich anh. Dé triét tiéu luc tong hdp,
A
ta can

. , :
g 4 1

bt (- a2 'h__“f}ﬁ
2% ruy b ‘ay s 24%u
B | O - ‘r[— “ | B2 ST,
& { +3(3) -5(3) } b

‘ - - A - > ~ - - - & * " . )
Do d6, gia tri gan dung cua a (2 < b) lam thod man cac yéu cau cua bai toan
gan dung bang

1082

(a) Hai dién tich bing nhau -+ dudc dat cach nhau médt khoadng cach 1a
24, Mot qua cau din dién ndi dat duge dit giita chiing. Ban kinh ctia qua cau
phai 1a bao nhiéu dé hai dién tich nay sinh ra mét luc tdng hdp bing 0?

(b) Luc tac dung 1én timng dién tich 12 bao nhiéu néu nhu qua cau dé co
ban kinh giéng nhur da duoc xac dinh & phin (a) bay gio duge tich dién dén

dién thé V?
(Columbia)
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Li giai:
(a) Theo bai tap 1081 ta ¢6 rg ~ d/8.

(b) Khi qua cAu dudc tich dién dén dién thé V, dién thé bén ngoai qué ciu
sé tang mat cach tuong (ing
Vry Vd
p=—r —,
r 8r
trong d6 r 13 khodng céch giita diém dién trudng va tim cha qua ciu. Mot
dién truong phu dugc hinh thanh c6 gia tri 1a

Vd
E= *‘VQS = '8—7'—2'6,».

Do d6, luc tac dung lén tirng dién tich +Q 1a
QV
F=QF = -~—.
Q 8d
Hudng cta luc di ra xa qua ciu va ndm doc theo dudng thing néi dién tich
vOi tim qua chu.

1083

Mot dién tich ¢ dude dit bén trong mét vat din hinh vé ciu cé ban kinh
trong 7, va ban kinh ngoai r5. Hay tim luc dién tac dung 1én dién tich do. Néu
vat din dugc cich dién va khéng tich dién thi dién thé cia bé mit bén trong
cta né 1a bao nhiéu?

(Wisconsin)

Loi giai:

Ap dung phuong phap anh va goi khodng céch gilta ¢ va tim ctia vd cau la

. / T« A Ié 3 - - 2 s

a. Khi d6 dién tich anh ¢’ = —"¢ dudc dit tai b = % (xem H. 1.38). C6 thé
néi rang vi vat dan dugce cach dién va khéng tich dién nén né 1a mét vat déng
thé véi dién thé = o. Khi d6 dién trudng bén trong vé ciu (r < ry) bing
vdi dién trudng do g va ¢ tao ra.

Luc tac dung l1én dién tich ¢ 1a lvc tac dung bdi ¢/

_ qq’ s
 A4reg(b—a)? 3 2
o ) dmeo(F —a)
arig?

T 4meg(r? —a?)?”
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-

Hinh 1.38

Trong viing r > ry dién thé 13 o = 174+ Déc biét, dién thé ciia qué cAu dén
diéntair = ro la

. 9
4?‘[50?’2

Ve

» = . n a & b ~ - A £ w 2 X 4
Vi vit dan la mét vat dang the, nén dién the cia mit trong cua vo cau dan

] - .
dién cung la L.

1084

Xét mét ludng cue dién P. Gia thiét ring ludng cyc dé dugc gilt ¢6 dinh
tai diém ¢o toa dd 2z, trén truc z va b hudng 1ap mot goc § truc dé (nghia 1a
P.e. = |P|cosd). Gia thiét ring mat phing ry la mét vat dan cé dién thé
bang 0. Hiy tim mét d6 dién tich trén vt din duoc cam dng tr ludng cuc dién
dé.

(Columbia)

Lai giai:

Nhu thay trén hinh 1.39, ludng cuc 1a P = P(sin#, 0, cos 0) va ludng cuc
anh chia n6 1a P’ = P(—sin#,0,cos 4). Trong viing z > 0 dién thé tai mot diém
r=(z,y.2)la

i 1 {Plx sinfl + (z — zp) cos ] I Pl-zsind + (2 + zn)msH]}

= _1?1-50 [1-2 + y.z + (L’ — :(]}2]:';:"2 [I? 4 yz 4 (Z + 20}2]33"2

Khi d6 mét d6 dién tich cdm dng trén bé mit ciia vat dan 13



102 o Bai tdp & lui gidi Dién tit hoc

x
3
N

P’ J p

DaN 3 A,

A

b—2zq Tro —
Hinh 1.39

2y B Peosf

g = =Ey5_| ' ; . o
Yoz 2r{r? 4+ y? + 253
3Pzg0 xrsinf « zpeos )

2r(e? + gyt + 25)5 2

1085

Hai tam din dién phang, 1on dat cach nhau mot khoang cach [ duge ndi
véi nhau bang mét day dan. Mot dién tich diém () duoc dit 1ai diém giira cha
hai tam dé nhu wén hinh 1.40. Hay tim biéu thirc ctia mét dé dién tich cam
ing trén thm & phia duéi nhu ham cta D. Q) va r (la khoang cach tf tim cla
tam do).

(Columbia)
L b |
Q \day dan
I} 8 I x
I /
|
L ¥y
& A
I

Hinh 1.40
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Loi giai:

Chung ta sé s dung phuogng phap anh, Vi tri cda cdc dién tich anh ducc
ghi 10 trén hinh 1.41. Xét mét diém A bar ki wén tim phia dudi, Chon mat
phang r2 chira difm A, C6 thé thay ring dién trudng tai A ndm wén bé mit

clia mét vat dan chi ¢6 thanh phén z va do 1on cta né 1a (liy d = £2)
F_ . @ .4
dwsg(d? + 22)  (d2 + z2)1/2
Q 2 3d
dnen(3d)? v r2| |(3d)? | 2|12
(J 2-5d

*Eu[ 5d)t — 2¥]  [(5d)? + 22172

QD 170+ 1
1_,1..“'24“”_’_2] D) ].5"'),.

Suy ra biéu thic mat dé dién tich

. Qn (- 17" (2n + 1)
(r) = —ggk, — .
o o Z[ra+.2D + 2|32
[
b A
-@ a - a -Q Q -a ;
By -0 D 20 Y
—~{ 2
Hinh 1.41
1086

Hai tim din dién lon, song song dit cach nhau mét khodng cach nho 4z.
Hai tim do déu dude ndi dat. Cac dién tich @ va - € duoe dit tai cac khoang
cach + va 3 tinh tr mét thm nhu trén hinh 1.42.

BENEN TU HOC
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(a) Tinh ning ludng cAn thiét dé dich chuyén hai dién tich d6 ra khai giira
cac tam va ra xa vo cung,

(b) Tinh luc tac dung ting dién tich (ca dé ldn va huéng).
(¢) Tinh luc tac dung 1én tirng tAm kim loai (ca dé 16n va huéng).

(d) Tinh dién tich cdm ng toan phan trén titng tam (Goi y: Dién thé trén
mat phang nam gita hai dién tich la bao nhiéu?)

(e) Tinh dién tich cam (ng toan phan trén b{, mat bén trong cla timg tAm
sau khi dién tich —@ dude rdi di, dién tich +¢ van gilr tai chd?

(MIT)
Loi giai:

(a) Dién thé duoc tim biing phuong phap anh, phuong phap nay doi hoi
can co cac dién tich anh +Q tai cactoa dd -+ — 9, — 5z, 3. Ta, 11 - -+ VA cac
dién tich anh - Qai cactoa dd - - — Tr, —3x. 57, 9r, 132, - - - doc theo truc »
nhu trén hinh 1.43. Khi dé mat do dién tich cda hé gom cac dién tich thuc va
cac dién tich anh ¢6 thé biéu dién nhu sau

Z (—1)5*H QéJa — (2k + 1)x]

k=—o

trong do ¢ 1a ham Dirac delta mét chiéu.

o - @ -ejef-ala -0 _

) T -5x -3 [-x0 x | 3x S« al
- |
3x

o U L I

Hinh 1.42 Hinh 1.43

Nang lugng dién trudng tinh dién cua hé la

1 1 1
r = i = =0 —= 0l
W QE QU = 5QUs — Q1
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& day U, 1a dién thé tai dién tich +@ sinh ra bdi cac dién tich thue va cac dién
tich anh, khéng bao gdm ban than dién tich +Q, trong khi dé U.. 1a dién thé
tai dién tich —Q sinh ra do cic dién tich thuc va cac dién tich dnh, khong bao
gbm ban théan dién tich —Q. Vi

U, = 1 [_(2Q)+2Q 2Q+m

T 4meg (4z) h (6x)

+0o
_ —Q Z _l)k—l_}]‘;_: —Q1In2

dreqr

ta co
Q2

4regx

W=- In2.

Do d6 ning luong cdn thiét d€ dich chuyén hai dién tich trén ra xa nhau va xa
cac tam kim loai mdt khoang cach v6 han 1a —W.

(b) Luc tac dung 1én +Q chi la lyc tac dung do dién trudng cua dién tich
thitc —Q va cac dién tich anh sinh ra bdi Q. Vi déi xitng nén luc nay bing 0.
Tuong tu, ue tac dung 1én —( cling bang 0.

(c) Xét Iuc tac dung Ién tAm din dién bén trai. DAy la tdng cla tit ca cac
Iutc tac dung lén cac dién tich anh cta tAm bén trai (nghia 13 cac dién tich anh
phia bén trai ctia tAm bén trai) sinh ra béi cac dién tich thuc +Q, —Q va bdi
tht ¢4 cdc dién tich dnh clia tAm bén phai (nghia 12 c4c dién tich anh phia bén
phai clia tAm bén phai).

DAu tién chiing ta hay xét-lyc Fy tac dung 18n cac dién tich anh cia tim
bén trai sinh ra do dién tich thuc +Q

QQ QQ Q2 Z( 1n -1

T 4meo(22)?  4meo(4z)? tee= 16megz? £

lay huéng doc theo +z 12 huéng duong. Sau dé6 chiing ta tim luc 7, giita dién
tich thue —Q va cac dién tich anh ciia tAm bén trai

2 2 2 ® s q1yn-1
b @ Q @ {ey

4mep(4z)? + Ameg(6z)  16mepz? ~
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4 \ ’ r A s -a ’ ] 3 A A re .
Cudi cung xét luc F3 tac dung 1én cac dién tich anh cua tam bén trai sinh ra
2. s -a , 3 ) 4 A .
bai céc dién tich anh cta tam bén phz’n

n—]

- 167r5012 Z L

=3 n=rmn

Nhu vy luc téng hop tac dung 1én tém bén trai 1a

F=F1+E2+F3—

1671'60 m—1 nn

32 2 o n—1
2 3 4 -1
= *Lz 1- St gt )= @ 5 E ( )2 .
16megx 2 32 42 167epz — n

St dung hiing dang thic

oo
-

=In2,
n—t
ta nhan dugc
Q?

16mega?
Luc nay hudng vé phia bén phai. Bing phuong phéap twong W ta cling sé thiy
rang lyc tac dung 1én tim bén phéi c6 dé 16n ciing bang z2-— In 2 va huéng
vé phia bén trai.

F = In2.

(d) Dién thé trén mat phing = = 0 biing 0, nhu viy chi c6 mét nita duéng
sitc xuat hién tir dién tich +Q dén duge tAm bén trai, trong khi cac dudng sic
xudt hién tir dién tich —( khéng dat dén dugc thm bén trai chut nao. Do do,
dién tich cam tng toan phan trén tAm bén trai 1a ——?_L va tuong tu, dién tich
cam (ng toan phin trén tAm bén phai la ¢ .

(e) Khl dién tich +Q ton tai mot minh, t3ng cda toan bé dién tich cam tng
trén hai tim 1a —Q Néu tong dién tich cam ung trén tAm bén trai la - -Qr thl
khi d6 dién tich cdm ng t8ng cong trén tAm phai lA —Q + Q.. Tuong tu, néu
—() ton tai mot minh, téng dién tich cAm ng trén tAm trai 13 Q — Q, va tong
dién tich cdm (g trén tAm phai la +Q, do tinh dbi xing. Néu hai dién tich
dong thoi tdn tai, dién tich cam (ng trén tm trdi 1a su chdng chip cda cac
dién tich cAm \Wng sinh ra do ca hai dién tich +Q va —(. Do d6, sit dung két
qua cua (d) ta ¢é

Q- 2Qq = -

N

Q
2

hay
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Nhu véy sau khi —() duge dich chuyén di, dién tich cam {ing tdng céng trén
bé mat bén trong clia tam bén trai la —3Q/4 va dién tich cam Gng tong cong
trén tam bén phai la - Q/4.

1087

Phai diva mét dién tich duong tbi thiéu 1 bao nhiéu téi mét var dan hinh
cau ban kinh q, cach dién va bi anh hudng bdi mét dién tich diém +¢q bén
ngoai, cach tdm vét din hinh cau mét khoang cich r > a, dé dam bao cho
mat do dién tich mat trén qua ciu cé thé duong & khip moi noi? Diéu gi sé
xay ra néu dién tich bén ngoai la —¢?

(SUNY, Buffalo)

Loi giai:

St dung hé toa dd Décac vai gbe toa db tai tim clia qua chu va truc z doc
theo dudng thing nbi tim qua cAu véi dién tich ¢. RS rang 1a mat do dién tich
mat cam ting 16n nhat c6 gia tri 4m sé xuit hién trén qua ciu tai diém (0,0, a).
Tic dung cfia bé mat qua chu din dién c6 thé dugc thay thé bing tac dung clia
moét dién tich diém (—2q) dét tai (0,0, £7) va mdt dién tich diém (%) tai tm
qua cau (0.0, 0). Khi dé dién trudng E tai (0,0, ;) 1a

SR I
172 AV I
TED | a (r —a) (a — 22
_ Y e 9 a4,
dreg lar  (r—a)?  (r—a)2] "

Do d6, mat dé dién tich mat cam Ung am ¢o gia tri cuc dai la

I 1 1 r/a
Ge = 0En = ar lar (r—a)? (r—a)?]

A N . n ‘ /- 2 A . -~ a A A
Néu mét dién tich duong @ dude dua tdi qua cau, nd sé phan bé dong déu
trén bé mat qua cau véi mat do dién tich mat Q/47a?. Dé tdng mat dd dién
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tich bé mat 6 khip moi noi déu duong ta cén cb
. 1 1
> _g- 2 _ g2 (1 1)4 -
Q> —0-4na aq[ +a r—af ar
a?(3r - a)

rr—a)? '

Mit khac, dién trudng tai diém (0,0, —a_) 12

_ g |1 1  r/a
E= d7eg [m+(r+a)2 (r+a)2]ez'

Néu ta thay thé ¢ bing —g, mit d6 dién tich mit cadm ng 4m cuc dai s& xubit
hién tai (0,0, —a). Khi dé giéng nhu trén, dién tich duong cin c6 1a

. 1 1 7/a
S . 2 _ oo ana?| — q ol .
Q> -0 dra o AT ( 47r50) [m + (r+a)? (r +a)2]
_Jes a®>  ar _ qd®(3r +a)
TUr T rra? rra2| T rr a2

1088

(a) Hay tim dién thé tinh dién phat sinh do mét ludng cire dién ¢ dd 16n

N . FY r s ~ ~ > A 7 A -a 4. ’
d nam tai khoang cach L tinh tif tdm cla mét qua cau dan dién nbi dét ban
kinh o; gia thiét ring truc clia ludng cuc dé chay qua tim clia qua cau.

(b) Xét hai qua cau din dién dudc cach dién (ban kinh @) trong mét dién
truang déu c6 hudng sao cho dudng thing néi tim ctia ching, ¢6 chiéu dai R
va song song voi dién trudng. Khi R 16n, hdy md td mot cach dinh tinh dién
trudng téng hop tinh t8i bac R4,

(Wisconsin)
Lai giai:

(a) LAy tAm qua ciu 1am gbc toa dd va truc ddi xiing ctia hé 13 truc z, khi
d6 ching ta c6 thé viét P = de,. Xem P nhu moét dién tich duong ¢ va mét
dién tich 4m -g¢ dit cach nhau mét khodng cach 2! sao cho d = }m(mj 2ql, ta ¢

thé st dung phuong phap anh. Nhu di chi ra trén hinh 1.44, toa d6 cia g va
—q tuong (ng la
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g: z= L+1, —q: z=-L-1.

Lay gy va go la cac dién tich anh tUOng Ung cua q va —q D61 vai bé mat qua
cdu la dang thé, d& 16n va vi tri ctia ¢, va gz c6 thé viét nhu sau (hinh 1.44)

(73 !'12
q = _?‘—Iq dat la] (O 0, ——_—E)
. dat tai 0,0 o
BR=Epr e AR
a
P N .
-q 1 g ga'0
I |
It
Pl |
—/ ¢ =
Hinh 1.44

Vi L 3+ 1, diing cong thitc tinh gan ding

1 {

1
Tei L TE

L]

dé 16n va vi tri cGa cac dién tich anh 1an lugt 1a
i ad —a?  a®l
fi = g = — daetal  (O0,—="2=),
il f— of )1' 7] . , ( .L L“ )

i ad " a’? a’l
1y — E(‘.' — E—i ddt tdl (UU. “‘}_? + L.l) .

trong do r.a da sEr dung d = 2¢l. Do d6 mor ludng cue énh voi momen ludng
cue P = 4. *i;.—e i 5P va motdién tich dnh ¢ — — 24 & dugc sir dung dé
thay thé cho tac dung cta g, va g.. Ca P’ va ¢’ déu duge dat tai ' = (0, 0. ;j
(xem H. 1.45). Do d6 dién thé tai r bén ngoai qua ciu Ja su chéng chip cia
cac dién thé do P, P, va ¢’ sinh ra, nghia la
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1 g P.ir ) P.(r+ Le.)
+ ——iiaabl
r rf

r — '} Ir + Le,|?

1 ad
dir=g L3 + a;—r cos ! + ‘fﬁl) /2

a’dir cosfl ~ “_} dircost + L)
L3(r? + 7 cosl  45)3:2 ' (r? + 2rLcosf + 1.2)32
‘ Lcost by . rl ]

Hinh 1.45

(b) Mot qua cAu din dién ban kinh « & trong mét dién trudng ngoai E
ludng ng vol rnot ludng cuc dién cd mémen P = 4z240?E doi véi dién truong
bén ngoai qua cau. Hai qua ciu dan dién cach biét vdi nhau trong bai tap nay
¢6 thé coi nhu mot ludng cue néu chuny ta st dung phép gan ding bac 0.
Nhung khl ching ta st dung phép gan ding c6 bac cao hon thi tlmng tar giua
hai qua cau dan dién phai ducn: xét dén. Bay gio su tac dung cua qua cau thir
nhat 1én qua cau thit hai gmng nhu trudgng hop (a) coa bai tap nay (khn hai
qua cau duge tach xa nhau voi mot khoang cach lgn). Noi mot cach khéc, tac
dung nay ¢6 thé coi nhit tde dung ctia mét ludng cue anh P’ :;",-;P va dién
tich anh ¢' = — %, Khi «* = L, ludng cuc anh va dién tich anh c6 thé xem
mot cach gén dung la dat tai tim qua cAu. Nhu vay dién trudng tai mét diém
bén ngoal qua cau 1a 1ong hop cta cac dién truong smh ra do mm dién tich
diém ¢ va mét ludng cire ¢é mémen P+ P’ = (1 + F—fJJP dat tai mdi tAm clia
hai qua cau do. Khi do, dién thé sé c6 thé dudc bicu thi véi nhitng sb hang tdi
bac 1/ 1.
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Mot ludng cuc dién ¢6 mémen P dugce dit tai khoang cach r tinh tit mét
qua cau dan dién ¢6 ban kinh o da duge cach dién. Ludng cuc nay ¢é hudng
di ra xa qua cu. Gia thiét ring r > a va qua cAu khong chira dién tich thue.

a , 2R . -a A an \ s LA w 3 > R
(a) Néu cac di€u kién bién vé dién truong E tai bé mat cua qua cau.

(b) Hiy tim gan duing luc tac dung 1én ludng cue dé.
(MIT)
Loi giai: ,
(a) St dung hé toa dé ciu véi truc z doc theo hudng ctia ludng cuc P va
13y gbc toa dé tai thm qua cdu. Cac diéu kién bién déi véi E trén bé mit cua
qua cau la

F:,L:O/S(). Et:(]\

trong do o 1a mat do dién tich mit,

(b) Hé ¢6 cac anh tuong ty cac anh cta bai tip 1088 gdbm mdt ludng cuc
dnh P’ = (2)3P va moét dién tich anh ¢/ = - 2f dat tai v’ = “T,zez. Thém nita,
phai dit mét dién tich anh ¢/ = —¢' tai tAm cla qua cu khi qua ciu din
dién do6 dugce cach dién va khéng tich dién. Tuy nhién, vi r >> a nén ching

ta c6 thé coi ¢’ va ¢” nhu mot t6 hgp tao nén mét ludng cuc anh c6 mémen
p”’ — aP & al

= &L = L P.Vir > q, cac ludng cuc anh P’ va P" ¢6 thé dugc coi gin

r r
diung nhu dinh xt tai tAm cua qua cau. Tong mémen ludng cuc anh la
'a

3
P, =P'+P"=2(9) P.

Khi d6 bai tap thuc chat 1a tim luc tac dung 1én clia Py, 1én P. Dién thé tai
mot diém r do P ), tao ra 12

1 Pe’mh ‘r
r) = 4.
2(r) dreg 13

va dién trudng tuong ung la
3(r - Py, ) — r2P;

anh

E(r) = —V(r) =

degrd
Tai vi tri cia P, r = re,, khi d6 dién trudng do P, tao ra 14

P 3P ad
E= anh _ e, =

= - : P
2#60'/‘“‘ Tré‘ol‘6

Tegrt
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Nang lugng cta P trong truong nay la

BPQ
W=-P E=-—"_,
TEQT
T day suy ra luc tac dung 1én P nhu sau
3P2 SPP
F=-vw= 001, _ 07
wEQTT mepr’
_1090

Gia thiét ring thé ning gifra‘hai dién tich di€ém ¢, va g, 3 cdch nhau mét
khoang cach r thuc té 13 qgze %7 /7 thay cho gigz/r v8i K rit nhé. C6 thé
thay thé phuong trinh Poisson cho dién thé nhu thé nao? Hiy dua ra thiét ké
phac thio mét thutc nghiém d€ kiém chitng cho sut khac D ctia K. Hay dua ra
co 58 1y thuyét cho phac thao ca ban.

(Chicago)

Loi giai:
Voi gia thiét di cho, ham Poisson dugc thay thé bing

Vi + K% = —4np

trong hé don vi Gauss, trong dé p 1 mat d6 dién tich. D€ ki€ém chitng cho su
khac khéng ctia K hiy xét mét 1ong Faraday cé dang mét vo cau din dién S,
thé tich V, bao quanh va c6 tim tai g; nhu thiy trong hinh 1.46. Gia sl ban
kinh vectd clia gy 12 rj. Ki hiéu diém ngudn bing r’ va diém dién trudng bing
r, stt dung dinh ly Green

/ WV — oV )V’ = ]( (WV'¢ — ¢V'y) - dS'.
v S
Hay chon dé ¢ 13 dién thé & bén trong S do ¢; ndm ngodi S giy ra. Dién thé
trong trudng hop nay dudc viét nhu sau
V2 + K2 =0,

vi p = 0 (12 mat dé dién tich tuong tng véi su phan b cla g;) bén trong S va
mét ham Green G(r,r’) thod min déi véi ¥ nén ¢ thé viét biéu thitc sau
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VG = —dnd(r — 1),
G—0 trén S,

trong do &(r ') la ham Dirac delta.

) 9,

Hinh 1.46

Cac tich phan trong phuong trinh tich phan dudc viét nhu sau
f WV edV! = / GV pdV' = —K* [ GodV'
A ' 13

/ oV udV’ = f VGV = dm f ¢(r,r)d(r — r')dV" = —dnair),
I % 13

%u'V'@-dS’z%GV'Q)-dS’zD as G=0 on §,
: Js

45

%r;l'\_«'"c'-' A8 = Q,«.-jé. V'G-dS' = (IJS/ v2Gdy’
5 